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Annexe II. Tableaux statistiques. 



PREFACE 


Par le travail que nous nous permettons de presenter ici k Tat- 
tention du lecteur, nous voulons nous acquitter d'une dette que nous 
avons contractee il y a plus de quatre ans. 

En effet, nous avons deja annonce la presente recherche dans 
la Revue Internationale du Travail du mois de janvier 1929, dans la 
premiere partie de notre etude intitulee : Les fluctuations saisonnieres 
du chomage dans Vindustrie du bdtiment de certains pays europeens (*). 
De plus, dans Tetude sur le chomage saisonnier dans Tindustrie du 
batiment, nous avons employe certaines methodes basces sur des 
propositions dont la demonstration ii'etait pas donnee, inais etait 
expressement renvoyee au present travail. Tel fut notamnient le cas 
des coefficients de la concentration et du nivellenient des variations 
periodiques (que nous avons appeles alors «indices du degre de con¬ 
centration)) et «de prolongation»). Nous Tavons fait dans Tidee 
que Tetude methodologique sur les variations periodiques et letir men¬ 
suration allait paraitre a peu pres simultanement avec Tetude des 
faits relatifs au chomage saisonnier. 

Cet espoir ne s'est pourtant pas realise. Diverses circonstances, 
etrang^res pour la plupart au present travail, out beaucoup retarde 
sa redaction definitive. Mais ayant repris les memes problemes, en 
vue de leur mise au point, apres une interruption de quelques annees, 
nous avons etc amene a modifier, a preciser ou a completer sur bien 
des points nos deductions primitives. Nous voudrions done croire 
que, paraissant plus tard que nous ne Tavons suppose, cette recherche 
presente au moins le fruit de reflexions plus mures. 

Entre temps, la notion de la diversite des variations periodiques 
a gagne beaucoup de terrain dans les conception statistiques. II y a 
encore quelques annees, rares etaient les statisticiens qui soupfon- 
naient Texistence, dans la vie sociale, de periodicites plus longues 
que les fameux ((cycles economiques)>. Combien nous en sommes 


(*) Parue aussi comme tirage k part, Edition du «Bureau International 
du Travail*, Geneve 1929. 



loin aujourd^hni apres les travaux de If, March, de Simiand et de 
Wagbmann qui ont rendu courante Tidee de cycles semi-sec^aires 
dans la vie economique, apr^s les investigations de Gini qui reinet- 
tent en honneur Tidee (qui reapparait elle aussi en quelque sorte 
periodiquement) d'apres laquelle les nations elles-memes formeraient 
au fond des cycles de tr^s longue duree dans revolution generale de 
Tespece liumaine, — pour ne mentionner que ces travaux-la. Une 
etude sur la nature des variations periodiques et les methodes de 
leur mensuration nous parait aujourd'hui plus actuelle que jamais. 

D’un autre cote, nous voudrions d^s maintenant relever le fait 
qu'au cours de notre recherche sur les variations periodiques, nous 
avons ete oblige d’examiner certains problemes qui peuvent se poser 
au sujet de toute variation de pheiiomenes reels, qu'elle soit perio- 
dique on non. En d’autres termes, a Toccasion d’un phenomene 
relativement particulier, nous ctions souvent oblige de nous poser des 
problcmies d’un ordre plus general. Dans ces conditions, les solu¬ 
tions auxquelles nous sommes arrive sont parfois telles qu’elles ont 
une portee plus generale, valant aussi bien pour les variations non- 
periodiques que pour les variations periodiques. Tel est notamment 
le cas de nos coefiicients de concentration et de nivellement, de nos 
indices de preci])itation et de gradation ainsi que de nos coefficients 
de synietrie. Dans d’autres cas, pour pouvoir etre etendues aux va¬ 
riations non-periodiques, les solutions adoptees dans cet Essai de- 
mandent encore une rectification appropriee (tel est le cas des coef¬ 
ficients de precipitation et de gradation). Dans certains cas, la solu¬ 
tion adoptee ici est pour des .series non-periodiques d’une application 
plus simple encore que pour les variations periodiques ; tels nos coef¬ 
ficients et indices de symetrie. 

En bonne logique, I’examen des problemes d’ordre plus general 
aurait du etre detache du present travail pour faire I’objet d’une 
recherche independante, precedant I’etude sur les variations perio¬ 
diques. Pour raison d’opportunite, nous traitons cependant ces pro¬ 
blemes avec les autres (relatifs aux variations proprement i)eriodi- 
ques), comme ils se sont poses a nous-meme au cours de la presente 
recherche. Pent-etre tel lecteur se montrera-t-il plus indulgent pour 
les defauts et les lacunes de cette contribution a I’etude de la perio- 
dicite des phenoinenes si sous certains autres rapports ce meme tra¬ 
vail apporte plus que son titre ne le fait supposer. 

Un mot encore. II est possible que tel point traite ici ait ete 
deja effleure ou meme etudie ^ fond par un autre chercheur sans que 
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rauteur de ces lignes le sache. Si tel etait le cas, je prierais la critique 
ou Tauteur lese lui-meme de bien vouloir me signaler ma faute, soit 
par la presse soit par correspondance et, de mon cote, je me ferais 
un plaisir autant qu'un devoir de la corriger publiquement a la pre¬ 
miere occasion. 

Ty. Hersch. 

University de Geneve, le 4 mars 1933. 


CHAPITRE I. 

Observations pre:uminaires et premieres distinctions entre 
SICRIES DE variations p6rIODIQUES. 

§ I. — Depuis les travaux de Kemmerer et de Persons, on 
s'occupe beaucoup des metliodes a appliquer pour fixer aussi stricte- 
ment que i)Ossible les fluctuations periodiques des plienomenes. Mais 
jusqu’a ces dernieres annees, ces recherches methodologiques etaient 
limitees a des probl^mes d'un genre special. D’un cote, il s'agissait 
pour ainsi dire toujours de fluctuations saisonnieres ou, plus exacte- 
ment, de fluctuations selon les mois de Tannee, done de series dans 
lesquelles la periode se compose de 12 ternies. D'un autre cote, on 
avait presque toujours en vue des variations de phenomenes d'ordre 
economique. En outre, on chercliait le plus souvent les metliodes le 
niieux appropriees pour fixer la « saisonnalite » des phenomenes non 
pas pour elle-meme, mais au contraire pour son elimination^ afin de 
mieux determiner I’etat de la conjoncture economique independam- 
ment des influences passageres de la saison. 

En effet, dans la situation momentanee du niarche on distin- 
guait habituellement Peffet combine de quatre facteurs : 1°) le cycle 
economique, soit la conjoncture proprement dite ; 2°) le trend, ou la 
tendance generale de devolution vers la hausse ou la baisse du phe- 
nomene observe (prix, production, etc.) ; 3°) la saison et 4®) den- 
semble des circonstances extraordinaires, fortuites (guerres, troubles, 
catastrophes naturelles, etc.) qui peuvent influencer la marche des 
phenomenes. On cherchait done k eliminer la part attribuable aux 
trois derniers facteurs (trend, saison, hasard) afin de mettre en evi¬ 
dence ce qui caracterise proprement le premier, la conjoncture eco¬ 
nomique. 
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Notons tout de suite que si la prise en consideration des quatre 
facteurs enumeres seuls se justifie par la necessite de simplifier un 
probl^me qui est deja assez complique, elle n*en reste pas moins con- 
ventionnelle. Car dans la realite le nombre des facteurs systematiques 
est bien plus considerable, la succession annuelle des saisons n'etant 
nuUement le seul facteur periodique qui influe sur les plienom^nes 
economiques (independamment de la « periode» la plus capricieuse, 
la moins periodique, qu’on appelle le cycle economique). Pour ne pas 
chercher trop loin, rappcions seulement que les valeurs de bourse 
par exemple subissent generalement le contre-coup des liquidations 
de fin de mois (« ultima ») et que les cours cotes alors different syste- 
matiquement de ceux observes a d*autres dates : les observations 
journalieres ou liebdomadaires de certains faits economiques mar- 
quent aiiisi non seulement une periodicite annuelle, ou les 12 mois 
de Tannee constituent une periode qui a ses moments caracteristiques 
(saisons) de liausse et de baisse, mais encore une periodicite niensuelle 
ou les 30 jours fornient egalement une periode a^^ant son maximum 
et son minimum propre. On pent eliminer Taction de cette periodicite 
niensuelle (en prenant par exemple la rnoyenne du mois ou seulement 
le cliiffre observe a une certaine date du mois, par exernffle toujours 
le 15 ou toujours le dernier jour du mois, etc.), tout comme on 
clierche a eliminer Tinfluence des autres facteurs, mais la periodicite 
niensuelle n’en existe pas moins. 

§ 2. — D’ailleurs, tout le monde sait que les mouvements pe- 
riodiques ont, dans la vie economique et sociale comme dans la vie 
organique et dans le monde inorganique de notre planete (laissant 
meme de cote les periodicites les plus strictes et les plus variees du do- 
maine astronomique), des durees fort variees. Nous connaissons tous 
des periodes liebdomadaires et des periodes journalieres. En effet, 
le inouvement de voyageurs dans les tramways urbains, le debit des 
grands magasins, des cooperatives, des restaurants, la consommation 
du gaz ou de Telectricite dans les agglomerations urbaines, les noni- 
bres des accidents de circulation ou autres, les nombres des crimes, des 
suicides, etc., etc. ne se distribuent pas indifferemment entre les divers 
jours de la semaine ni entre les 24 lieures de la journee, comme ils 
ne se repartissent pas indifferemment entre les 12 mois de Tannee, 
ou tout comme les temperatures de Tair, du sol, de Teau, du corps 
humain, ou le nombre des deces ne se distribuent pas simplement au 
hasard entre les memes 24 heures de la journee. On pent ainsi cons- 
tater, dans les variations des phenomenes, des periodes plus ou moins 
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rigoureuses de 24 heures, d'une semaine, d'un mois, d'une annee, 
d'un certain nombre d'annees (7-8 environ, qui parait le mieux ca- 
racteriser la duree du cycle econoinique). Et rien ne prouve que ces 
cinq especes de preriodicites soient les senles qui existent dans la vie 
sociale. Meme a priori on pourrait en douter beaucoup. 

D'ailleurs, qu'il existe dans la societe humaine des periodes moin- 
dres que de 24 heures, on pent le voir continuellement par exemple 
dans la vie scolaire ou les successions de travail et de recreation tor¬ 
ment un mouvement periodique, la periode ayant generalement la 
duree d'une lieure. 

D'un autre cote, tout porte a supposer qu'il doit y avoir aussi 
des periodes dont la duree est bien plus considerable que celle du cycle 
economique. Seulement, I’observation statistique de la vie sociale 
n'est pas encore suffisamment agee pour avoir pu relever positive- 
ment une serie de chiffres comprenant au moins trois periodes dont 
chacune aurait une duree depassant celle du cycle economique a 
peu pres dans la meme proportion (7-8 fois) que celle-ci depasse la 
duree d'une periode annuelle. En presence de certaines donnees his- 
toriques, on a pu cependant se demander par exemple s'il n'existe 
pas dans la vie sociale une periodicite dont les phases correspondent 
a la succession des generations, chaque phase comprenant environ 
25 a 30 ans. 

Et en effet, depuis quelques annces on est de plus en plus enclin 
a reconnaitre, notamment dans le mouvement des prix, Texistence 
de cycles «semi-seculaires ». Ces cycles senii-seculaires ne peu vent 
naturellement pas etre limites au seul mouvement des prix; ils sont 
nccessairement lies a I’ensemble de la vie sociale et afiectent a leur 
tour la marche de celle-ci. Quant a nous-meme, nous avons toujours 
soutenu Thypothese de I'existence de cycles « semi-seculaires » (d'une 
duree de 50 a 60 ans) non seulement dans le mouvement des prix, 
mais aussi dans I'ensemble de revolution sociale (*). 

(*) Ainsi, notre premier cours de statistique g 4 n 4 rale fait 4 TUni- 
versit^ de Geneve en hiver 1915-1916, nous n’avons cess^ de souligner qu*mie 
periodicity «semi-syculaire » dont chaque phase comprend de 25 4 30 ans 
existe tr^s probablement dans I’ensemble de Thistoire, meme dans les yv^ne- 
ments d'apparence les plus yioignys du mouvement des prix, tels que la suc¬ 
cession d’ypoques de paix et d'ypoques de guerres et de bouleversements 
sociaux. Pour ne pas trop nous yioigner dans le passy, nous rappelions qu'apr^s 
la cessation de la guerre dite de sept ans {1763), TBurope avait connu une 
phase de paix relative de plus de 25 ans, jusqu ’4 la Ryvolution fran9aise 
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En meme temps, nous trouvions a priori fort peu probable que 
les periodidtes dans les phenom^nes sodaux soient limites aux quel- 
ques esp^ces enumerees; nous admettions, au contraire, comme in- 
finiment plus probable qu’il devait exister des periodidtes en nombre 
indefini, dont les unes pourraient avoir une duree inferieure mime 
k une heure et dont les autres auraient une duree depassant de beau- 
coup le demi-siicle. Apres tant d’enseignements de I’histoire, nous 


(1789); vint ensuite luie phase de guerres et de bouleversenients intirieurs 
qui a dur^ elle aiissi plus de 25 aiis, jusqu’apr^s la conclusion du trait<^ de 
Vienne (1815-18) ; une nouvelle phase de paix et dc stabilite intervieiit alors 
qui dure jusque vers 1847, e'est-a-dire mie trentaine d’annees ; ce fut ensuite 
rav^nement d'une nouvelle phase de bouleversenients interieurs et de guerres 
qui dtablirent le rdginie constitutionnel dans TEurope centrale et occidentale, 
qui affranchirent les serfs en Russie, qui erddrent les iinitds allemande ct ita- 
lienne, qui fonddrent la llongrie et ddlivrerent les Slaves balkaniques, phase 
qui se tenninji avee la guerre russo-turque (1877-78), e’est-a-dire de nouveau 
aprds une duree de 30 aiis ; apres, ce fut de nouveau un temps de paix et de 
stabilitd relatives qui dura environ 25 ans, jusqu'a la guerre nisso-japonaise 
(1903-1904) ; a ce moment conimen<;a une nouvelle phavSe de guerres ct de 
revolutions qui est marquee par la premiere rdvolution russe, les rdvolutions 
en Perse, en Chine, en Turquie, les guerres italo-turque et balkaniques, la 
guerre mondiale, la nouvelle rdvolution russe et Vavenement du bolchevisnie, 
les rdvolutions dans les pays de TiCurope centrale ct rdtablissement du rdgime 
rdpublicain dans ces pays avec acces de Icurs partis ouvriers au pouvoir, 
la rdsurrcction de la Pologne et la erdation de nouveaux Etats en Europe et 
en dehors d’elle, la erdation dc la Socidte des Nations, ravencment du fascisme 
et de la dictature en Italie et dans certains autres pays, la rdvolution en Espa- 
gne, les guerres greco-turques, russo-polonaise, marocaine, la guerre civile 
et la transformation politique de la Chine, Tagitation aux Indes, la campagne 
japonaise en Maudehourie, etc., etc. 

(On remarquera que si cette hypothese dtait vraie — et il ne s’agit natu- 
rellement que d’une simple hypothese — nous nous trouverions actuellement 
enfin sur le seuil d’lnie phase de paix et de stabilitd, ct I'avdnement d'une 
nouvelle phase troublde serait a prdvoir pour i960 environ. Malheureusement, 
rdtat d'insdcuritd est aujourd’hui tel que Tavdiiement de la paix Internatio¬ 
nale et de la stabilitd intdrieure parait aujourd hui moins probable qu'ime 
quinzaine d’anndes encore de guerres et de troubles ne semblait possible 
en 1916). 

Nous rappelions en meme temps que ces phases de paix et de guerre 
(ou de stabilitd et d’instabilitd sociale) coincidaient dans une large mesure 
avec les dpoques de bon marchd et de chertd qu’accuse I’liistoire des prix, 
4 savoir que la phase de chertd cohicidait notablement avec celle des guerres 
et des troubles et la phase de bon marchd avec celle de paix et de stabilitd 
(Ea chute des prix qui se poursuit depuis plusieurs anndes, particulidrement 
depuis le ddbut de la crise, deviendrait ainsi d'autant plus significative). 
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croyions trouver quelques indices de Texistence de cycles 
culaires notamment dans revolution demograpbique recente des pays 
oeddentaux, evolution qui annonce la £n du mouvement ascendant 
et ravenement d'une phase descendante dans le developpement ulte- 
rieur de leurs populations. 

Recemment, Corrado Gini a developpe une theorie d'apr^s la- 
quelle Thistoire des nations presenterait un mouvement cyclique de 
hausse et de baisse de la population (*). Sur le terrain plus proprement 
demograpbique, il se rattache ainsi au courant d'idees qui, sur d'autres 
terrains, a ete represente au xvrii® si^cle par la Science Nouvelle de 
\^ico et au XIX® par VTHstoire du dSveloppement intellectuel de VEuropc 
de Draper, ainsi qu'aux vues recemment developpees pat M. Fein- 
DERS Petrie (**), d'apres lequel les periodes dans la viedeJ'humanite 
sont marquees chacune par une certaine civilisation, par une «grande 
annee )> des Etrusques; pour les civilisations mediterraneennes (aux- 
quelles appartiennent celles de rEg\i)te, de la Gr^ce, de Rome et celles 
de i'Europe modeme), pour celles du Proche Orient (les civilisations 
assyro-babylonienne, persane, etrusque, hebraique et arabe) de meme 
que pour celles des Indes et du Mexique, ces periodes peuvent, d'apres 
cet auteur, non seulement etre constatees, mais aussi mesurees, et 
la duree de telles periodes serait a peu pres la meme dans les diverses 
parties du monde, s'etendant a environ 15 si6cles, dont huit ou neuf 
constitueraient la phase de hausse et six la phase de baisse. 

Dans cet ordre d’idees, on se rappellera aussi les epoques « cri¬ 
tiques )) et les epoques « organiques » que Saint-Simon a distinguees 
dans I’histoire de Thumanite sans pourtant attribuer a ce mouvement 
de flux et de reflux le caractere d'une periodicite proprement dite. 

D'ailleurs, il se peut qu'h cote des cycles a duree constante, il en 
existe aussi d'autres dont la duree varie selon des lois determinees (***). 

(♦) The Cyclical Rise and Fall of Population dans la sdrie des conferences 
Population publiee par The University of Chicago Press, Chicago 1930. Une 
edition italienne des conferences du Prof. Gini a paru avec quelques additions 
sous le titre Nascita, evoluzione e morte delle Nazioni (Istituto Nazionale Fasci- 
sta di Cultura, Roma, 1930). Pour plus de details, cf. I’ouvrage plus recent 
du meme auteur Le basi scientifiche della politica della popolazione, Catania, 
S. K. M., 1931. 

(*♦) The Revolutions of Civilization (3d ed., London, Harper 1922). 

(*♦♦) La prolongation recente de la duree de la vie moyenne dans les 
pays de la civilisation occidental ne pourrait-elle pas avoir pour effet I’accrois- 
sement de la duree des cycles « semi-seculaires » (qui nous semblent correspon- 
dre k la succession des generations) ? 
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Cette duree peut aller en augmentant ou en diminuant ou encore 
suivre elle-meme un mouvement periodique d*une certaine espdce. 

On dira que par ces suppositions nous quittons le terrain positif. 
Peut-etre. Mais precisement en perdant de vue ces diverses possibilites 
et en projetant dans un avenir quelque peu recule, des series force- 
ment restreintes d*observations passees, certains statisticiens — et 
pas des moindres — sont souvent arrives a des conclusions qui furent 
plus tard cruellement dementies par la realite. 

II se peut en particulier que ce qu'on considere comme le trend 
des phenomenes (et que Ton represente frequemment encore comme 
une evolution en ligne droite) forme souvent lui-meme une des phases 
de quelque mouvement periodique de duree plus longue que cede 
du cycle economique ou meme du cycle semi-seculaire. 

Toutes ces observations ne visent nullement a contester Tutilite 
pratique du postulat des quatre facteurs pour la fixation de la conjonc- 
ture economique. Elies soulignent seulement le fait que ne voyant, 
en dehors du cycle economique, qu’une seule espece de fluctuations 
periodiques, les fluctuations saisonnieres, ce postulat conventionnel, 
et sans doute inexact, laisse dans Tombre la grande variete reelle 
de la periodicite des phenomenes. 

§ 3. — Inutile de dire que les variations periodiques peuvent 
etre etudiees non seulement en vue de leur elimination, mais aussi, 
et peut-etre surtout, pour elles-memes, tout comme les autres carac- 
teres des phenomenes. Ces variations, ne constituent-elles pas un des 
aspects de la realite ? (*). Hy a done un interet theorique et pratique a 
es connaitre. Ee physiologiste par exemple peut observer la tempe- 


(♦) II est permis de croire — et la «raison pratique» nous comniande 
meme de croire — que toute la vie sociale de I'liumanit^ pre^ente une com- 
binaison de mouvements «^volutifs» et de fluctuations periodiques. Cette 
conception, connue encore des Arabes au moyen-age, developpee par Vico 
et rendue populaire par la c^l^bre image de la spirale de Gokthe, est aujourd'hui 
pour ainsi dire uiiiversellement admise. Mais la raison pratique mise de c6t^, 
elle ne parait pas s'imposer plus que I'hypoth^se selon laquelle il n'y aurait 
en realite que des combinaisons de divers mouvements periodiques; en tout 
cas, dans le domaine de la realite qui est relativement le moins complexe 
et oh la nature des phenomenes est par suite le mieux observable, en astro- 
nomie, on n’admet, je crois, que des combinaisons de mouvements rotatoires, 
e’est-^-dire periodiques. Quoi qu’il en soit, Texistence de mouvements peno- 
diques, me semble-t-il, peut le moins etre mise en doute. 
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rature du corps humain k diverses hetires de la jotimee non seulement 
en vue d'etablir sa temperature moyenne (elimination des variations 
d'une heure a Tautre), mais aussi dans le but de connaitre la marche 
et Tetendue de ces variations horaires, de les comparer chez des indi- 
vidus d'age et de sexe differents, de degager leurs variations normales 
et pathologiques et d'en fane, par exemple, un des elements du dia¬ 
gnostic en cas de nialadie on de sonpgon de maladie, II en est de 
meme du meteorologiste et de Tagronome qui, a un endroit donne, 
observent les variations de la temperature de Tair atmospherique aux 
divers mois de Tannee ou de reconomiste et de riionime d'action so- 
ciale qui observent le taux du cliomage dans une profession donnee. 
Dans bien des cas, la connaissance des variations periodiques est pra- 
tiquement meme beaucoup plus importante que celle de la moyenne 
de toute la periode. Pour Tagronomie par exemple c'est presque tou- 
jours le cas. 

§ 4. — Or, les methodes ne sont que partiellement les memes 
dans le cas ou Ton clierche Telimination des variations periodiques et 
dans celui, au contraire, ou Ton veut les analyser. Dans les deux cas, 
le probl^me consiste d'abord a fixer, dans chaque serie empiriquement 
donnee, la part des variations ayant un caractere periodique deter¬ 
mine (par exemple, un caractere saisonnier). Cette part une fois etablie, 
la tache pour ce qui conceme les fluctuations periodiques est dans 
le premier cas terminee ; il ne reste qu'a les eliminer, le residu repre- 
sentant Teffet des autres facteurs. Par contre, pour le second genre 
de recherches, ce n’est qu’une premiere etape. Ici, comme pour toute 
etude des phenomenes reels, la connaissance s'acquiert par voie de 
comparaison. Un second probleme se pose done ici: comment comparer 
les differentes series de variations periodiques entre elles afin de de¬ 
gager aussi nettement que possible leurs proprietes respectives. Ce 
probleme, laisse generalement dans Tombre par les recherches qui 
avaient pour but surtout Telimination des fluctuations periodiques, 
fait precisement Tobjet de la presente etude. 

§ 5. — Nous commencerons par quelques definitions. 

Nous appelerons cycle une alternance de hausse et de baisse a 
intervalles reguUers. Nous disons intervalles riguliers et pas necessai- 
rement Sgaux, ceux-ci n'etant qu'une esp^ce particuli^re de ceux-la. 
U'altemance des variations peut done avoir une duree constante (in¬ 
tervalles egaux) et une duree variable selon une loi determinSe, Toute- 
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fois, dans la presente etude, pour des raisons d'ordre pratique, nous 
aurons en vue uniquement les altemances constantes, auxquelles on 
reserve plus proprement le terme pdriodicitis, Ce sont en effet les 
altemances les plus simples et, je crois, les seules qui dans Tetat 
actuel de nos connaissances puissent etre nettement etablies. 

Les variations (ou series) accusant une periodicite, nous les ap- 
pellerons pSriodiques, L'intervalle qui separe deux bausses ou deux 
baisses successives marque la periode des variations. 

Le qualificatif de temps (annuel, mensuel, journalier, etc.) ap¬ 
plique au mot ((periodicite » caracterisera pour nous la duree de toute 
la periode ; applique au mot ((variations)) (ou fluctuations), il mar- 
quera rintervalle separant les termes de la periode les uns des autres. 
Ainsi, par Texpression de periodiciU journalicre (ou diurne) de la tem¬ 
perature nous designerons Tensemble de ses variations au cours de la 
journee, c'est-a-dire la periode formee par des variations horaires ; 
par contre, par variations journalihres de la temperature nous enten- 
drons ses variations d*un jour a Tautre. De meme, pour la periodicite 
mensuelle des cours des valeurs en bourse et pour leurs variations 
mensuelles (formant une periodicite annuelle), et ainsi de suite. Les 
variations horaires, par exemple, peuvent accuser une periodicite 
journalicre (diurne), les variations mensuelles peuveut former une 
periodicite annuelle, et ainsi de suite. 

Nous appellerons ((series periodiques concretes )) les series des 
variations telles qu’elles nous sont directement donnees par Tobserva- 
tion, se trouvant encore influencees par des facteurs autres que la 
periodicite envisagee et comprenant cliacune un certain nombre de 
periodes; nous appellerons «series periodiques typiques » (ou series 
periodiques tout court) les series oil Taction des facteurs autres que 
la periodicite envisagee est eliminee et qui comprennent cliacune une 
seule periode montrant ce qu’il y a de proprement periodique (de 
Tespece envisagee) dans les variations d'une serie concrete (*). Dans 
la suite, les series periodiques typiques seront mises entre parentheses. 
II s*ensuit de ce que nous avons dit au § precedent que dans la pre¬ 
sente etude nous supposerons les series typiques dejk degagees des 
series concretes et que nous ne nous occuperons que des methodes 


(*) ConsidCrant comme vraiment periodiques les series typiques seules, 
on pourrait donner de la periodicite constante une definition plus rigoureuse 
que celle indiquee plus haut: une variation accuse luie periodicite constante 
si d des intervalias dgaux le phinomhne variable s*exprime par les mimes nombres. 
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de comparaison des series typiques entre elles (comprenant chacune 
une settle periode). 

Selon le nombre des sommets (ou maxima) qu'accusent pendant 
la periode les courbes qni representent les series periodiques typiques 
(en prenant chaque fois comme point de depart de la serie son terme 
minimum), nous distinguerons des series monocephales (ayant un seul 
sommet) et polycephales (qui en ont plusieurs). Ces demieres peuveut 
etre subdivisees a leur tour en bicephales, tricephales, etc. (Pour 
les series periodiques et, en general, pour les series typiques, nous 
preferons ces expressions a celles de « unimodale » et «plurimodale » 
employees dans le cas de series dont la dispersion est due plus ou 
moins au hasard). Des courbes ayant le meme nombre de sommets 
pendant une periode seront appelees homocSphales. 

Nous appellerons homochrones les series de variations dont la 
periode a la meme duree ; les series diflerant entre elles par la duree 
de leur periode seront appellees heterochrones, Ainsi, les periodicites 
annuelles sont homochrones entre elles (de meme que les periodicites 
journali^res, etc.) ; mais une periodicite annuelle et une periodicite 
journaliere sont entre elles heterochrones. 

Nous appellerons les series homonomes si elles ont le meme nombre 
de termes; dans le cas contraire, nous les appellerons heteronomes, 
hes series peuvent etre a la fois homochrones et heteronomes (par 
exemple : deux series montrant la periodicite annuelle de la tempera¬ 
ture de Tair atmospherique observee chaque mois et chaque quin- 
zaine; done serie de 12 termes dans un cas et de 24 termes dans Tautre); 
elles peuvent de meme etre heterochrones et homonomes (par exem¬ 
ple : deux series dont Tune montre la periodicite diurne de la tempe¬ 
rature observee toutes les deux heures et dont Tautre indique la 
periodicite annuelle de la temperature observee une fois par mois ; 
dans les deux cas on aurait une serie a 12 termes). 

Notons encore que la periodicite des variations n*est pas necessai- 
rement de nature chronologique ; elle peut etre aussi spaciale. On pour- 
rait par exemple relever une periodicite dans Tornementation d*un 
mur, dans le niveau d'un terrain ondule, dans la longueur des rayons 
menes, k des distances angulaires determinees, du centre de la terre k 
divers points d'un double meridien, etc. — Dans la realite cependant, 
ils'agitpresquetoujours de periodicites chronologiques, c*est-k-dire de 
variations dont la periode est formee par une unite de temps, Notre 
raisonnement portera lui aussi sur des periodicites chronologiques. 
Toutefois, les considerations que nous developpons et les conclusions 
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auxquelles nous aboutissons pourront, par parfaite analogic, etre 
appliquees (en quelque sorte transposees) aussi aux periodicites spa- 
dales (c'est-k-dire aux variations dont la periode est constituee par 
une unite d*espace). 

§ 6. — Des comparaisons peuvent etre faites soit entre perio- 
didtes homochrones, soit aussi entre periodidtes heterochrones. 

a) Beaucoup plus nombreuses et plus variees paraissent etre 
les comparaisons possibles entre periodicites homochrones ; on pent, 
en effet, etablir ici les comparaisons suivantes : 

Comparaisons entre les variations periodiques d'un pheno- 
m^ne (ou caractere) donne observe dans des objets differents. Ainsi 
par exemple on pent comparer les fluctuations mensuelles des tempe¬ 
ratures de Teau, du sol et de Tair atmospherique, les fluctuations 
mensuelles du chomage dans Tindustrie du batiment et dans celle 
du vetement, les fluctuations journalieres de la frequence des sui¬ 
cides parmi les hommes et parmi les femmes, etc. 

2 ° Comparaisons entre les variations periodiques d'un phe- 
nomene donne observe a des endroits differents. 

3® Comparaisons entre les variations periodiques d’un certain 
phenoniene a des epoques differentes ; ceci dans le but d’etablir si les 
variations periodiques ont change avec le temps. On pent par exemple 
comparer les fluctuations mensuelles du chomage avant et apres la 
guerre mondiale, avant et apres Tintroduction de tel ou tel syst^me 
d’assurance ou d'assistance aux chomeurs, de tel ou tel procede de 
production, etc. ; on pent de meme comparer les fluctuations horaires 
ou mensuelles de la temperature d'un certain endroit avant et apres 
son deboisement ou son reboisement, ou encore les fluctuations ho¬ 
raires de la temperature d'un malade avant et apres I'application d'un 
certain regime hygienique, d'un certain medicament, et ainsi de 
suite. Dans tons ces exemples, il s'agit de contribuer a Tetude des 
effets d'un certain phenotnene determine (guerre, systeme d'assurance, 
mode de production, deboisement, medicament, etc.). Mais ces coin- 
paraisons peuvent se faire aussi sans un pareil objectif. En effet, en 
comparant les series periodiques typiques pour des epoques differentes, 
nous verifions dans quelle mesure notre postulat (impose surtout 
par la commodite du calcul) du caractere constant d'une periodicite 
donnee, pouvant s'exprimer par une serie typique, correspond a la 
realite pour tel on tel phenomene determine; nous arrivons ainsi k 
etablir egalement quel correctif il y a lieu eventuellement d'appliquer 
a telle serie consideree comme typique pour tenir compte de revolution 
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de la periodicite du phenomene avec le temps. On pourrait, dans ce 
but, etndier par exemple les fluctuations mensuelles de la nuptialite, 
de la natality on de la mortalite en France ou en Italic on dans un autre 
pays, pour les annees 1876-1880, 1901-1905 et 1926-1930. — Ces 
comparaisons peuvent encore avoir pour but d'etablir si, et dans 
quelle mesure, une periodicite donnee d'un certain phenomene est 
fonction d'une autre periodicite (heteroclirone, a savoir de dureeplus 
longue) du meme phenomene. On pent ainsi comparer les fluctuations 
horaires de la temperature de Tair atmospherique observees en Jan¬ 
vier avec les memes fluctuations observees par exemple en juillet ou 
en septembre ; les fluctuations du nonibre des suicides selon les jours 
de la semaine en etc et en hiver; les fluctuations mensuelles du cho- 
mage, du montant des affaires, des depots dans les banques ou dans 
les caisses d’epargne, etc., en annees d'essor et de stagnation eco- 
nomiques (c*est-k-dire k divers moments du cycle economique), et 
ainsi de suite. ^ 

4® Comparaisons entre les variations periodiques de pheno- 
m^nes differents. Ainsi par exemple on pent comparer les variations 
mensuelles du nombre des suicides avec celles de la temperature de 
Tair atmospherique, les variations journalieres du nombre des acci¬ 
dents avec celles des crimes, les variations horaires des accidents de 
route avec celles de la circulation des vehicules, etc. Ces comparaisons 
peuvent avoir pour but d’etablir quels sont les phenomenes qui sont 
plus soumis a des fluctuations periodiques d'une espece determinee 
et quels autres le sont nioins et, en general, en quoi les variations 
periodiques d'un certain phenomene different de celles d'un certain 
autre. Dans certains cas, elles peuvent contribuer aussi a montrer 
dans quelles mesure les variations de differents phenomenes sont liees 
les unes aux autres, soit directement, soit indirectement. 

b) Mais les comparaisons entre periodicitcs heterog^nes ne sont pas 
non plus toujours depourvues d'interet. Elles peuvent, en particulier, 
avoir pour but d'etablir laquelle des differentes periodicites auxquelles 
un phenomkne est soumis se montre plus puissante et, eventuellement, 
dans quelle mesure. Pour Tagronome, par exemple, le probl^me peut 
se poser si, dans un endroit donne, les fluctuations horaires de la 
temperature de Pair sont plus fortes ou plus faibles que les fluctuations 
mensuelles. Pour la sociologie ainsi que pour Paction sociale le pro- 
blkme peut se poser si les fluctuations mensuelles du ch6mage dans 
une Industrie donnee sont plus fortes ou plus faibles que ses fluctua¬ 
tions annuelles, selon Petat du cycle economique ; on pourrait meme 
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etablir, sous ce rapport, un classement des industries, les unes ayant 
un chomage soumis surtout aux fluctuations saisonni^res, les autres 
ayant, an contraire, un chomage variant surtout avec le cycle econo- 
mique. — Nos methodes de comparaison doivent done etre telles 
qu'elles permettent de comparer, autant que possible, aussi des se¬ 
ries periodiques differant entre elles par la duree de leur periode ou 
par le nombre de leurs termes, c*est-a-dire heterochrones et hete- 
ronomes. 


CHAPITRE II. 

Caract^res et ceassement des series periodiques : caractEres 

FORMEES ; EA DISPOSITION DES TERMES ; e'INTENSITE DES VA¬ 
RIATIONS ; e’Ecartement succkssif. 

§ 7. — -Nous avons dejk remarque que les series periodiques 
peuvent dilferer par le nombre des termes et par la duree de leur 
periode. Elles peuvent differer aussi sous bien d'autres rapports. 

Arretons-nous un instant sur des differences purement jormelles, 
e'est-a-dire concernant uniquement la forme numerique sous laquelle 
les variations sont exprimees. Sous ce rapport, les series de variations 
periodiques (les concretes comme les typiques) sont souvent classees en 
series de variations absolues et relatives. On les appelle absolues lorsque 
I’unite de mesure dans laquelle les variations sont exprimees est inde- 
pendante de Tune quelconque de ces variations ou, en d'autres termes, 
si Tunite de mesure est prise en dehors de ces variations. Ee plus 
souvent Tunite de mesure dans laquelle les variations periodiques 
absolues sont exprimees est la meme que celle employee pour Tobser- 
vation du phenomene en question (par exemple: degres de temperature, 
montant des affaires en monnaie nationale, nombre absolu des manages, 
des chomeurs, des suicides, etc.). II arrive pourtant frequemment que 
Tunite de mesure est un nombre relatif (*), mais egalement indepen- 


(*) Ea distinction courante entre nombres absolus et relatifs est d'ailleurs 
elle-meme toute relative, pour ne pas dire davantage ; car tout nombre est 
une relation entre deux grandeurs (dont Tune sert d'unit^ de mesure a I’autre) ; 
dire «nombre absolu» c*est done comme si Ton disait «relation absolue». 
Tel est cependant le pouvoir « absolu » du langage qu'on est forc^ d’employer 
de pareilles expressions. 
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dant des variations periodiques du phenom^ne (nous avons, par exem- 
ple, pour les divers mois de Tannee, le nombre des chomeurs p, lOO 
ouvriers assures, le nombre des condamnations p. lOO accuses, etc.) ; 
dans un cas pareil, au sens de notre definition, la serie n*en demeure 
pas moins une serie absolue de variations periodiques. II en est autre- 
ment si Ton prend comme unite de mesure des variations periodiques 
Tun ou Tensemble (la moyenne) des termes de la serie absolue, c*est-Ji- 
dire Tune ou Tensemble de ces memes variations expriniees d'abord 
dans une autre unite; dans ce cas, nous avons une serie de chiffres 
relatifs ou d'indices des variations periodiques, montrant Timportance 
de ces variations relativement a un etat pris comme terme de compa- 
raison. Le plus souvent on prend ici comme unite la moyenne arithme- 
tique de tons les termes de la serie periodique absolue ; on obtient 
ainsi une serie de chiffres ou les diverses variations sout expriniees en 
fractions decimales (ou en % %) de la moyenne de la periode. Mais on 
prend quelquefois aussi comme unite de mesure un certain terme de la 
serie absolue, par exemple : le terme maximum ou le terme minimum 
ou encore le terme de la serie absolue qui precede immediatement le 
terme considere {chain system) ; dans ce dernier cas, nous obtenons une 
serie de chiffres montrant les variations du phenomene a chaque 
moment (heure, jour, mois, etc.) de la periode par rapport a sa valeur 
au moment immediatement precedent. 

Les series absolues comme les series relatives peuvent nous donner 
simplement la valeur (« absolue» ou « relative ») du phenomene con¬ 
sidere aux divers moments de la periode [vi, Vz, ^^3, . . . Vn), mais elles 
peuvent montrer encore, pour ces divers moments, I’ecart, la diffe¬ 
rence, entre la valeur du moment et une certaine autre {di Vi — Vo ; 
d2 = V2 — Vo] d^ = — Vo] • dn =-- Vn — Vo). Les premi^rcs pour- 

raient etre appelees series des valeurs periodiques globules] les secondes, 
series des ecarts periodiques. Dans les series des ecarts, la valeur ser¬ 
vant de terme de comparaison pour etablir les divers ecarts peut etre 
soit constante, soit variable. Dans le premier cas (base constante) e'est 
generalement la valeur moyenne (arithmetique) de toutela periode qui 
sert de terme de comparaison, la serie des ecarts montrant ainsi la diffe¬ 
rence entre la valeur de chaque moment de la periode et cette moyenne 
(difference que nous appelerons ecartement moyennal des variations 
periodiques). Mais ici encore, quelque autre valeur, par exemple la 
valeur maxima ou la valeur minima de la periode, peut egalement 
servir de terme de comparaison; la serie des ecarts montre alors de 
combien le phenomene considere s’ecarte, aux divers moments, de son 



maximum ou de son minimum. — Quant au second cas, ou le terme de 
comparaison est variable, c'est presque toujours la valeur du moment 
precedant immediatement -le moment envisage qui est prise comnie 
terme de comparaison (soit: ej = Vi — Vnl €2 = — Vi] e^== — V2 ; 

en~ Vn — Vn-^i). Les series des ecarts periodiques (absolues comme rela¬ 
tives) peuvent ainsi a leur tour etre classees en series a base de compa¬ 
raison fixe et en scries a base mobile. Si (comme c'est presque toujours 
le cas) ces dernicres marquent les ecarts entre deux moments imme¬ 
diatement successifs, on a des series periodiques d'ecarts que nous 
dirons successifs, series construites d’apres le sysU*me dit de chaine 
{chain system). 

Notons encore que les series relatives des ecarts periodiques peu¬ 
vent indiquer rimportance relative de chaque ecart non seulement en 
fractions (ou % %) de la valeur ayant servi de base pour Tetablisse- 
ment des ecarts absolus (c’est-a-dire non seulement en % de la valeur 
moyenne, maxima ou minima de la periode, en cas de serie h. base fixe 
et en % du terme immediatement precedent, en cas de series du syst^me 
de chaine), mais aussi en fractions de Tecart moyen de toute la serie 
absolue correspondante, de Tecart arithmetique moyen, ou de Tecart 
quadratique moyen {standard deviation) en cas de serie a base fixe ou 
de la difference moyenne entre les termes successifs (« indice d*oscilla¬ 
tion », de Gini, soit la moyenne des ecarts successifs) en cas de serie du 
systeme de chaine. 

D'apres les principales formes numeriques sous lesquelles les va¬ 
riations sont representees, les series periodiques peuvent ainsi etre 
classees de la fa^on suivante : 



Principales formes it siries pmodiques: 
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Parmi les series absolues, ce sont les series des ecarts qui expri- 
ment ce qu*il y a de proprement periodique dans les variations d'un 
phenomene considere, les series des valeurs globales contenant outre 
les variations periodiques, encore un element constant (generalement 
la moyenne de toute la periode), independant de la situation dans la 
periode. Cependant, ce sont les series des valeurs globales qui consti¬ 
tuent le point de depart d'ou les series des ecarts sont tirees ; d*une 
serie de valeurs globales ou peut ainsi toujours aboutir a toutes les 
series des ecarts tandis que d^apres une serie d'ecarts seuls on ne peut 
pas reconst mire la serie des valeurs globales. Ce sont aussi les series des 
valeurs globales que nous prendrons cotnme point de depart de notre 
raisonnement, tout en ne perdant jamais de vue que seuls les ecarts 
sont Texpression de la periodicite des plienomenes. 

§ 8. — Mais les differences entre series periodiques envisagees 
dans le § precedent sout toutes d'ordre purement formel; de idus, elles 
dependent de nous, de la forme dont nous revetons les series. Si nous 
voulons comparer des series exprimces de famous differentcs, nous 
pouvons, quand c'est necessaire, les ramener a une forme unique. Ces 
differences n’empeclient pas de comparer les series ct, d’un autre cote, 
si elles etaient les seules differences entre certaines series, ces series 
seraient au fond identiques et leur comparaison deviendrait sans objet. 
Inutile de dire que dans la realite les series x:)eriodiques different 
toujours plus ou moins Tune de Tautre par la nature meme de leurs 
variations. En comjiarant meme des series a periodicite constante, 
homochrones et homonomes, on constate qu'elles f)euvent encore diffe- 
rer entre elles, surtout : 

a) par la disposition des termes, 

b) par rintensite des variations, 

c) par leur degre de concentration, 

d) par leur degre de precipitation et, 

e) par leur degre de symetrie. 

Reprenons chacun de ces points separement. Commen9ons par les 
differences entre series periodiques provenant d'une disposition diffe- 
rente de leurs termes. 

§ 9. — Nous avons deja marque en passant (§ 5) que les series 
peuvent etre monocephales ou polycephales, c*est-k-dirc qu'elles peu- 
vent differer par le nomhre de sommets qu'elles presentent pendant une 
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periode. IyOrsqu*une serie (ou, si Ton pref^re, une courbe) accuse plu- 
sieurs sommets, le maximum le plus eleve et le minimum le plus bas 
seront appeles par nous maximum et minimum principaux (*) par op¬ 
position aux autres qui seront appeles (maxima et minima) secondaires, 
Mais ces derniers ne sont des maxima (et des minima) que par rapport 
aux terrnes immediatement voisins. Si la place des termes change, un 
maximum (ou minimum) secondaire peut disparaitre, un nouvau pent 
surgir, nieme si les termes eux-memes ne changent pas. C’est done uni- 
quement de la dis])Osition des termes dans la serie que depend le nom- 
bre des sommets de la serie, en iiarticulier son caractere monocepha- 
lique ou polycephalique (le nombre des sommets ne peut cependant 

w , n — I , 

pas dei)asser - si le nombre des termes (n) est pair et - s il est 


impair). Ainsi par exemple, les memes sept termes peuvent donner, 
scion leur disposition (**) : 


des series monocephales comnie (i8, 15, 12, 10, 7, 6, 2), 
des series bicephales comme (18, 7, 6, 10 15, 2, 12) ou 

des series tricephales comme (18, 12, 15, 10, 2, 7, 6). (***) 


(♦) On les appelle geiieralemeiit absolus. A notre avis, cependant, on 
abuse vrainient trop du teniie «absolu». Nous auroiis encore I’cxpression 
«valeur absolue» dans le sens de rindepeiidancc du signe ( f ou —). Voici 
done la quatri^nie fois que nous aurions an cours de cette dtude le mot « absolu » 
(deux fois au § 7), et chaque fois dans un autre sons. Si le mot - absolu » devait 
ctre pris comme synonyine d’ind^pendant d'une autre chose envisag^e a 
un moment donm^, ce terme pourrait en eilet revetir autant de sens qu'il 
y a de choscs a envisager, e'est-tVdire im nombre pour ainsi dire infini de 
sens diff(^rents qui, se rencontrant ensuite, pourraient provoquer des confu¬ 
sions et des cacophonies sans nombre (par exemple : la valeur absolue du mini¬ 
mum absolu dcs variations absolues du nombre absolu, ou relalif, des ch6- 
meurs, etc.). On n * deinande si le mot absolu ne devrait pas etre pris plulot 
dans son sens propre, dans le sens d’independant de toute chose et comme tel, 
etre completement baimi du vocabulaire scientifique (voy. aussi la note pr^- 
c^ente, au § 7). 

(♦♦) Nous mettons un trait audessus des chifires pourmarquer les maxima 
et au-dessous d’eux pour signaler les minima. 

(♦♦*) II est a remarquer k ce sujet que dans les series chronologiques 
la distribution des termes n’est evidemment pas arbitraire, mais fix^ par 
leur succession dans le temps. 
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Or le nombre des sommets d’une serie periodique doit evidemment 
etre pris en consideration quand on compare les series entre elles. II se 
pent en effet que telle Industrie, par exemple, accuse, une seule morte 
saison (supposons en liiver) et que telle autre en accuse deux (disons au 
milieu de Tliiver et au milieu de Tete) ; il se peut que la nuptialite 
accuse, au cours de I’annee un seul maximum dans un certain pays, 
deux maxima dans un autre et trois dans un troisieme ; il se peut que la 
mortalite des differents groupes d*age accusent un nombre different de 
maxima au cours de Tannee, et ainsi de suite. Pour Tetiologie des 
variations d*un plienomene considere ainsi que pour Taction pratique, 
il n'est evidemment pas indifferent de savoir quel est le nombre de 
hausses et de baisses qu'il subit au cours d'une periode donnee. 

Mais avant tout la disposition des tonnes dans la serie determine 
la situation des maxima et des minima, le moment ou le plienomene evSt a 
son maximum et a son minimum. La comparaison des series periodi- 
ques sous ce rapport peut etre aussi d'un grand iiiteret. Et ce n'est 
pas seulement la coincidence des moments d'intensite maxima (et 
minima) pour des series differentes qui peut etre instructive et utile ; 
leur non-coincidence ne Test pas moins. Ainsi, par exemple, Tetude des 
intervalles qui separent les maxima (et les minima) de temperature 
annuelle de Tair atmospherique et du sol observes a differentes hau¬ 
teurs et profondeurs peut etre extremement instructive pour la geoph}’'- 
sique, pour la botanique ainsi que pour les applications pratiques sur 
le terrain agricole ; la situation des maxima et des minima de chomage 
saisonnier dans differentes branches economiques ou professions, par- 
ticulierement dans le cas de non-coincidence de ces « mortes saisons )> 
peut etre tres importante pour Torganisation de la lutte contre le 
chomage, et ainsi de suite. 

La disposition des termes dans la serie contribue aussi a determi¬ 
ner certains autres caract^res de la serie, comme nous le verrons 
dans la suite. 

§ 10. — 1 /intensite des variations periodiques trouve son expres¬ 
sion surtout: 

I®) dans Tensemble des ecarts entre les divers termes de la 
serie et leur moyenne generale, soit dans Vicartement moyennal de 
tous les termes de la serie; 

2 ®) dans la difference entre le maximum et le minimum de la 
serie, e’est-a-dire dans Vamplitude des variations de la sSrie ; 
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3 ®) dans les differences entre les divers termes, soit entre 
tons les termes de la serie abstraction faite de leur ordre [diffe¬ 
rence moyenne), soit entre les termes successifs [ecartement successif). 

Inutile d’insister sur Timportance qu'a, pour Tctude des varia¬ 
tions periodiques, Tensemble des ecarts entre les termes de la serie et 
leur moyenne generale. Inutile aussi d'insister sur les precedes de 
mensuration de cet ecartement moyennal des termes de la serie. 
Comme d^habitude, on pent notamment envisager soit Tecart qua- 


dratique moyen , soit simplement Tecart arithmetique 

/ i:d\ 

moyen I que nous designerons desormais par d^ = • — Pour 


des raisons analogues, nous ne nous arreterons pas sur la « difference 
moyenne)) (ou «indice d'oscillation))). 

Quant h Tamplitude des variations, elle est donnee par la dif¬ 
ference entre le terme maximum et le terme minimum de la serie, 
c'est-a-dire entre le terme accusant le plus grand ecart en plus de la 
moyenne de la serie et le terme accusant le plus grand ecart en 
moins de la moyenne. Si nous designons Tamplitude des variations 
par a, les termes de la serie par v, les ecarts moyennaux positifs par 
X et les valeurs absolues des ecarts moyennaux negatifs par z, nous 
pouvons ainsi ecrire : 


a = — J'min = (^'moy + ^««) “ (I'moy — J = • [l] 

I^e maximum (v^ax) minimum [v^-^^) de la serie seront ap- 
peles par nous les termes extremes de la serie periodique ; tous les 
autres seront designes sous le nom de termes intermediaires. 

Dans les observations ou la dispersion se fait plus ou moins 
au hasard, les termes extremes, accusant les ecarts maxima k la 
moyenne soit en plus soit en moins, peuvent etre en un sens consi- 
deres comme depourvus de signification; certaines methodes statis- 
tiques generalement admises (comme par exemple la mediane des 
ecarts ou ecart probable, les quartiles, etc.) sont meme basees sur 
la negligence complete de la valeur des ecarts depassant certaines 
limites. II en est autrement des fluctuations se repetant periodique- 
ment: les ecarts maxima de la moyenne ou, en d'autres termes, la 
valeur maxima et la valeur minima des variations periodiques ty- 
piques d*un phenomene donne marquent les points off la periodicite 
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se manifeste avec le plus d'intensite. H s'agit Ik de ces instantiae os- 
tensivae que Bacon a mis au premier rang des faits capables d^eclai- 
rer la recherche scientifique. Ce sont en meme temps aussi les points 
critiques qui dans bien des cas peuvent etre determinants pour Tac¬ 
tion pratique (en agronomie, en medecine, en politique et ailleurs). 
Nous verrons dans la suite que non seulement pour eux-memes, mais 
encore pour Telaboration de certaines autres methodes de mensura¬ 
tion des variations pcriodiques, les termes extremes presentent un 
grand interet. 

I/'intensite des variations trouve son expression aussi dans les 
differences entre les termes de la serie. Seulement, cet aspect des 
variations periodiques est-il independant des caracteres que nous 
avons deja marques ? Pour la difference moyenne entre tons les ter¬ 
mes, ses relations avec Tecartement moyen arithmetique ou quadra- 
tique ont ete dejk etudiees (cfr. surtout C. (iiNi: Variabilitd e Muta- 
bilitd, 1912 — G. PiKTRA : Le relazioni tra gli indici di variabilitd. 
Atti del R. Istituto Veneto di Scienze I^ettere ed Arti, 1914). La 
relation demeure constante pour les courbes d'un type determine 
et change naturellement pour des courbes de type different. Nous 
ffxerons notre attention specialement sur Tecartement successif. Ne 
se trouve-t-il pas entierement ou partiellement deja determine par 
la disposition des termes, par Tecartement moyennal et Tamplitude 
des variations ? Pour y voir clair, nous allons examiner de plus pres 
Tecartement successif des termes dans des series periodiques. 

§ II. — Nous examinerons Tecartement successif des termes des 
series periodiques separement dans le cas de series monocephales 
et dans le cas de series polycephales. 

A. — Sivies periodiques monocephales. 

Proposition. — Dans toute sirie periodique monociphale, la 
somme des valeurs absolues des ecarts successifs est igale au double 
de Vamplitude des variations de la sirie. 

En d'autres termes, designant les valeurs absolues des ecarts 
entre les termes successifs (y compris naturellement Tecart entre le 
premier et le dernier terme) de la serie periodique (typique) par e et 
Tamplitude des variations par a, nous pouvons dire : 


21 e — 2 (X 


[ 2 ] 
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Prenons en effet une serie periodique monocephale, designons 
le mimmum de la serie par Vt, le maximum par v* et les termes in- 
termediaires par Vi, Vj... v* - i, va +1,Vn - i, Vn; la serie sera done 
ascendante de Vi h Vk et descendante de Vk a Vx (k travers Vn). ha 
somme des valeurs absolues des ecarts successifs entre les termes 
de cette serie sera egale a: 


Se = — Vi) + (Vj — Vx) + (v^ —1^3) + .... + (va-i — Vk-x) + 

+ (vk — z ; a_,)]+[(wa — Vkii) +(vk+i — Vk+x) -h (vk+x — Vk+j) + ... + 
+ (Vh-x - Vn-i) + (v„-i - Vn) + {Vn - V,)] [- Vx + V*] + [WA-Z^i] — 

== a + a = 2 a . 


On peut d’ailleurs d'emblee se rendre compte de I’exactitude de 
cette proposition par le simple grapliique ci-dessous representant sclie- 



matiquement une courbe periodique (typique) monocephale. II est 
evident que la somme des valeurs absolues des ecarts successifs 
ex + ex + Cj + ... + ek - X + Ck - X = a. de m^me que la somme 
ek + Ck + X + Ck + X +...+ e„ - X + en = »; la somme des deux est 
done egale a 2 a. 

§ 12. — COROtLAIRES. 

I®) Pour autant qu’une sirie piriodique demeure monociphale, 
la somme des valeurs absolues des icarts des termes successifs ne dipend 
ni de la place des termes, ni des termes intermidiaires eux-mimes, ni 
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du nombre des termes, mais uniquement de la diffirence des termes 
extremes, 

2°) Uecart sticcessif arithmetique moyen de series piriodiques 
monocephales ayant une amplitude donnie (a) est independant de la 
place des termes ainsi que de la valeur des termes intermediaires et est 
inversement proportionnel au nombre des termes (w). 

En effet, designant Tecart successif arithmetique moyen par emt 
nous avons : 

Se 2 


En d'autres termes, pour des series periodiques monocephales 
homonomes ayant la meme amplitude, Vicart successif arithmetique 
moyen est constant. 

Void quelques exemples concrets qui illustrent ces deductions: 


S<^ries e Cm 

(i8, 15, 12, 10, 7, 6, 5, 2).32 4 

Changeons la place des termes: 

(18, 12, 7, 5, 2, 6, 10, 15).32 4 

Changeons les termes intermediaires : 

(18, 5 . 4. 3, 3. 2, 16, 17).32 4 

Changeons le nombre des termes : 

(18, 4, 2, 9).32 8 


(20, 17, 12, II, 6, 4, 5. 7, 8, II, 13, 15) 32 2,67 


B. — Siries periodiques polycephales. 


§ 13. — Definition: Nous appellerons amplitude partielle (cff) 
la difference entre un maximum quelconque et le minimum 

suivant soit: 


a I 


'(t) 


' ^min' (^) 


«'» = W(» —W(*) > 


Si le minimum qui suit le maximum principal de la serie est 
lui aussi le minimum principal de la serie, cette amplitude partielle 
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coincide evidemment avec Tamplitude generale de la serie (ou avec 
son amplitude tout court). 

Proposition. — Dans toute serie periodique polycephale, la somme 
des valetirs absolues des harts successi/s est egale an double de la somme 
des amplitudes partielles de la sirie. 

On pent s’en rendre compte en divisant la serie en autant de 
parties qu'elle compte de sommets et en raisonnant d'une fa9on 
analogue a celle appliquee aux series monocepales (§ ii). On pent 
s*en rendre compte egalement en raisonnant d'apres un graphique 
schematique (d'une courbe bicephale) comme celui-ci: 



lya somme des valeurs absolues des ecarts successifs de la courbe 
periodique (typique) bicephale A C B D L est egale a: 

S ^ C) + (C' F + F' B) G + H + H' D) + 

+ {D' K + K' L) == A C" + B" C" + J 5 " D" + A D" . 

Notons que A C" represente la premiere amplitude partielle de 
notre courbe periodique que nous pouvons designer par a'l ; B'" D'' 
represente la seconde amplitude partielle de cette courbe, done a'2; 

B'^ C" A C" — A B" = oi,\ — A B'' ; AD'' = B''D'^ + 

+ AB^ = ol',+AB''. 
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Nous pouvons done ecrire: 

2 ^ - a'x + {oL'r—AB") + (a'a + A B") + a'a - 2 a'x + 

-f~ 2 a^2 — 2 (a^x + a^a) , 

soit d'une fa^on generale : 


S ^ — 2 2 a' . [4] 

Ajoutons encore que, puisque a' , il est evident 

que 2 a' = 2 = 2 — 2 ; 

nous pouvons done ecrire aussi : 

2 ^ = 2 (2 v^. ~ 2 [5J 

c*est-a-dire que la somme des valeurs absolues des ecarts des termes sue- 
cessifs est dans toute serie periodique egale au double de la difference 
entre la somme des maxima et la somme des minima. 

§ 14. — C0R01.1.AIRKS : 

I®) Comme les maxima et les minima sccondaires peuvent 
changer avec le changement de place des termes de la serie (§ 9), la 
somme des ecarts successifs d'une serie polycephale depend de la dispo¬ 
sition des termes dans la serie. 

2®) Bour autant que les 7 iiaxima et les minma des series piriodiques 
demeure^it les memes, la somme des ecarts successifs est constante ; elle 
ne depend alors ni de la place des termes, ni des termes intermediares 
eux-memes, ni de leur nombre. 

3®) Uecart successif arithmetique moyen est egal a : 

(2 - 2 . [ 6 ] 

n n 

Pour une somme d'amplitudes partielles donnee (S a'), Tecart 
successif arithmetique moyen est ainsi inversement proportionnel au 
nombre des termes et ne depend pas des autres elements de la serie. 

4®) Pour une amplitude generale (a) donnee, la serie monoce- 
phale a la somme (et la moyenne) des valeurs absolues des ecarts sue- 
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cessifs minima. (La serie monocephale peut Stre consideree comme un 
cas particulier de series polycephales oil les amplitudes partielles 
autres que la difference entre le maximum et le minimum prin- 
cipaux sont egales ^ zero). 

Voici, ii titre d’illustration, quelques exemples concrets: 


Serie monocephale : 

S c 


(18, 15, 10, 7, 5, 2, 6, 12). . 

32 

4— (coroil. 4) 

Series bicephales : 



(18, 5, 2, 15, 6, 7, 10, 12). . 

50 

6,25 (coroll. 2) 

(18, 10, 6, 10, 15, 12, 5, 2) . 

50 

6,25 ( » 2) 

(18, 13, 8, 4, 2, II, 15, 6). . 

50 

6,25 ( » 2) 

(18, 15, 6, 5, 7, 10, 2, 12). . 

42 

5,25 { » I) 

(18, 0, 15, 2). 

50 

12,50 ( » 2 et 3) 

Et ainsi de suite. 




CHAPITRE III. 

Caract^res bt ceassement des series p^;riodiques (suiie) : 

CONCENTRATION, PRECIPITATION PIT SYmEtRIE DES VARIATIONS. 

§ 15. — Deux series accusant la m6me somme d’ecarts moyen- 
naux (dont I’ensemble des termes s’ecarte de la moyenne de la 
serie dans une mesure egale) peuvent cependant etre tres differentes 
Tune de I’autre selon la repartition plus ou moins egale, ou plus ou 
moins inegale, de cette somme des ecarts sur les divers termes de 
la serie. 

Nous pouvons faire ici une observation analogue k celle faite 
plus haut au sujet de I’amplitude des variations. Dans les series 
ou les ecarts peuvent ^tre consideres comme accidentels, la distri¬ 
bution des ecarts se rapproche de la courbe normale et les differences 
qui sous ce rapport existent entre diverses series reelles peuvent 
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etre regardees comme relativement secondaires. II n’en est pas de 
metne des series de variations typiques, dont les ecarts sont Teffet 
de causes systematiques. Ici la frequence differente des divers ecarts 
que Ton observe dans differentes series n'est nullement negligeable, 
mais caracterise ces series au meme titre que la somme de leurs 
ecarts ou leur ecart nio^^en. 

Pour etre tout a fait clair, prenons un exemple schematique. Pre- 
nons deux series a 12 termes, A et B, s’exprimant par les chiffres 
suivants: 

En moyenne 


Series donnces : 

A (16, 4, 10, lo, 10, TO, 10, 10, 10, 10, TO, 10) 10 

B (ii, II, II, II, II, II, 9, 9, 9, 9, 9, 9) lo 

J&carts nioyenuaux: 

A (-f 6, — 6, o, o, o, o, o, o, o, o, o, o) i 

B (-1- I, -f- 4. 4- X, -(- I, — I, — ^ i) X 


A 


% 


u 


-iloiitnnc 


Grapbtque III. 

Nous avons ainsi deux especes de courbes [A et B) qui, en moyenne 
accusent des variations de dimensions egales {d^ — i), la somme des 
valeurs absolues de leurs ecarts moyennaux etant la meme — 12). 
Seulement, dans Tune d'elles (A), les dimensions des ecarts sont 
beaucoup plus considerables (= ih 6), mais ces ecarts ne sont obser¬ 
ves que pour peu de termes (deux), tandis que dans Tautre (B) les 
ecarts sont beaucoup moins importants (= ± i), mais sont constates 
pour beaucoup plus de termes (douze). Dans le premier cas (- 4 ), nous 
dirons que les variations sont plus concentrees ; dans Tautre (B), 
qu'elles sont plus etendues, ou prolongies, ou nivelics. 
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Le degre de concentration {ou de nivellement) des icarts signifie 
ainsi la repartition pins ou moins inegale [ou plus ou moins igale) de 
la somme des ecarts moyennaux de la serie sur ses divers termes. 

Si, dans les deux series A et. B, nous comparons chaque ecart 
moyennal (y conipris les ecarts 0) avec Tecart moyennal nioyen de la 
serie (qui dans les deux cas est egal a i), nous obtenons pour chacune 
d'elles une serie 6 !ecarts moyennaux du second ordre (differences entre 
les ecarts reels et I’ecart moyen de la serie, soit: ^ ~ d — dm en de- 
signant i)ar d les valeurs absolues des ecarts moyennaux du premier 
ordre et |)ar 8 ceux du second ordre) ; voici ces series : 


iScarts, moyennaux du second ordre (8) : 

A (-f 5> + 5.— I* — I. — I. — I. — — — — T, 


ICn moyenne 

(K) 


I) 


20 

12 


— 1,^7 


B (o, o, o, o, o, o, o, o, o, o, o, o) 


o 


Dans la serie J 5 , ou la somme des ecarts moyennaux (du premier 
ordre) est repartie d’une fa^on egale entre tons les termes de la serie, 
ou la concentration de recartement moyennal est nulle (et ou son 
nivellement est maximum), les ecarts moyennaux du second ordre 
sont tons egaux a 0 ; par contre, dans la serie A , qui accuse des ecarts 
moyennaux tres inegaux, ou, en d’autres termes, la fluctuation se 
trouve tres concentree (en tout, sur deux termes de la serie), Texten- 
sion des fluctuations etant tres limitee, les ecarts mo^^ennaux du 
second ordre sont assez importants. Pour le meme ecartement moyen¬ 
nal moyen (du premier ordre), mais a un degre different de concen¬ 
tration et de nivellement (ou extension) des fluctuations, repond 
ainsi une difference d'ecartement moyennal du second ordre. 

§ 16. — Notons bien que la difference de concentration (et de 
nivellement) des ecarts des differentes series n’est nullement le simple 
resultat de la difference d’amplitude de leurs variations (comme on 
pourrait peut-etre croire d'apres notre graphique). II se pent que deux 
series aient le meme ecartement moyennal arithmetique moyen (soit 
la meme somme des ecarts moyennaux) et la meme amplitude des 
variations et que la concentration de leurs variations soit quand meme 
differente. Prenons, en effet, deux series comme les suivantes : 
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Series donnees : 

Aj (i6, if), 4, 4, lo, lo, lo, lo, lo, lo, lo, lo) 
Bj (if), 14, 12, 9, 9, 8, 8, 4, 10, TO, 10, 10) 

l^carts nioyennaux : 


En moyenne 

10 

10 



du 


ordre {d) : 



A, 

(4- 6. 

-4- 

6, — 6, — 6, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) 

2 



( 6. 

4- 

4. j- 2. — i, — I, — 2, — 2, — 6, 0. 0, 0, 0) 

2 



dll 

2d 

ordre (S) : 



A^ 

(4 4 > 

4- 

4. 4- 4. 1' 4.— 2,-2,— 2,“-2, —2, —2, —2, —2) 

32 

= 2,67 



4 

12 



(4- 4* 

4- 

2, 0, — I. — I, 0, 0, -f- 4, — 2, — 2, — 2, — 2) 

20 

12 

- 1,67 


Dans les deux series, la soninie des valeiirs absolues des ecarts 
(du ordre) est la nienie (S d -- 24) de meiiie que leur ecart arith- 
iiietique ni03'en {dm ~ 2) ; ramplitude des variations est aussi la 
meiiie (a — 12) ; et pourtant dans la serie Aj les fluctuations sont 
plus concentrees (en tout sur quatre termes) que dans la serie Bi 
(oil elles s’ctendent sur liuit termes) ; aussi, riTartement du second 
ordre est-il i)lus fort pour la serie At que pour Bi (2,67 contre 1,67). 

Reiiiarquons encore que dans nos observations relatives a la 
concentration et a I’extension (ou nivellement) des fluctuations nous 
n’avons pas fait iutervenir de considerations basees sur le caracteue 
])eriodique des series. Ces observations s’apifliquent done aux series 
statistiques en general, aux series ordinaires comme aux scries pe- 
riodiques. Ce sont pourtant les series periodiques qui nous interes- 
sent ici en premiere ligne. Or, le degre de concentration ou d'extension 
(nivellement) des fluctuations periodiques n’est nullement une chose 
indifferente dans Tetude de la periodicite des phenomenes, ni au point 
de vue tlieorique ni au point de vue jiratique. Pour le meteorologiste 
ou llagronome, en effet, ce n'est pas seulement Tecart annuel moyen 
des temperatures mensuelles (par rappoit a la temperature moyenne 
de Tannee) qui compte, mais aussi (si ce n'est pas surtout) le degre 
d'egalite ou d’inegalite de la distribution de la somnie des ecarts sur 
les divers mois de I’annee, e’est-a-dire la concentration ou le nivel¬ 
lement (extension) des ecarts saisonniers; en d’autres termes, il 
iraporte aussi de savoir si les ecarts saisonniers se rapproclient d’une 
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courbe du type A ou de celle du type B (du § 15). — II peut en etre 
de meme pour le physiologiste ou le medicien en ce qui concerne les 
fluctuations lioraires de la temperature du corps humain. De meme 
Teconomiste et Thomme de politique sociale ne pourront pas assi- 
miler les cas de deux industries dont Tune (type A) subit une morte 
saison augmentant son chomage normal de 150 p. 100 pendant unmois 
de Tannee tandis que rautre( type B) accuse un chomage accru de 
25 p. 100 durant six niois sur douze ; la gravite que peut revetir le 
phenomene a un moment donne ainsi que laduree pendant laquelle 
il cause des soucis sont tres differents dans les deux cas et les moyens 
d'action ne sauraient etre identiques. 

§ 17. — II importe aussi de distinguer les courbes (ou series) 
des variations periodiques selon leur allure plus ou moins brusque, 
precipitee ou, au contraire, graduelle, ondulatoire. Mais qu'est-ce 
qui determine ce caractere des series ? 

Da precipitation ou la gradation d'une serie depend evidemment 
de Vecartement successif de ses termes. Cependant, tin peu de reflexion 
sufiit pour nous montrer que pour des courbes homocephales (ayant 
le meme nombre de sommets), ce n'est pas Timportance globale de 
cet ecartenient (qui d'ailleurs s'exprimera par des chillres tres diffe¬ 
rents selon Tunite de mesure adoptee), mais sa repartition plus ou moins 
egale ou inegale entre les divers termes qui determine Tallure plus ou 
moins graduelle, ondulatoire ou au contraire precipitee de la serie. 
Des courbes periodiques homocephales, homonomes et ayant les nie- 
mes amplitudes, ayant par suite aussi la meme somme des valeurs ab- 
solues des ecarts successifs et le meme ecart successif arithmetique 
moyen (§§ 12 et 14), peuvent en effet accuser une allure tr^s differente 
au point de vue de la precipitation ou de la gradualite de leurs varia¬ 
tions selon que cette somme des ecarts successifs est repartie plus ou 
moins egalement entre les termes de chaque serie (ou ce qui revient 
au meme, selon que les ecarts successifs reels different plus ou moins 
de Tecart successif moyen), e'est-k-dire selon Vicartement successif du 
second ordre. — Voici, k titre d'exemple, deux series monocephales, 
homonomes et ayant la meme amplitude dont Tune (X) accuse des 
variations d'une allure precipitee tandis que Tautre (Y) a une allure 
tres ondulatoire, graduelle : 
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En moyenne 


Series donn^es: 

X (lo, TO, lo, lo, 13, 13, 7, 7, 10, 10, 10, 10) lO 

^ (7. S, 9, 10, II, 12, 13, 12, II, 10, 9, 8) 10 

hearts successifs 
du ordre {e) : 

X (o, o, o, o, + 3, o, -- 6, o, 4 - 3, o, o, o) I 

(— i/+ I, 4 - I, + 1, + I, + I, + I, — I, — I, — I, — I, — I) I 

du 2‘^ ordre (*) (e) : 

X (o, o, o, o, + 3, — 3, — 6, 4- 6 , 4 - 3 > — 3 » o, o) 2 

y (o, o, o, o, o, o, o, o, o, o, o, o) o 


Dans les deux series, Tamplitude des variations et, par suite, la 
somme des valeurs absolues des ecarts successifs (du premier ordre) 
est la meme (a — 13 —7 = 6; = 12) ; Tecart successif arithme- 

tique moyen du premier ordre est done aussi le meme dans les deux 
12 

cas Um == - i). Mais Tecart successif moyen du second ordre 

12 

(sm) est, pour la serie X, tr^s different de celui de la serie Y : dans la 



Graphiqub IV. 


serie X , oil les ecarts entre termes voisins different beaucoup les uns 
des autres et qui accuse par suite des hausses et des baisses assez 
precipitees, Tecart successif moyen du second ordre est egal a 2 ; par 
contre, dans la serie Y, dont les variations accusent une parfaite gra¬ 
dation, chaque terme differant du terme voisin de la meme quan- 

(♦) L'^artement successif du second ordre m^riterait une 6tude plus 
d^taill^e; nous sommes cependant oblige d'y renoncer ici pour ne pas nous 
Eloigner de notre sujet proprement dit. 
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tite (en valeur absolne), Vecart successif moyen du second ordre est 
egal a zero. 

Pour des series homocephales, la precipitation et la gradualite des 
variations constituent ainsi une fonction de leur ecartement successif 
qui est parfaitement analogue a eelle que la concentration et le nivel- 
leinent constituent par rapport a leur ecartement moyennal. 

§ i8. — Les series periodiques peuvent dilferer entre elles encore 
selon le degre de leur symetrie ou asymeirie. 

Bien que le probleme de la symtoie ait ete deja a maintes reprises 
examine par des statisticiens, il nous semble j)Ourtant loin d’etre suf- 
fisamment clucide. Nous ne croyons done pas inutile de nous y arre- 
ter un peu plus longuenient. Commengons par la definition meme de 
la symetrie. 

Unh serie est symetrique si tons les termes equidistants de son ter me 
central (*) marquent par rapport d celni-ci des differences soit egales, soit 
ayant des valeurs ahsolues egales et des signes toujours opposes. — Ainsi, 
une serie (ou le terme central est designe par ao et dont le nombre 
des termes est egal h. 2 n i) 

O' n ) d' n ~ I X ) n 

est symetrique si: 

a I ‘ ^ I } Of 2 eio a 2 ao , . . . a }t ao a n ao p 

ou encore si: 

(a'l — ao) “ — (a"i — ao) , (a'2 - ao) '^= — (a "2 — «o) , . • . 

(a n ao) — {^a n ao) . 

En designant ces differences entre les termes de la serie et le 
terme central par yj, nous pouvons done dire autrenient qu’une serie 
est symetrique si elle peut etre exprimee sous la forme suivante : 


(oo + r^n) , (ao -f r^n - 1 ) , . . . , («o + 7)2) , (ao + rji) , ao , (ao db 7]i) , 

(^0 i , . . . , {ao i 7 ]n - r) , (^o i 7 ]n) , 


(*) On pourrait dire aussi «son terme median », mais pas la mSdiane 
(qui sert gchieralement k d^igner le terme median d'une s 4 rie rangee dans 
I’ordre croissant ou d^croissant). 
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etant bien entendu que les 73 des termes equidistants du terme cen¬ 
tral ont toujours le meme signe ou toujours des signes opposes. 

Ainsi, pour prendre des exemples concrets, sorit symetriques des 
series comme les suivantes : 


Serie donnee (a) .... 

ficarts du terme central (73) 

Serie donnee {a) . 

ficarts du terme central (73) 


20, 5, 10/5, 20 

4 - 10, — 5, 0, — 5, 4 - 10 

4 , 3 , 5 , 7 > 6 

— I, —2,0, 4- 2, 4- I 



Graphique V. 


Dans le cas ou les differences entre chacun des deux termes equi¬ 
distants et le terme central sont egales entre elles (cas I), les termes 
equidistants sont naturellement eux aussi egaux entre eux. Notre de¬ 
finition peut done etre formulee encore de la fa(;on suivante : Une se¬ 
rie est synietrique si les termes equidistants du terme central de la 
serie sont egaux (cas I) ou si leurs ecarts du terme central ont des 
valeurs absolues egales et des signes toujours opposes (cas II). Dans 
le premier cas nous dirons que la symetrie est positive ; dans le second, 
qu'elle est 7 iegative. Nous distinguerons ainsi des series positivement 
symetriques (I) ct des series negativement symetriques (II). 

§ ig. — D'un autre cote, on peut baser la definition de la synie- 
trie sur les ecarts moyennaux des termes de la serie. Nous pouvons dire 
ainsi: une serie est symetrique si les ecarts moyennaux des termes equi^ 
distants du terme central sont egaux ou ont des valeurs absolues egales 
et des signes toujours opposes. Si nous designons la moyenne de la serie 
par am et les ecarts moyennaux par d, cela veut dire qu'une serie 

a n f a ft — I , . . . f a 2 f a I , ao / a i f a 2 r • • • f ^ h — 1 > a n 
est symetrique si: 

d\ (= a\ — ani) — 4 d^i (~ 4 1 — ^m]) i d'2 ~ 4 ^* 
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(etant de nouveau entendu que d' et d'' ont soit toujours les memes 
signes, soit toujours des signes opposes). D'aprds cette definition une 
serie symetrique pent Stre representee encore comme suit: 

(^m “t“ dn) , {dm + - i) , • • • {dm + ^2) t {dm “h ^i) » {dm + do) , 

{dm d: di) , {dm it d^) , . . . {dm dz dn ^ 1) , {dm it dn) 

(meme observation concernant les signes des d). 

Cette definition coincide en rSdlite dvec noire definition premiere 
(du § 18). 

En effet, en exprimant les termes generaux equidistants du terme 
central, d'une serie {d'n et d\) en fonction du terme central (a©), 
nous avons : 


d'n = do + rfn ; d\ ^ do + rfn I d'oU ! 

yfn 7] n ~ (d'n - do) {d n ^o) ~ d n d n • (l) 

D*un autre c6te, en exprimant les memes termes en fonction de 
la moyenne arithmetique de la serie {dm) , nous avons : 

d'n dm + d'n d"n = t d!'n \ d'OU I 

d'n - d" n = {d'n ^m) {d'* n ^»n) — d'n d^n ( 2 ) 

II resulte done des deux egalites (i) et (2) que : 

y\n 7]n = d'n d n • [7] 

Dans le cas ou rfn ~ rfn (symetrie positive d'apr^s notre premiere 
definition), on trouve done ; 

d'n - d n 0 , soit I d n d n t 

e'est-k-dire que la serie est positivement symetrique aussi d'apres no¬ 
tre seconde definition. Dans le cas ou r{n ~ — rfnt e'est-k-dire si les 
differences (tj) entre les termes equidistants du terme central et ce 
dernier ont des valeurs absolues egales et des signes opposes, soit 
dans le cas de symitrie nigative d'apres notre premiere definition, le 
terme central (a©) est lui-meme la moyenne arithmetique de la slrie. En 
effet, si 

d'n do y\n Ct d n ~ do - T^n , 
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on a : 

“ 2 Oo ; d’ou : a® = ^ ^ ^ ~ [8] 

2 

Dans ce cas, notre definition premiere coincide done directeinent 
avec la seconde. Ce qu'il fallait demontrer. 

Ainsi, dans les deux series citees h titre d'exemple au § precedent, 
les ecarts moyennaux sont les suivants : 

moycnne 

I. Symetrie positive : aritu^tiquc 

Serie donnee {a) 20, 5, 10, 5, 20 12 

hearts moyennaux {d) + 8, — 7, — 2, — 7, -|- 8 

II. Symetrie negative : 

Serie donnee (a) 4,3, 5 > 7 . 6 5 

ficarts moyennaux {d) — i, — 2, 0, +2, + i 

lyes ecarts moyennaux sont ici parfaitement symetriques tout 
conime les ecarts par rapport au terme central (que nous appellerons 
ecarts centraux). 

§ 20. — Nous pouvons donner de la symetrie encore une troisieme 
definition, basee sur les ecarts successifs entre les termes de la serie. 
En eflfet, si par ecart successif d'un terme nous designons la difference 
entre ce terme et le terme immediatenient precedent (en commen- 
^ant de cliaque cote par le terme central), nous pouvons dire qn*une 
serie est symetrique si les ecarts successifs des termes equidistants du 
terme central sont egaux ou ont des valeurs absolues egales et des signes 
opposes, Designant les ecarts successifs par e, nous pouvons done dire 
qu'une serie est symetrique si elle peut etre exprimee sous la forme 
suivante (toujours la meme observation concernant les signes) : 

a'n a'n ■ X + en) y a'n ~ T a'n 2 + Cn - i) , . . . , d'z (== + ^a) , 

a\ (= -f- ^i) , Uo , a"I (= i ^i) , u 2 ^ i i ^a) > • • • • 

a'^n - I (“ 2 i - 1 ) > ^ n i it ^h) • 



42 


Cette difinition coincide egalement avec les precedentes, En elfet, 
dans toute serie les ecarts successifs des termes equidistants du terme 
central («o) sont egaux respectivement a: 

e\ = a\ — Oo 7}'i ; e\ = a\ — Uo =■ yfi ; 

e'2 ” ^'2 - - (^o + yi'2) {cio + 7 ]'i) ~ Yj'a Y)'i ; 

^'3 = «'3 — -= («o + r/3) — (flo — r/,) = 7 ]', — Y]'* ; 

et ainsi de suite : 

I* If 

^ n — 7] » y)»— I , ^n- 7]»-V) n - i , 

Dans le cas de symetrie positive d’apres notre premiere defi¬ 
nition (§ 18), c'est-a-dire si tq'i -= 7]"i , yj'a ^ 7)% ; . . . . 73'n =- , on 

trouve done que e\ == e\ e\ , e’est-a-dire qu’il 

y a aussi parfaite symetrie positive d'apres notre derniere definition. 
Dans le cas de symetrie negative d’apres la premiere definition, 
piiisque y]'i ^ - — 7j"i, yj's — r/'a, . . . . 7)'» — vj^'n , on trouve que : 

e\ = r/i ~ — 73^=^ — e\ , de meme que e'^ ^ r'z - — , 

.= — e'^n , e’est-a-dire qu’il y a symetrie negative aussi 

d’apr^s notre 3“^ definition. 

Pour reprendre les exemples cites dans les deux §§ precedents, 
on trouve pour les series en question les ecarts successifs que voici: 

I. Symetrie j)ositive : 

Serie donnee (a) 20, 5, 10, 5, 20 

Ecarts successifs (6) + 15, — 5, o, — 5, 15 

II. Symetrie negative 

Serie donnee (a) 4, 3, 5, 7, 6 

Ecarts successifs {e) +1, — 2, 0, +2, — i 

§ 21. — II va de soi que si la serie a un nombre de termes pair, 
elle ne pent etre symetrique que si les deux termes medians sont 
egaux ou accusent des ecarts moyennaux de valeur absolue egale et 
de signes opposes. Comme centre de symetrie, on doit alors considerer 
un nombre qui est egal a la moyenne de ces termes et situe entre 
eux. Pour plus de generalite, au lieu de dire terme central, nous dirons 
dans la suite centre de symetrie, qui peut etre soit un terme reel de la 


tr 0 

-- 73 2 — 73 1 , 

n 0 

= ils —>5= . 
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serie (le terme median), soit la moyenne arithmetique des deux ter- 
mes medians. 

Dans une serie parfaitement symetrique, le centre de symetrie 
doit coincider soit avec la moyenne arithmetique de la serie soit avec 
un maximum ou avec un minimum. Nous avons vu [8] qu'en cas de 
symetrie negative, le centre de symetrie coincide avec la moyenne 
arithmetique ; dans le cas de symetrie positive (lorsque les termes equi- 
distants du centre sont egaux entre eux), le centre de symetrie doit 
coincider avec un maximum ou avec un minimum (notre courbe I 
du graphique V) (*). 

Dans nos exemples, nous avons envisage des series finies ; dans 
ces series, en cas de s^mietrie parfaite, le centre de symetrie doit 
evidemment coincider avec le terme median (ou la moyenne des deux 
termes medians) de la serie. Qiiand il s’agit de series in finies (natu- 
rellement, infinies des deux cotes; autrement la serie ne saurait 
etre symetrique), il n’y a souvent i)as de terme fixe a priori qui doive 
servir de centre de symetrie. 

Des series fieriodigties typiques, celles que nous avons particu- 
li^rement en vue dans la presente etude, ressemblent sous ce rapport 
a des series infinies. Car une serie periodique pent etre commencee 
indifferemnient par n’importe lequel de ses termes ; n'importe lequel 
de ses termes pent done egalement etre considere comme terme me¬ 
dian de la serie. A priori, chaque terme d'une serie periodique typi- 
que doit done etre considere comme pouvant eventuellcment cons- 
stitucr le centre de symetrie de la serie. 

Des differences importantes existent par suite, au point de vue de 
la symetrie, entre les series finies ordinaries, d’un cote, et les infinies 
et periodiques typiques, de I’autre. Une serie finie ordinaire ne peut 
etre S3anetrique que par rapport a un .seul terme (ou point) de la 
serie ; nous pouvons dire dans ce sens qu'elle ne peut etre que mono- 
symdtyique. Par contre, une serie periodique typique (ou infinie) 
peut etre symetrique par rapport a plusieurs termes (ou points) de 
la serie k la fois ; nous dirons done que les series periodiques (et in¬ 
finies en general) peuvent etre polysymitriques, Ainsi, par exemple, 
la serie ordinaire 

5, 8, 10, 8, 5 


(♦) Dans des series polycephales a nombre de sommets impair, le centre 
de symdtrie positive peut etre un maximum (ou minimum) secondaire qui peut 
coincider avec la moyenne arithmetique de la sdrie. 
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est symetrique par rapport au terme lo et uniquement par rapport 
h Itii, tandis que la serie periodique correspondante (5,8 , to , 8) est 
symetrique k la fois par rapport au terme lo et par rapport au terme 5, 
puisque la meme periodicite peut etre ecrite aussi sous la forme 
(10, 8, 5, 8). 

D'aprcs le nombre des centres jde symetrie d'une serie periodique 
(ou infinie en general), on peut ainsi distinguer des series monosy- 
metriques, bis-symetriques, tri-symetriques, tetra-symetriques, etc. 

Toute sSrie periodique typique qui est symetrique positivement 
(courbe I du graphique \) a au moins deux centres desymStrie, se- 
pares run de Tautre par la nioitie de la serie ; elle est done for- 
cement au moins hisymetrique. 

Notons encore le cas particulier de la sinusolde: elle est tetra- 
symitrique ; elle est en effet symetrique par rapport aux sinus de O, 
de 90°, de 180^ et de 270® (e'est-k-dire qu^elle forme une courbe sy- 
nietrique si on la dessine en prenant comme point median n'importe 
lequel de c^s quatre points). 

On jjourrait examiner encore le cas des series, symetriques ou 
non, qui se composent de parties symetriques a Tinterieur, niais 
n’insistons pas. 

§ 22. — Dans la rcalite, cependant, la symetrie i)arfaite est 
extremement rare. Mais les series reelles peuvent accuser une sym 6 - 
trie partielle, se rapprochant plus ou moins de la symetrie parfaite. 
Elies peuvent etre, en d’autres termes, plus ou moins symetriques, 
plus ou moins asymetriques, selon que les ecarts (les ecarts a la mo}’- 
enne, les ecarts successifs ou les ecarts au centre de symetrie) des 
termes equidistants du centre de S 3 anetrie ont des valeurs absolues 
plus ou moins %ales et des signes plus ou moins systematiquement 
identiques ou opposes. 

Au sujet de la symetrie partielle, nous ferons ici les deux obser¬ 
vations que voici: 

1® Dans le cas de symetrie partielle, le degre de symetrie 
(ou de dissymetrie) d’une serie quelconque (done finie ou infinie, 
periodique ou ordinaire) peut etre envisage par rapport k n'importe 
quel terme de la serie pris comme centre de symetrie. Une serie bien 
symetrique par rapport k tel de ses termes considere comme centre 
de symetrie, peut Tetre beaucoup moins ou, au contrarie, plus encore 
par rapport k tel autre. Ainsi, par exemple, la serie 

3, 5, 16, 20, 15, 6, 4, I, I, 
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est partiellement symetrique (ou dans une certaine mesure asyme- 
triquej si Ton prend le terme median 15 comme centre de symetrie ; 
elle se montre beaucoup plus symetrique si Ton prend comme centre 
de symetrie le terme 20, et apparait tr^s asymetrique par rapport 
aux termes 16 ou 6 pris comme centres de symetrie. II va pourtant 
de soi que (sauf quelque but particulier), pour caracteriser le degre 
de symetrie d'une serie, on doit envisager sa S3 metric vis-k-vis du 
terme ou la symetrie se montre maxima (ou la dissymetric minima). 

2® Nous avons vu (§ § 10 et 20) qu*en cas de symetrie parfaite, 
les trois crit^res de symetrie (symetrie des ecarts moyennaux, des 
ecarts successifs et des ecarts du centre) coincident. II n*en est pas 
forcement de meme en cas de symetrie partieUe. Une serie relative- 
ment symetrique au point de vue de Tun de ces critcres pent Tetre beau- 
coup moins ou, au contraire, beaucoup plus d'apres tel autre ; elle 
peut meme accuser une certaine symetrie positive d’apres tel critere 
et une notable symetrie negative d’apres tel autre. Telles sont par 
exemple, les series suivantes: 


Moyenne 

arilhm^tique 


Serie M. 

^jearts moyennaux (d) ^ . . 
» successifs (e) . , . . 
» du terme central ( 8 ) 

S 6 Tie N. 

hearts moyennaux (d) , . . 
• successifs (e) . . . . 
» du terme central ( 5 ) 


30, 15, 20, 5, 15 

+ r3» ■— 2, + 3, — 12, — 2 

+ 15 — 5 » — + 10 

+ 10—5, — 15, — 5 

8, 6, 3, II, 12 

o, — 2, — 5, 3, + 4 

+ 2, -j- 3 » 4- 8, + I 

4 - 5 . + 3 , 4 - 8, + 9 


17 


8 


I 



Grafexqub VI. 
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Nous examinerons plus loin le probldme de la mensuration du 
degre de symetrie ; mais sans meme proceder a des calculs de cet 
ordre, par la simple vue des courbes en question ou des chifTres re- 
latifs aux ecarts moyennaux, successifs et centraux, nous voyons 
que la serie M n'accuse presque aucune symetrie des ecarts a la mo- 
yenne ou des ecarts au terme central, mais marque par centre tine 
notable symetrie des ecarts successifs ; la serie N accuse a peine une 
certaine symetrie negative des ecarts a la moyenne et, au contraire, 
line notable symetrie positive des ecarts successifs et des ecarts du 
terme central, et ainsi de suite. Quand il s’agit de symetrie ])artielle, 
e’est-a-dire dans la presque totalite des series reelles, il faut done 
specifier le genre de symetrie dont on donne la mesure (*). 

Notons enfin qu'il resulte de notre definition meme de la synie- 
trie que le degre d*asymetrie (ou de SAUiietrie) d’une serie depend de 
la mesure de Tinegalite des ecarts (moyennaux, successifs ou centraux) 
qu’accusent les termes equidistants du centre de la serie ; autrement 


(*) Dans ce travail nous ne nous occui)ons que cle la symetrie directc. 
Mais il peut y avoir aussi des series indireclcmcvt synietriques. Tel c\st notaiii- 
inent le cas de series qui presenteiit des fonciions symHriques, Ainsi, ])ar 
exemple, la serie : 

i6, 8, 32, 128, 64 

n’est pas direclement S3mielriquc (ou fortement asym^trique), mais elle p( iil 
etre exprimee sous la forme : 

2 ‘< , 23 , >5 , 2 ^, 2 ^; 

die prevsente done une serie de puisvsaiices de 2 parfaitemeiit symetriqius 
(serie TI, § 18). Kn prenant les logaritlmies de ees inemes termes, on obtient 
la serie : 

4 1r 2 , 3 Ig 2,5 Ig 2 , 7 Ir 2.6 Ig 2 

qui est aussi parfaitement symetrique. 

be cas examine sc rapporte aux fonctions negativement synietriques 
(dans le cas de fonctions positivenient synietriques, la serie donnec serait 
directement S3nnetrique). Mais il se peut aussi que la serie doimee ne soit 
pas symetrique et que certaines fonctions de ses termes preseiitent une 
]iarfaite symetrie positive. Tel est notamnient le cas quand la dissymeirie 
de la serie doimee jirovient des signes des termes. Ainsi, par exemple, la 
serie : 

10, 6, 20, 6, — TO 

n’est pas symetrique, mais les carres de ces memes teimes presentent luie 
serie parfaitement symetrique. 
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dit, il depend de la valeur meme des divers termes et de leur 
disposition dans la serie. Telle serie parfaitement symctriqiie cessera 
de Tetre si ses termes cliangent de place. Telle autre serie (par exem- 
ple : 6, 7, ii, 17, 12, 8, 4) ne sera jamais parfaitement symetrique 
a cause de la valeur de ses termes. Mais meme dans ce dernier cas, la 
.situation des termes n’est pas sans effet sur le degre de symetrie 
ou de dissymetrie de la serie. Ainsi, la serie que nous venons de citer 
est plus symetrique qu’une autre ayant les meines termes, mais autre- 
ment disposes (par exemple: 6, 7, 18, 12, ii, 8, 4). Te degre de 
metrie d'une serie est fonction de deux facteurs : de la valeur des 
termes et de leur disposition dans la serie. 


CHAPITRE IV. 

La comparaison dks s^rik.s p6rtodiques 

KT EEUR PjfeRtQUATION AXAIJTTOUK. 

§ 23. — Comme nous Tavons dit, Tetude des variations perio- 
diques est basee sur la comparaison des diverses scries periodiques 
entre elles. Sous certains rapports, on peut comparer directement 
des scries periodiques en les mettant,. elles ou ^es courbes qui les re- 
presentent, siriipleiiient les lines a cote des autres. Nous pouvons 
toujours comparer directement les series pour ce qui concerne la duree 
de leur periode, le nombre de leurs termes et de leurs sommets, la 
situation de leurs maxima et de leurs minima ainsi que la duree et 
la situation de cliacune des phases dont la jicriode se compose : la 
phase pendant laquelle le phenomene va en montant ou en baissant 
de meme que la phase pendant laquelle il est superieur ou infcrieur 
a la moyenne de la periode (phases de hausse et de baisse en comi'a- 
raison avec le terme immediatement i)recedent ou bien en conipa- 
paraison avec la moyenne de la serie). Dans certains cas, on peut 
etablir encore d'autres comparaisons, surtout si les series comparces 
prcsentent des variations qui gardent constamment le meme sens 
et si rune d'elles a constamment des variations plus fortes que Tautre ; 
on peut naturellement dire alors directement laquelle accuse un 
ecartement moyennal ou successif plus fort ou plus faible. On pent 
parfois dire aussi directement si Tune des series est plus ou moins 
concentree dans ses ecarts, plus ou moins precipitee, plus ou moins 
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symetrique que les autres. Inutile de dire que le plus frequemment 
les series periodiques qu'il s’agit de comparer ne varient pas toutes 
et toujours dans le meme sens. Generalement aussi la hausse ou la 
baisse est a certains moments plus forte dans Tune des series comparees 
et a certains autres moments dans une autre serie, et ainsi de suite. 
Et meme dans les cas relativement rares ou la comparaison directe 
des series nous permet de dire quelles variations sont plus fortes, 
concentrees, precipitees, etc., elle ne nous montre dans la realite 
jamais dans quelle mesure clles le sont. 

II est done necessaire de recourir k des expressions synthetiques 
resumant sous une forme numerique les divers aspects des variations 
periodiques qui ne sont pas toujours directement comparables. Com¬ 
parer ensuite ces expressions nunieriques revient a comparer les series 
mernes sous les rapports envisages. 

Quelles peuvent done etre ces expressions synthetiques ? 


§ 24. — On pourrait croire que la solution en quelque sorte 
ideale de notre probleme serait de trouver une formule analytique 
de perequation des courbes periodiques, formule relativement sim¬ 
ple et suffisamment souple pour s’adapter aux diflFerentes periodicites 
existantes sans faire trop de violence a la realite : on n'aurait ensuite 
qu’Ji comparer les valeurs concretes de cette formule peur les diverses 
series de variations donnees. 

Ees types de courbes a employer dans ce but peuvent etre bien 
varies. II n’est pas necessaire meme que la courbe theorique chercliee 
soit une courbe periodique puisqu'il s'agit de representer geonietri- 
quement ou algebriquement la serie periodique typique, done une 
seule periode. Toutefois, pour que la comparaison des formules ana- 
lytiques concretes soit assez simple, il serait a desirer que les courbes 
qu'elles expriment appartiennent au meme type. 

De fait, e'est la sinuso’ide qui a ete mise en avant dans le but de 
la perequation des variations periodiques. Ea sinusoide, qui est une 
courbe periodique et qui a pour formule fondamentale: y ~ a + 6 sin x 
parait en effet se preter assez bien a ce but. 

D'abord, elle est relativement facile a calculer: en mettant a 
egal k la moyenne de la periode Vm), la variable x egale respec- 


I 2 3 n — I 

tivement a — 360° , — 360® , - 360®,. . .-- 360® et 360® {n etant 

, ^ « « n « S(t;sin*) 

le nombre des termes de la serie periodique) et b egal k — .-, 
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on trouve aisement les y qui ferment la serie theorique dont la serie 
periodique donnee est plus ou moins rapprochee, serie theorique 
qui varie entre {a + b) au maximum et (a — b) au minimum et ou 
les b sin x expriment ce que nous avons appele les ecarts moyennaux 
de la serie periodique. 

D'un autre cote, dans cette formule a represente ce qui est in¬ 
dependant des variations periodiques; les sin x sont determines par 
le nombre des termes de la serie {n) et par la place de chaque terme 
dans la serie ; pour des series homonomes {n constant), les termes 
occupant la meme place ont done les memes sin x ; le diverses formules 
concretes des variations periodiques ne different ainsi que par la 
valeur du parametre b qui marque Tintensite de ces variations (ou 
leur ecartement moyennal). La comparaison des b ou, en d'autres 


termes, les rapports 


b' 

¥ 


nous donnent ainsi I'intensite relative des 


series de variations periodiques considerees. 


§ 25. — En passant, signalons deux proprietes de la sinusoide 
que nous croyons inconnues jusqu’id et qui ne sont pas sans inter et 
pour notre probleme. 

1° On peut demontrer que si Von divise Vaxe des abscisses de 
la sinusoide [y — sin x], correspondant aux 360° de la circonfirence 
du cercle^ en n parties cgales (n Hunt > 2), la somme des carres des or- 

n 

donnees de la sinusoide menies d chaque division est egale d . Cette 

2 

proposition peut etre formulee encore de la fa^on suivante: 

Si Von divise la circonference du cercle en n parties egales 


(ti 


Hant > 2), la somme des carries des sinus des divers arcs 



2 3 

' 360® , — 360® , . . . 
n n 

w' 

d — , soit: 

2 


- 360® , 360A 

n ) 


ainsi obtenus est egale 



( n—i ^ \ ^ 

-360© I + sin* 360® == — 

n / 2 


+ . . . + 


C 9J 
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Ainsi, la somme des carres des 12 sinus de la circonference 
correspondant aux arcs de 30° 60°, go°,.. . 330® et 360® (ou des 12 

ordonnees de la sinusoide [y = sin x] menees k chaque de son 

12 

axe des abcisses) sera egale a 6 ; la somme des carres des 24 ordonnees 

de la sinusoide menees a des intervalles egaux du point 0 sera = 12 ; 

la somme des carres de 7 ordonnees menees a des intervalles egaux 

du point 0 sera == 3,5, et ainsi de suite. 

Cette propriete simplifie encore beaucoup le calcul du parametre 

de la perequation b en nous dispensant de calculer la somme des 

carres des sin x (S sin^ x) qui forme le denominateur de la fraction 

qui nous donne la valeur de b. Nous pouvons done, a la place de 

^ S (v sin x) , . . 

b =-;-, prendre simplement: 

S sm* x 

S(i>sinA) 


soit: pour une serie k 12 termes, bn 

» » )) 24 )) 624 

» )) )) 7 )) by 


2 {v sin x) 
~6 

2 (v sin x) 
12 

2 (r sin a) 
3,5 


2® Dans la sinusoide, Vecart nioyennal qnadratique moycn 


(Cfsin) ^ 


cgal dbA/ ou, ei 
\ 2 


en metlani b~ 1, simplement 


=0.707- 


En effet, les ecarts moyennaux de la sinusoide [3^ = a + i sin x] 
n'etant autre chose que les ordonnees de la sinusoide [y' = bsinx], 
nous avons : 


1 / S (6 sin xY 1 

/ 6* S sin* A. j 1 

r « 1 

In y 


2 sin"* A. 
n 


n 


mais d'apr^s [9], 2 sin* a. = — ; il s'ensuit done que 

2 


^sin 




[II] 
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L'ecart moyennal quadratique moyen est ainsi pour la sinusoide 
independant du nombre des intervalles qui la divisent. II s’ensuit, 
de notre derni^re formule que pour la sinusoide: 

-- |/2 - 

Q^sin 

c’est-a-dire que dans la sinusoide, le rapport du parameire (b) d VUart 
moyennal quadratique moyen (a) est constant et egal d ^2^ 

Mais b n'est que la moitie de ramplitude des variations de la 
sinusoide, amplitude que nous designons d'habitude par a. La der- 
ni^re expression pent done etre ecrite encore comme suit: 

“ == 1,414 (*) [13] 

2 Osin 

L’expression ( ou ^ ) presente une interessante combinaison 
2 g \ O / 

des deux notions fondamentales de toute variation : de la notion des 
extremes (a) et de celle de la moyenne (a) ; pour la sinusoide, comme 
nous le voyons ici, elle est constante. Elle peut ainsi servir aussi 
de point de repere pour Torientation dans certains caracteres des 
variations periodiques reelles. 

§ 26. — Mais la perequation par la sinusoide constitue-t-elle 
une solution veritable de notre probleme ? 

vSi le but de la perequation est de fixer la valeur globale approxi¬ 
mative d'un phenom^ne a un moment doniie de sa variation perio- 
dique, on peut reellenient admettre que la perequation par la sinusoide 
realise souvent ce but (avec une approximation d’ailleurs tres varia¬ 
ble) ; tel est notamment le cas si ^ est une petite fraction ou, si Ton 

a 

prefere, lorsque la partie variable (recartement moyennal, b) est 
relativement peu importante par rapport a la partie constante (la 
moyenne de la periode, a) de la grandeur consideree (**). Mais si 

a 

(*) On pourrait simplifier encore cette formnle en ^crivant: — = 2,828. 

O^sin 

Mais & 6tant la somme des deux ecarts extremes, son rapport an double de 
r^cart quadratique moyen (2a) nous parait plus logique. 

(♦*) L'exemple de la comcidcnce la plus parfaite que je connaisse entre 
la s€rie des variations empiriques et leur p^^quation par la sinusoide est 
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le but qu'on se propose est de degager les caract^res des variations 
proprement dites, toute perequation, qui a necessairement un effet 
niveleur, et en particulier la perequation par la sinusoide, doit gene- 
ralement se moutrer un prodede tr^s defectueux. 

En effet, sous sa forme fondamentale et la seule suffisamment 
simple pour entrer id en ligne de compte, la sinusoide est une courbe 
symetrique, ondulatoire, relativement pen concentree, ayant un seul 
sommet qui se trouve a egale distance des deux minima successifs. 
En substituant aux differentes series periodiques reelles lenr pere¬ 
quation par la sinusoide, on leur enleve, pour la plus grande partie, 
leurs caracteres propres et on leur communique les proprietes mention- 
nees de la sinusoide. Eeur degre de concentration, de precipitation, 
de dissymetrie, le nombre de leurs sommets, — tout cela disparait 
avec cette perequation. Meme de Tecartement moyennal des series 
periodiques, la perequation par la sinusoide ne donne une idee suffi¬ 
samment rapprochee de la realite que si par ses autres caracteres 
(symetric, concentration, gradation, monocephalie), la serie empirique 
se rapproche de la sinusoide. 

Dans la pratique, il faut done d'abord voir si la serie donnee 
est monocephale, relativement graduelle (ondulatoire) et symetri¬ 
que (ce qui s'apergoit directement). Si tel est le cas, la perequation 
par la sinusoide presente naturellement un certain inter et (♦). Dans 

celui des variations de la temperature du corps humain prise toutes les deux 
licures d'apr^s Viatot et Joi^yet, cite par le Professeur Niceforo dans son 
traite La mithode statistique et ses applications (Paris 1925, p. 304-305). L’ecart 
moyen entre la serie empirique et la serie ajustee par la sinusoide n’est dans 
cet exemple que de 0,4 % de la temperature moyenne de la joumee. Mais 
dans cet exemple la coincidence est due beaucoup moins au procede de pere¬ 
quation qu’au fait que les fluctuations horaires de la temperature (en moyemxe 

00,3) ne portent meme pas sur de la temperature moyenne de la joumee 

(36®,75)* Si au lieu de rapporter recart moyen entre les deux series k la valeur 
globale moyenne, on le rapporte k Vicart horaire moyen de la temperature, 
c’est- 4 -dire si I’inexactitude commise par la perequation est comparee avec 
reiement variable de la temperature (dont il s’agit predsement de rendre 
compte 1), on trouve qu’elle n*en constitue pas moins de 50 p. 100. 

(♦) Nous avons nous-meme montre que dans certains cas les fluctuations 
saisonnieres (typiques) du ch6mage peuvent etre representees par une sinusoide. 
Voyez notre etude d 6 jk citee Les fluctuations saisonnihes du chdmage dans 
Vindustrie du hdtiment, notamment pour I'industrie du b^timent au Royaume- 
Uniainsique pour Tindustrle des constructions et pom I'ensemble de Tindustrie 
en Italic (pp. 36. 42 et 73-74 du tirage k part. Voyez aussi plus loin. §§74-76). 
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le cas contraire, cette perequation est un trompe-rceil bien plus 
qu'une image vraie de la realite, un trompe-rceil particuli^rement grave 
par suite de son apparence mathematique. 

Or, il va de soi que toutes les variations periodiques sont loin 
d'avoir une allure tr^s sinusoidale, que pareilles variations sont dans 
la realite plutot peu fr^quentes. Nous pensons qu’il doit en etre de 
meme, peut-etre encore a fortiori, de la perequation par une courbe 
de quel que autre type. 

Ce qu*il nous faut pour pouvoir comparer les differentes perio- 
dicites entre elles afin de degager les caract^res propres a chacunc 
d'elles, ce n*est done pas, semble-t-il, quelque formule generale de 
perequation, mais un syst^me cVindices numeriques dont chacun se 
rapporterait k un certain caractere determine des variations perio¬ 
diques, resumant ainsi im certain aspect de la serie envisagee. Les 
formules de perequation semblent plutot devoir jouer id un role tres 
secondaire, ne pouvant dans la realite s'appliquer raisonnablement qu'a 
des periodicites fort peu nombreuses. 


CHAPITRE V. 


Grandeurs num^;riques variant avec certains caracte;res 
DES series periodiques. 


§ 27. — Nous avons constate plus haut (§ 23) que sous certains 
rapports les series periodiques peuvent etre comparees directement 
(par exemple, pour le nombre des sommets, la situation des maxima 
et des minima, la duree de la periode, etc.). Nous avons vu egalement 
(§ 10) que si Vintensite des fluctuations des diverses series periodiques 
ne pent generalement pas etre comparee directement, il existe pour- 
tant des expressions numeriques qui varient avec cette intensite et 
qui, elles, pourraient eventuellement etre comparees; ce sont notani- 
ment: Tamplitude des variations (a et a'), I’ecart moyennal moyen 
et Tecart successif moyen. Apres ce que nous avons vu plus haut 
(§§ TO-14 et 25), il est inutile d'insister encore sur Timportance des 
valeurs extremes des series periodiques typiques. Arretons-nous cepen- 
dant un moment sur les deux autres points. 

UScart moyennal moyen d'une serie pent etre pris sous la forme 


d’une moyenne 


arithmetique ( d 


\ 



ou sous celle d’une moyenne 
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quadratique 


yf) 


Sa signification dans les deux cas n'est 


pas la meme. Pour plus de simplicite, prenons le cas de series homonomes 
(n etant constant^. ly'ecart moyennal arithmetique moyen varie dans 
ce cas uniquement avec la somme des valeurs absolues des ecarts 
moyennaux (S^^) et demeure enti^rement insensible d. Vegalite ou a Vine- 
galiU de ces ccarts entre enx, c'est-a-dire a la concentration ou a Texten- 
sion (nivellement) des variations. Ainsi, par exemple, dans les deux 
series periodiques A et B (§ 15), dont Tune [A) est tr^s « concentree » 
et Tautre [B) est au contraire tr^s « etendue» ou «nivelee », Tecart 
arithmetique moyen demeure le meme [dm -- i). Par contre, Tecart 
quadratique moyen se trouve fortement influe%cS aussi par VinegaLiti 
(ou Vigaliti) de la ripartition de la somme des ecarts moyennaux entre 
les diffcrents termes de la serie, done influence aussi par la concentra¬ 
tion ou Textension (nivellement) des fluctuations. Ainsi dans le meme 
exemple, a est tres different pour A et pour B. Pour A (periodicite 
tr^s concentree, repartition tres inegale de Pecartement moyennal), 
Pecart quadratique moyen est egal a: 






2,45 


tandis que pour B (extension maxima, repartition parfaitement egale 
de Pecartement moyennal), il est egal a : 



Dans la suite (§§ 45-46) nous verrons de plus pr^s comment <t 
varie avec la concentration et Pextension (nivellement) des va¬ 
riations. 

De plus, de notre definition meme de la concentration et du 
nivellement (extension) des variations (§ 15), il resulte directement 
qu'avec la concentration ou le nivellement varie Vicart moyennal 
moyen du second ordre, Et effectivement, cet ecart, qui dans le 
cas de concentration nuUe (ou de nivellement maximum), comme 
nous Pavons vu (§ 15), devient egal k 0 (cas de la serie B), est egal 
k 1,67 dans le cas d'une serie tr^s concentree comme celui de la 
serie A, 
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§ 28. — Uicart successif moyen peut ltd aussi etre envisage 

S 

— — 

% 

tique moyen ^que nous designerons par = 

ly'ecart successif arithmetique moyen, comme nous Tavons vu 
plus haul (§ 13, 2® et § 15, 3®), depend uniquement des amplitudes 
des variations des series et du nombre de leurs termes. Pour des 
scries homonomes, il n'ajoute done rien a ce que nous donnent les 
amplitudes des variations (a et a'). Par contre, Tecart successif qua- 
dratique moyen (i;), en cas de series homocephales, presente une par- 
faite analogie avec Tecart moyennal quadratique moyen, et se trouve 
fortement influence aussi par Vegalite ou Vinegalite des icarts successifs 
entre eux, c*est-k-dire par le caractere plus ou nioins graduel (ondu- 
latoire) ou precipiU de la serie. Ainsi, si nous reprenons Vexemple de 
deux series monocepliales et homonomes X et Y (§ 17), ayantlameme 
amplitude (a =-- 6) et par suite aussi le meme ecart successif arithme¬ 
tique moyen = i), mais dont Tune (X) a une allure tr^s preci- 
pitee, ses ecarts successifs etant tr^s inegaux, et dont Tautre (Y) 
est au contraire parfaitement graduelle, ondulatoire, ses ecarts suc¬ 
cessifs etant tous egaux entre eux, on trouve: 
pour X (variations tr^s precipit^s) : 



pour Y (variations parfaitement graduelles) : 



Iv'ecart successif quadratique moyen (<;) varie done non seulement 
avec la somme des ecarts successifs (soit avec les amplitudes et le 
nombre des sommets de la serie), mais aussi avec Tallure plus ou 
moins precipitee ou ondulatoire de la serie. Plus loin (§ 54), nous 
verrons aussi comment c, varie avec cette allure de la serie. 

Toujours dans le cas de series homocephales, Tecartement suc¬ 
cessif des termes de la serie presente encore une analogie avec leur 
ecartement moyennal. En effet, de notre definition de la piecipita- 



^ et comme ecart quadra- 


comme ecart arithmetique moyen ^ 
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tion et de la gradualite (ondulation) des variations (§ 17), il s'ensuit 
qa'avec la precipitation (ou la gradualite) varie Vdcart successif 
moyen du second ordre, Ceci se verifie en particuJier egalement dans 
Texemple des deux series monocephales -Y et Y: dans la serie Y, 
qui presente une gradualite parfaite (precipitation minima), Tecart 
succcvssif moyen du second ordre est egal a 0, tandis que dans la 
serie X ayant la meme amplitude, mais dont les variations sont 
tr^s precipitees, ce meme ecart est cgal a 2. 

§ 29. — On s'est souvent occupe de la symttrie et de la dissy- 
mitrie de series statistiques. Mais pour autant que nous le sachions, 
il s'agissait presque toujours de series soumises a la loi de la courbe 
((normale » des ecarts accidentels. C'est aussi la symetrie de cette 
courbe theorique qu'on' avait en vue parlant du degre de symetrie 
ou d*asymetrie des series (ou courbes) reelles. Et Ton fondait la notion 
meme de la symetrie sur certaines proprietes de la courbe « normale ». 
Ainsi, comme dans cette courbe la moyenne arithmetique, la mediane 
et le mode coincident, on a le plus souvent base Tindice de dissyme- 
trie des series reelles sur la difference entre ces trois grandeurs. D'un 
autre cote, dans la courbe des ecarts accidentels, la frequence des 
ecarts positifs est egale k celle des ecarts negatifs des mdmes dimen¬ 
sions, c*est-k-dire la somme algebrique des cubes des ecarts moyennaux 
y est egale a 0 ; on a par suite, pris aussi cette somme ou, plus exac- 
tement, la racine cubique de cette somme divisee par le nombre des 
termes, comme indice (avec certaines modifications, meme comme 
« coefficient») de diSvSymctrie. 

Introduits par des statisticiens eniinents, ces indices et « coeffi¬ 
cients » passerent ensuite dans toute une serie de manuels et de 
traites de statistique, comme si Ton avait la . . . vraiment des 
indices et des coefficients de dissymetrie. 

Au fond cependat, dans les ecarts accidentels, il s'agit d'une cer- 
taine esp^ce de symetrie et non de la symetrie en general. Pour se 
rendre clairement compte de quelle esp^ce de symetrie il s'agit ici, 
on n’a qu'Ji laisser pour un moment de c6te la courbe de Gauss, 
qui donne du phenomene une image qu’on pourrait appeler en un 
certain sens cumulative, et se reporter a Vogive de Gallon. Cette ogive, 
dans le cas d'ecarts purement accidentels, est parfaitement symetri- 
que: son terme median (centre de symetrie) coincide avec la moyenne 
arithmetique de la serie, et les termes equidistants de ce centre de 
symetrie accusent des ecarts de la moyenne qui sont egaux entre 
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eux et qui ont toujours des signes opposes. C'est done une symittie 
nigative d'apr^s notre terminologie (§ 19). 

C'est eu effet dans cette esp^ce de symetrie, et dans celle-ci seu- 
lement, que la mediane coincide necessairement avec la moyenne 
arithmetique. Par contre, aucune necessite d'une telle coincidence 
n'existe pour les series qui sont symetriques positivement. Bien plus, 
dans les series symetriques de cette derni^re espfece, une telle coinci¬ 
dence, toute fortuite, ne pent se rencontrer que tres rarement. 

II en est de meme de la somme algebrique des cubes des ecarts mo- 
yennaux: elle est forcement egale k 0 dans des series negativenient sy¬ 
metriques, mais nullement dans celles qui sont symetriques positi- 
vement. Quant k la notion du « mode », elle ne se justifie guere en 
dehors de variations accusant des ecarts accidentels; elle n'a qu'une 
signification fort limitee quand il s’agit de series periodiques typiques 
(et de series typiques en general) ; elle n'a en tout cas aucun titre pour 
servir, dans des series typiques, de base k un etalon de symetrie et 
d’asymetrie. 

II serait peut-etre curieux de noter en passant que les series du 
triangle de Pascal, ou les series dont les termes s'exprimeraient par les 
coefficients du bindme developpe, ne seraient pas symdtriques, d'apr^s 
les indices de symetrie (et d'asymetrie) bases soit sur la difference 
entre mediane et moyenne, soit sur la racine cubique des cubes des 
ecarts moyennaux. Ainsi, par, exemple, on trouve pour la serie des 
coefficients du binome pris k la puissance 


i 



Coefficients 

Moyenne 

Mediane 



du bindme 

arithmetique 

r» 

4 ' 

I, 4, 6, 4, I. 

3» 2 

4 

0,7 

6^ 

I, 6, 15, 20, 15, 6, I ... 

9,14 

6 

5*1 


I. 7. 21. 35 . 35 . 21. 7 . I- • 

. 16 

14 

9,0 

9' 

I. 9. 36. 84,126,126, 84, 36, 9. 

I 2 

36 

36,8 


et ainsi de suite. Toutes ces series parfaitement symetriques auraient 
ainsi d’importants indices d’asymetrie; ces indices se montreraient 
m€me d’autant plus forts que la puissance du binome est plus elevee 
(ou que les termes de la serie s’ecartent davantage de sa moyenne). 

Et rien d’etonnant; car les coefficients du bindme presentent une 


(*) II s’agit ici de la somme algibriqtie. 
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serie de nombres qui sont symetriques posiiivement, (En effet, dans 
la courbe bindmiale, tandis que les abcisses rangees d'apres leur ordre 
de grandeur presentent une serie symetrique negativement, les ordon- 
nees, elles, ferment une serie symetrique positivement). 

Notons encore que ces indices d'asymetrie, bases sur la moyenne 
arithmetique de la serie et les ecarts moyennaux, sont insensibles a 
la symetrie (ou dissymetrie) des ecarts sticcessifs ou a celle des ecarts 
centraux. Or, comme nous Tavons vu plus haut {§ 22, 2°), en cas de 
symetrie partielle (done dans la presque totalite des cas reels), le 
degre de symetrie (ou d’asymetrie) des ecarts moyennaux peut etre 
bien different de celui des ecarts succesifs ou centraux pour lequel les 
indices en question demeurent entierement muets. 

Enfin, ces pretendus indices et coefficients d’asymetrie ont encore 
uii autre grave defaut qui rend leur usage fallacieux meme en tant 
qu'indices de la seule symetrie negative et moyennale : c*est qu'ils 
sont insensibles d la situation des termes dans la serie. Or, nous avons 
vu (§ 22) que la symetrie d'une serie est fonctioii a la fois de la valeur 
de ses termes et de leur disposition dans la serie. Mais avec les indices 
en question, des series ayant les memes termes, mais autrement dis¬ 
poses, e’est-a-dire des series pouvant etre tres dififerentes au point de 
vue de la symetrie, accuseront des indices de symetrie (ou d'asyme- 
trie) identiques. Ainsi, par exemple, des series bien asymetriques 
comme: 

5, 8, 3, 10, 12, 15,17 
17, 8, 15, 10, 3, 5, 12 
12,17,15,10, 3, 5, 8 
ou meme 17, 3, 10, 15, 12, 8, 5, etc. 


auraient exactement le meme indice d'asymetrie 



que la serie parfaitement symetrique negativement: 


= 0 


8, 5» 3, 10, 17, 15, 12. 

En general, il nous parait de toute evidence qu’une grandeur 
qui n'est pas sensible k la disposition des termes ne peut pas, par 
definition, servir d'indice de symetrie ou d'asymetrie. 


§ 30. — Pour trouver ce qui varie effectivement avec le degre 
de symetrie ou de dissymetrie, on n'a qu*a remonter k la d^nition 
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de la dissymetrie. Une serie est symetrique (§§ 18-20) si les termes 
equidistants du centre de symetrie accusent des ecarts (moyennaux, 
successifs ou centraux) soit egaux (symetrie positive) soit de valeur 
egale et de signes opposes (symetrie negative). Lorsque cette egalite 
n'existe pas, la serie est plus ou moins asymetrique. Et plus ces ecarts 
des termes equidistants s'eloignent de Tegalite — pour la symetrie 
positive — ou de la valeur opposee (valeurs absolues egales et si¬ 
gnes opposes) — pour la symetrie negative —, et plus aussi la serie 
est asymetrique. En cas de symetrie parfaite positive, les differences 
des ecarts des termes equidistants sont toutes egales a zero ; et plus 
ces differences sont grandes (comme valeurs absolues (*)), et plus la 
serie devient asymetrique. En cas de parfaite symetrie negative, la 
somme algebrique des ecarts des termes equidistants est pour tous les 
termes egale k zero ; et plus les valeurs absolues de cette somme sont 
grandes, et plus aussi la serie est asymetrique. Ce sont les differences 
(pour la symetrie positive) ou les sommes (symetrie negative) des ecarts 
des termes equidistants qui varient avec le degre de symetrie et d'asymi- 
trie de la sdrie. Un indice de symetrie ou d'asymetrie doit etre base 
sur la comparaison des ecarts (moyennaux, successifs ou centraux) 
des termes equidistants. 


CHAPITRE VI. 

Indices de certains caract^res des series p6riodiques. 

§ 31. — Chacune des grandeurs que nous avons retenues dans le 
precedent chapitre varie avec tel ou tel autre caractere des series, mais 
pas uniquement avec lui. Elies sont influencees encore par d'autres 
facteurs. Pour qu'elles puissent servir d'indices d'intensite des carac- 
tferes envisages, il faut done d'abord eliminer Taction des autres fac¬ 
teurs. Tr^s souvent, nous atteingnons ce but en substituant des chif- 
fres relatifs aux chifires absolus ou, plus generalement, en divisant les 


(*) Nous disons comme valeurs absolues, car le degr^ d’asymetrie est naturel- 
lement le meme quand nous avons, par exemple, un ^cart de 7 k gauche et de 
5 k droite {di£E6rence = 2) ou 5 k gauche et 7 k droite (difE^rence = — 2). 
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chiffres reels (qui sent des produits combines de plusieurs facteurs) 
par les facteurs qu’il s'agit d'eliminer (*). 

Au fond, la notion meme de la moyenne n'est qu’une application 
particuli^re de cette methode generale : la somme des valeurs d'un 
certain groupe de phenomenes est fonction de la nature de ces phe- 
nomenes et de leur nombre ; en divisant cette somme par leur nombre, 
on obtient une grandeur (la moyenne arithmetique) que nous consi- 
derons comme independante du nombre des phenomenes envisages et 
que Ton peut, par exemple, comparer avec les donnees (moyennes) 
d'autres groupes comprenant des phenomenes analogues en nom- 
bres dififerents. En particulier, la somme des ecarts d'une serie est fonc¬ 
tion des variations des termes de la serie et du nombre de ces termes ; 


Vecart moyen nous donne une idee de la variation de ses termes abs¬ 
traction faite de leur nombre ; il nous permet, entre autre, de comparer 
les variations de series ayant des nombres de termes differents. E*e- 
cart moyen lui-meme est encore fonction de la variabilite des phe¬ 
nomenes envisages et de leurs dimensions; un ecart moyen de i 
mm., par exemple, ne signifie evidemment pas une variabilite identi- 
que de la longueur pour les noix et pour les feuilles d*un noyer; en 
divisant Tecart moyen des termes d’une serie par la dimension moyen¬ 
ne de ces termes, nous obtenons un ecart moyen relatif (par exemple, 
en % %) qui presente a nos yeux la variabilite des phenomenes inde- 
pendamment de leurs dimensions et qui nous parait comparable k la 
variabilite d^autres phenomenes ayant des dimensions differentes (**). 

lyk ou plus de deux facteurs entrent en ligne de compte, on peut 
les eliminer un cL un de fa^on a ne laisser subsister (pratiquement) 
que le facteur cherche ; e'est ce que nous venons d'indiquer dans Tex- 
emple de la variabilite en eliminant d'abord Taction du nombre des 


faits observes par le precede de la moyenne en prenant Vm = - 

dm ~ - et en eliminant ensuite Tinfluence des dimensions des 


(♦) Voyez dans cet ordre d’id^es Tdtude riche en suggestions du Prof. 
Gini : Quelques considdrations au sujet de la construction des nomhres indices et 
des questions analogues dans Metron 1924. 

(**) Nous disons « nous parait », « nous considdrons comme », etc., car ce 
proc^d^ repose Evidemment siu* le postulat de la proportionnalitE qui dans bien 
des cas fait defaut. Iy 4 ou cette proportionnalitE n'est pas admissible, ce procEde 
doit etre remplacE par d'autres qui correspondent mieux k la nature des faits 
envisagEs. 
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phenomfenes par la division deTecart moyen par la moyenne de la serie 

• Mais on pent aussi eliminer d*emblee Taction de plusieurs facteurs 
m J 

en divisant le chiffre donne par un autre qui presente Taction combi- 
nee des facteurs qui doivent etre elimines ; ainsi dans notre exemple, 
on pourrait directement diviser la somme des ecarts par la somme des 



termes (longueurs de feuilles, noix, etc) 


Sc/ 

St; 


pour obtenir Tecart 


moyen exprime en % de la dimension des clioses observees (eliminant 
ainsi k la fois et Tinfluence du nombre et celle des dimensions des phe- 
nomenes consideres). 

C’est de la meme fa^on que nous proccderons pour degager les 
indices des caracteres des series periodiques : des chiffres bruts don- 
nes, presentant Teffet combine de ces caracteres et d'autres facteurs, 
nous passerons k des chiffres relatifs en divisant les chiffres donnes 
par les facteurs qu'on doit eliminer. 

II va pourtant de soi que Telimination des differents facteurs qui 
entrent en jeu est tres souvent incomplete, soit qu'il nous est impos¬ 
sible de les eliminer tous, soit qu’intentionnellement nous laissons 
subsister Taction combinee de plusieurs d'entre eux. Dans ce dernier 
cas, nous pouvons, pour le meme phenomene, calculer plusieurs 
chiffres relatifs selon les facteurs que nous eliminons et ceux que 
nous laissons, au contraire, subsister (*). 


§ 32. — Uamplitude brute des variations d'une serie (a) caracte- 
rise peu ces variations et, par suite, se prete relativement peu a la 
comparaison de differentes series entre elles. II faut avant tout tenir 
compte des dimensions (de la valeur) des termes de la serie. En divi¬ 
sant Tamplitude des variations (a) par la moyenne arithmetique de 
la serie (t;«), nous obtenons Texpression : 


[14] 

Vm 

qui elimine Tinfluence des dimensions des termes de la serie , qui per- 
met la comparaison de series tres differentes par la grandeur de leurs 


(♦) Aux differences formelles entre chiffres absolus et relatifs examinees 
plus haut (§ 7), repondent ainsi, au fond, des differences d*eiimination. 
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termes et qui peut par suite etre consideree comme un indice de 
Tamplitude des variations des series. 

On peut aussi diviser Tamplitude des variations (a) par Tecart 
moyennal moyen de la serie. Ce dernier etant Teffet de Taction combi- 
nee des dimensions des termes de la serie et de leur variabilite moyen- 
nale, on elimine par cette division k la fois ces deux facteurs. Comme 
ecart moyennal moyen, on peut prendre soit la moyenne arithmeti- 
que (dm) soit la moyenne quadratique (ct) des ecarts moyennaux. 
On obtient ainsi les indices 


a. = (*) 

dm 

[15] 

et Oo = ^ (*) 

[16] 


<y 


qui donnent 'une idee de Tamplitude des variations des series indepen- 
damment des dimensions de leurs termes et de leur variabilite moyen- 
nale. 

Quant k la signification propre de Tun et de Tautre de ces deux 
indices, il faut se rappeler ce que nous avons vu plus haut (§ 27) au 
sujet de la difference entre dm et or: tandis que, pour le meme nombre 
de termes, Tecart arithmetique moyen (dn) varie seulement avec la 
somme des ecarts moyennaux, Tecart quadratique moyen (or) represente 
Taction combinee de la somme de ces ecarts et de leur concentration 


ou extension (nivellement). Par suite, ^ (on ^ j nous doniie Tam- 

dm \ 2 dm/ 

plitude relative des variations apres elimination de la valeur des 

termes et de leur ecartement moyennal tandis que ^ (ou - \ eli- 

C \ 2 c/ 

mine encore \a difference de concentration de cet ecartement. 

Pour la sinusoide, comme nous Tavons vu plus haut [13], le rap- 
a 

port - est constant et egal a 1,414. La valeur concrete de ce rap- 
2 c 


(♦) ct dtant la somme des deux hearts moyennaux maxima, on ferait 
mieux, comme nous Tavons remarque, de prendre comme d6nominateur 

Ic double de Tecart moyen, done: — et oa -- (on pourrait mettre de 

2 2a' 


meme : a„ ~ 


a 

2t;„ 
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port pour une serie periodique donnee constitue done, en outre, un des 
elements permettant de juger dans quelle mesure cette serie se rap- 
proche de la sinusoide. 

La division de a par Tecart successif arithmetique moyen (^«), 
quand il s'agit de comparer des series periodiques monocephales, ne 
presente aucun interet. Car nous avons deja vu [3] que pour cette 

a w 

esp^ce de series, le rapport - = , e'est-a-dire qu'il depend unique- 

Cm 2 

ment du nombre des termes (n) de la serie et qu'il est constant pour 

CL 

des series homonomes. Quant au rapport (ramplitude divisee par 

Tecart successif quadratique moyen), nous le retrouverons encore 
plus loin (§ 35). 


§ 33. — Uicart moyennal arithmetique moyen des termes d'une 
serie {dm) est fonction de la variabilite moyennale des phenom^nes 
consideres et de leurs dimensions. En divisant cet ecart par la moyen- 
ne des termes de la serie [vt^, nous obtenons Texpression : 

dm 

dm (t.) =- [17] 

Vm ** 


qui nous donne un indice de la variabilite moyennale de la serie con- 
sideree. 

D'habitude, on prend a cet usage Vecart moyennal quadratique 
moyen (cr) considere comme Tecart type [standard deviation) par ex¬ 
cellence. Mais lorsqu'il s’agit de series typiques, ou les ecarts ne sont 
pas attribuables au jeu du hasard, nous preferons, quant a nous, 
Tecart arithmetique moyen [dm)- Car, pour le meme nombre de ter¬ 
mes, Vun et r autre varient avec la somme des ecarts moyennaux 
(c*est-a-dire avec les dimensions des termes et avec leur variabilite 
moyennale), mais a se trouve encore influence par la concentration (ou 
r extension) de cette somme sur un nombre plus ou moins grand de 
termes (e’est-k-dire par Tinegalite plus ou moins grande des ecarts 


moyennaux). Par consequent, tandis que le rapport —nous donne ef- 

Vm 

fectivement Texpression de la variabilite moyennale seule, le rapport 


presente encore Teffet combine de la variabilite moyennale et de 

Vm 

la concentration des ecarts. 
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Pour la meme raison, le rapport de Tecart moyennal quadrati- 
que moyen (or) a Tecart moyennal arithmetique moyen {df,) presente 
pour nous un interet tout particulier. II est vrai que dans le rapport 

^ , le denominateur differe du numerateur en partie parce que le 

dm 

iiombre des termes (w) entre dans leur calcul de fagon un peu differente; 
cependant, la difference essentielle entre eux provient du fait que le 
numerateur (a) est influence par la concentration des ecarts moyen- 
naux tandis que le denominateur [dm) ne Pest pas ; dans ce rapport, 
rinfluence des dimensions des phenomenes envisages, de leur varia- 
bilite moyennale (en partie aussi celle du nombre des termes de la 
serie) se trouve eliminee tandis que celle de la concentration subsiste 
entiere. Quand il s’agit en outre de series homonomes [n etant invaria¬ 
ble), Teffet de tons les facteurs autres que la concentration etant 

ainsi elimine, la difference de leurs rapports respectifs , > „ , etc 

d m d m 

provient uniquement de la difference de concentration de Tecarte- 
ment moyennal des series comparees. Pour des series homonomes, 
ce rapport que nous designerons par 


peut done servir dHndice de la concentration des ecarts moyennaux. 
Et cela s'applique aux series periodiques comme aux series non-pe- 
riodiques. 

Nous verrons un peu plus loin (§§ 45-46) d’une fa^on plus pre¬ 
cise comment cet indice varie avec la concentration des series. No¬ 
tons cependant tout de suite que ce rapport augmente avec Paugmen- 
tation de Pinegalite entre les ecarts moyennaux, c*est-a-dire avec la 
concentration de la serie. 

Ainsi, si nous appliquons cet indice de concentration aux se¬ 
ries .4 et J8 du § 15, series dont Pune (A) a des ecarts tr^s concen¬ 
tres et dont Pautre (B) a des ecarts qui ne le sont pas du tout, 
nous trouvons pour elles les indices de concentration des ecarts (ca) 
que void: 
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Dans la serie B, la concentration est nulle (puisque tons les ecarts 
moyennanx sont egaux entre eux) ; et, en effet, la on tons les ecarts 
moyennaux sont egaux, Tecart quadratique moyen (a) est egal a 
I’ccart arithmetique moyen {dn) ; leur rapport devient alors = i, 
qui marque ainsi le minimum de concentration (la concentration 
nulle). 

Si nous appliquons Tindice de concentration cd aux series 
et J 5 x du § i6, qui sont toutes deux moins concentrees que A et plus 
que i 5 et dont Tune (yl i) est plus concentree que Tautre, nous trou- 
vons les valeurs suivantes : 



§ 34. — D'ailleurs, notre indice de la concentration des ecarts 
pent etre encore simplifie. En effet, 


a ^ 11 I S 

d,, :^d ' ^ \ ’ 

n 


[19] 


Cette formule est, pour le calcul, plus commode que la for- 
mule [18] puisqu'elle remplace les deux divisions sur n par une seule 
multiplication par ce meme nombre. Mais dans cette derniere ex¬ 
pression de rindice de concentration, la racine carree est parfaitement 

inutile. Car y est (nous venons de le voir) egal ou superieur a i; 
dm 

I’expression qui se trouve sous le radical varie done (avec la concen- 
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tration) dans le meme sens et plus visiblement que la racine carree 
de cette meme expression. La racine carree complique done le calcul 
et, en meme temps, rend le resultat moins expressif. Comme indice 
de la concentration des ecarts nous pouvons done prendre simplement 
Texpression qui se trouve sous le radical; nous la designerons par Cn. 
Nous pouvons dire ainsi que Tindice de la concentration des ecarts 
des series homonomes (C«) s'exprime par la formule: 



cela veut dire que Vindice de la concentration des ecarts des series homo¬ 
nomes Cn est donni par la somme des carres des ecarts moyennatix di- 
visee par le carrl de la somme de ces memes ecarts (pris en valeiirs ah- 
solues) et muliiplide par le nombre des termes de la serie. 

Mais puisqu’il s'agit de comparer des series homonomes, n etant 
constant, cet indice de concentration pent etre encore simplifie par 
la suppression de n ; nous le designerons par C et nous Tappelerons 
indice simplifiS de la concentration des icarts, pour le distinguer du 
precedent (Cn) qu*on pent appeler indice amplifie de la concentra¬ 
tion des ecarts. Nous avons ainsi: 


C 




[ 21 ] 


e’est-k-dire que Vindice simplifie de la concentration des ecarts de series 
homonomes est donne par le rapport de la somme des carres des ecarts 
moyennaux au carre de la somme de ces ecarts. 

Appliques aux memes exemples concrets pris au § precedent, 
les indices de concentration Cn et C donnent j^our les series A et 
B les valeurs suivantes : 

Indice amplifie de la concentration des ecarts (Cn) : 


Pour A ... Cn 


12 


36 + 36 


12 ^ 


2.36 

12 


- 6 


Pour B ... Cn 


12 
12 . 

12 * 
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Indice simplifie de la concentration des ecarts (C): 

T> A n 36 + 36 

Pour . . . C =-= 0,50 

12* 


Pour B . . .C = r= ^ 0,083 . 
12* 12 


D'apr^s C comme d’apr^s C», la serie + a un indice de concen¬ 
tration six fois plus eleve que B[ 

Appliques aux series Ai et Bi , les indices de concentration sont 
respectivement: 

Indice amplifie de la concentration des ecarts (C«) : 


Pour Ax , . 

. . C„ = 12 . 

4 • 36 

— 3 



24* 

Pour Bi , . 

. . C» =- 12 

102 

= 2.125 



24* 


Indice simplifie de la concentration des ecarts (C) : 

I 


Pour At , . 

. . C 

4 • 36 
24’ 

Pour Bi, . 

.. c 

102 

24^ 


17 

96 


= 0,25 


0,177, 


I^e rapport de la concentration des ecarts de et de Bx est 
naturellement le meme, que Ton prenne Cn ou C. 


§ 35. — lye rapport de Tecart successif quadratique moyen ((;) 
k Tecart successif arithmetique moyen {e,n) presente une analogie 
parfaite avec Tecart moyennal quadratique moyeti (a) divise par 
I’ecart moyennal arithmetique moyen {dm), En effet, dans Tex- 
pression 

?«= —, [22] 

comme dans I’expression [18], le numerateur de la fraction est la 
moyenne quadratique des memes quantites dont le denominateur 
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est la moyenne arithmetique. Pour des series homonomes, la valeur 
de ce rapport varie uniquement avec la mesure de Tinegalite des 
divers ecarts successifs, c’est-a-dire, pour des series monociphales, 
avec Tallure plus ou moins precipitee de la serie (§ 17). Le rapport 

^ est ainsi V indice de la pricipitation des siries homonomes mono- 

cephales (*). 

Cet indice peut etre applique a n’importe quelle serie monoce- 
phale, periodique ou non. Pour des series monocephales periodiques, 

2 a 

ou, comme nous Tavons vu plus haut [3], = » notre expres- 

11 

sion [22] prend la valeur suivante: 


n 




a : n 


- . (:!:*) 


[23J 


Mais n etant constant (puisqu'il s'agit de comparer des series 
homonomes) y c'est done simplement Texpression : 


ca - ' [24] 

a 

qui peut servir d'indice de Tallure precipitee (ou, inversement, gra- 
duelle) des series comparees. 

Une fois de plus nous constatons ainsi Tinteret des valeurs ex¬ 
tremes quand il s'agit de series de variations typiques. Et de nou¬ 
veau, nous voyons Tinteret que peut presenter, en particulier, la 
combinaison des deux notions fondamentales de toute variation : 
de la moyenne (representee id par^) etdes extremes (a). — (Cf. §§ 10, 
25 et 32). 

Cependant, nos indices [22], [23] et [24] peuvent, eux aussi, 
etre simplifies tout comme Tindice de concentration [18]. En effet, 

c> _ I' n 
YiC \n 


1/ 


« . S’ e 


/ S 

1/ n - 


[25 


(♦) L/e probleme est plus complexe pour des stories polycdphales, ou les 
<^carts successifs peuvent plusieurs fois changer le sens (le signe) de leurs varia¬ 
tions. Nous y reviendrons peut-etre une autre fois. ^ 

Si n est impair, il est plus simple de prendre Texpression: —-. 
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En supprimant le radical pour les memes raisons que celles in- 
diquees plus haut {§ 34), et en designant I’indice de precipitation ainsi 
simplifie par nous pouvons dire: 


Pn — n 


Se* 


[26] 


Pour les series monocephales homonomes, n etant constant, I’in¬ 
dice de precipitation (P) pent encore etre simplifie par la suppression 
de «. On obtient alors; 


W e ■ 


[27] 


Comme indice de precipitation des series monoclphales homonomes 
on pent done prendre simplement le rapport de la somme des carris 
des ecarts successifs au carre de la somme de ces memes ecarts (pris en 
valeurs absolues). 

Pour I’etablissement de nos indices de precipitation Pn [26] et 
P [27], comme pour [22], nous n'avons introduit aucune conside¬ 
ration particulicre propre aux series periodiques ; ils sont done va- 
lables pour toutes les series, periodiques au non. Notons cependant 
que dans les series periodiques (typiques), le nombre des ecarts vSUc- 
cessifs n est egal au nombre des termes de la serie tandis que dans 
les series non periodiques il est egal au nombre des termes moins i 
(])uisque, dans ce dernier cas, Tecart entre le premier et le dernier 
terme de la serie n’existe pas) (*). 

A titre d'exemple, prenons d'abord deux series monocephales 
homonomes non periodiques ayant la meme amplitude et, par suite, 
la meme somme des ecarts successifs et ne differant que par I’inega- 
lite plus ou moins grande de ces ecarts, e’est-a-dire par leur allure 
plus ou moins precipitee ou ondulatoire (graduelle) : Time {X) a des 
hausses et des baisses bien brusques ; Tautre (Y) a au contraire une 
allure parfaitement graduelle, tons ses ecarts successifs etant egaux 
entre eux. 


(♦) C’e^t pDiirqiioi pour les series non periodiques, la somme des hearts 
saccessifs est egale i 2 a — [t;^ — v^] en cas de series monocephales et a 
2 S a' — [Vn — Vj] cii cas de series polycepliales, [v» — Vj] etant la valeur 
absolue de recart entre le dernier et le premier tenne de la serie. 
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Series donnees : 

X ... 10, lo, i8, i8, 6, 6, 

F . . . lo, 14, 18, 14, 10, 6. 

Hearts successifs : 

X... —0,4-8, 0, — 12, o. 

y... 4 - 4. + 4. — 4. — 4 .- 4 - 


lyCs indices de precipitation Pn et P auront pour les deux series 
les valeurs suivantes: 


S&ie X 


Sirie Y 




Pn^-5- 


8’ 4- 12* 
5 

20; 5 

8» 4- 12* 
20* 


1/2,60 1,61 ; 




F 


5 •4* 
5 

4 

5 •4* 


= I 


5.0,52 = 2,60 ; P« 5 . =1 

20’ 


8 * 4 - 12“ 

P = -- = 0,52 ; 

20 ^ 


P-?-" -0,20 
20* 


Comme on devait s'y attendre apres ce que nous avons vu plus 
liaut pour la concentration (§§ 33 et 34), Tindice qe ainsi que son carre 
rindice Pn deviennent — i dans le cas dc la serie Y qui accuse une pre¬ 
cipitation minima (ou une gradualite parfaite). Quant a Tindice simpli- 
fie P, il est egal a Tindice amplifie Pn divise par 5 (5 etant le nombre 
des ecarts successifs qui dans une serie non periodique est egal au 
nombre des termes moins i). Le rapport des indices de la precipitation 
des deux series est naturellemente le meme que Ton prenne Tindice 
amplij&e Pn ou I'indice simplifie P (en effet, 0,52 : 0,20 = 2,60 : i) ; 
il est different si Ton prend Tindice qg. 


§ 36. — Pour le cas de series monocepliales et homonomes pe- 
riodigues, les indices de la precipitation peuvent etre calcules d'une 
fa9on plus simple encore. En effet, en substituant, d'apr^s [2], 2a a 2 ^ 
dans les formules [26] et [27], nous trouvons : 


n ^ n 


[26^'"] 
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et 


S a* s 
““ 4 a*' 


[ 27 ^»] 


]Le chiffre 4 etant parfaitement inutile dans le denominateur de 
rindice, nous pouvons simplement le supprimer; nous aurons ainsi 
comme indices de la precipitation des series periodiques monocepha- 
les et homonomes les expressions fort simples que void : 



Pntt 

a- 

[28] 

et 

Pa 


[29] 


II est evident que Pn a et sont respectivement 4 fois plus eleves 
que Pn et P; mais le rapport des indices de series diffdentes demeure 
naturellement le meme, que Ton prenne pour indices de la precipitation 
Pn, P, Pn a ou Pa; seulement Tindice Pa est le plus simple a calculer. 

Ainsi, admettons que les series Z et Y du § precedent soient des 
series periodiques ; leurs ecarts successes seraient done les suivants : 

Z... (+ 4, 0, + 8, 0, — 12, 0) 

y...(+ 4 , +4, +4,—4,—4, —4). 


I^es indices de precipitation seraient alors: 

Scric X 


Rcrie Y 


4“ I- 8^ + 12“ 1/224 

6 r 6 

(4+^+12); 6 




2,33 1.53 - • = I 

4 4 


6(16 + 644-144) 224 7 

fn — - — = = 2,33 : 

24“ 4“.6 3 

r, 224 7 

p = 0= 0'39 ; 

24* 18 

„ 6 (16 + 64 + 144) 28 

Pnrt ™-, ^ ■ — — 9»33 t 


(i8-6)“ 

224 _ 14 

(18—6)* 9 


1,56 : 


P, = 6 - ^ = I 

24^ 24- 

6.4* I 

P-- .--^0,17 

24* 6 

_ 6.4^ _6.6.4.4_ 

6.4* 6.4’ 2 

“ (18—6)» 12“ 3 ^ 
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On constate ainsi que les divers indices de la precipitation de la 
serie X (sauf Qe) sont aux indices correspondants de la serie Y comme 
2,33 • ^ indices bases sur <; (done et <;«) sont comme les racines 
carrees de ce rapport (1,53 : i). 

I^es indices de precipitation, comme on le voit, ne sont pas tout-k- 
fait les memes pour les series periodiques (typiques) et non-periodiques 
se composant des memes termes (ainsi, par exemple, pour la serie X, 
Pn est respectivement = 2,33 au lieu de 2,60 pour le cas de serie non 
periodique, P est — 0,39 au lieu de 0,52, et ainsi de suite). Cette di¬ 
vergence depend de la difference entre le dernier et le premier terme 
de la serie ; car, comme nous Tavons deja marque, la difference entre 
ces deux termes fait partie des ecarts successifs, en cas de series pe¬ 
riodiques, mais cet ecart n'existe pas pour des series non-periodiques (*) 


(*) Co u n'i 123 indices de la concentration (cf. § 33), nos indices de la pre¬ 
cipitation se trouvent sous rinfluence non seulement de la precipitation mcine 
(I’incgalite des ecarts successifs), mais dans uiic certainc mesure aussi sous 
cclle du nombre des termes («). C'est pourquoi nous avons bien soulign <5 qu’il 
s’agit d'indices de precipitation de series homonomes: n etant le mcnie pour 
les s<iries compares, la difference de leurs indices ne pent alors provenir que 
de la difference de precipitation. On coinmettrait done une entur cn appli- 
quant ces indices a des series h^teronomes; car on attribuerait ainsi a une dif¬ 
ference de precipitation ce qui est, au moins en partie, Teffet de la difference 
du nombre des termes. 

Cei)endaiit, I’erreur ne serait pas de la ineiiie grandeur pour nos divers 
indices. Au prime abord on penserait peut-etre que I’indice siiiijdifie P = 


ou Pa 




pourrait etre applique a des series h^t^ronoines avec le moins 


d’erreiir, sinon tout-a-fait correctement, piiisque sa fomiule ne contient pas 
n ; il parait done insensible aux differences du nombre des termes; par contre, 


la formule de P^ (ou de sa racine carri^e c^) contient n I etant 




n'Le 


■?)■ 


Pourtaut 


c’est le contraire qui est vrai. II est vrai que la formule de P ne contient pas 

Se* 

n explicitement; seulement, on pent ddmontrer que le rapport est lui-meme 


fonction de n, tandis que dans le rapj)ort - \ — 


i:e:nr 




ou dans son carr^ P^, 


si Taction de n n'est pas diming, elle est pourtant, d'une fa^on gdn^rale, for- 
tement att^ude. Voici d’ailleurs un exemple concret: Soit Z une serie p^io- 
dique monoc^phale a 9 termes ayant une allure manifestement moins pr^ci- 
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CHAPITRE VII. 


Indices de certains CARACTi:REs des s£:ries pfcRioDiQUEs {suite). 


§ 37. — On pent etablir un indice de concentration des ecarts 
encore d'une autre fac^'cn. En effet, nous avons vu (§§ 15 et 27) que la 
concentration a pour corollaire un ccarteinent moyennal du second 
ordre de telle nature qu’aux differences de la concentration repondent 
des differences de I’ecart mo^^ennal moyen du se^nd ordre (S^). 
Naturellcment, la valeur globale de cet ecart depend aussi des 
dimensions des phenomenes consideres et de leur variabilite moyennale. 
Mais en divisant cet ecart (Sm) par Tecart moyennal aritlinietique 
moyen du premier ordre {dn^, comine nous Tavons fait pour Gd [18], 
nous trouvons Texpression suivante (que nous designerons par K) : 







[30] 


pitee quo la sorie (a 6 teniics) X et plus precipitee que la scric Y citce plius 
haul: 

^ Seric domide .... (5, 7, r-, tS, 20, 

;6carts successifs . . (—\- 2, i 5, 


vSi lions NToiilioJis comparer la precipitation dc cos trois series (qui lie soiit 
pis lioinonomes) sur la base de I’indice P, nous trouverions pour la seric Z 


r indice P 


I- A ! -’5 r + 4 t- ^5 !• -5 ^ i 
(4 i - -i' 5 4- b -T - I 5 i- 5 4- Jp 


I 3f) 

— 0,1-^ (contre 

' ,00 


0,17 pour la serie Y) ; on aurait ainsi pour z une preeqiilation moindre que 
pour la serie Y qui accuse vine gradation jiarfaite, soit la precipitation minima 1 


Par contre, 1’indice donnerait pour la serie Z le eliiffres de 


9.136 

900 


T,3b , 


contre i pour Y et 2,33 pour X, ce qui correspond grosso modo 4 la r^alite. 

II eu serait dc memc dc I’indice <;^ = ; il doimerait ) 1,36 = 1,17 pour Z, 

ent 

contre i pour Y et 1,53 pour X. 

Une observation parfaitement analogue pent etre faite aussi au sujet 
des indices de concentration des hearts, et naturelltmcnt tout aussi bien pour 
les series non p^riodiques que pour les series p^riodiques. 
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qui est independante des dimensions des phenom^nes envisages et 
de leur variabilite moyennale et qui pent, elle aussi, servir d'indice 
de la concentration des ecarts des series. 

Notons bien qu'en cas de concentration nulle, c'est-a-dire lors- 
que les ecarts moyennaux (du premier ordre) sont tons egaux entre 
eiix, les ecarts moyennaux du second ordre etant tons egaux a zero, 
rindice de concentration K devient lui aussi — 0 (le numerateur £ 8 
etant = 0). ly'indice de concentration base sur Tecartement du second 
ordre {K) ne coincide done pas avec les indices bases sur les carres des 
ecarts du premier ordre etablis dans le chapitre precedent et dont cd 
et Cn marquent la concentration nulle par le chiffre i et C par le chiffre 

. Ainsi pour les memes series A , B, Ai que nous avons deja 

n 

prises comme exemples plus liaut (§§ 15 et 16), les indices de concen¬ 
tration s*expriment par les chiffres suivants : 


S 6 ric 



K 

A 

2.45 

6 - 

1,67 


1.73 

3 > 

1.34 

B, 

1,46 

2,13 

0,84 

B 

I,- 


0 


D*apres cet exemple, on voit egalement que Tindice K croit re- 
lativement bien plus fortement avec I’accroissement des faibles con¬ 
centrations (par exemjde, de 5 a et a /I i) et beaucoup plus faible- 
ment pour Taccroissement des concentrations elevees (de A^ k A) \ 
e'est le contraire qui est vrai pour les indices aa et Cn qui croissent 
plus faiblement avec Taccroissement des faibles concentrations (de 
B k Bi) et plus fortement avec celui des fortes concentrations (de Aj 
k ^). Et ceci n'est pas Teffet de quel que hasard : les variations des 
indices bases sur les carres des ecarts (nieme si Ton en tire la racine 
carree) sont plus fortes pour les gros ecarts que pour les petits. 

Au prime abord on croirait peut-etre que Tindice de concentra¬ 
tion K, aurait une portee plus generale que les indices bases sur les 
carres des ecarts du premier ordre ; on croirait notamment qu'il pour- 
rait servir egalement a comparer des series heteronomes, car le nom- 
bre des termes {n) agit sur le numerateur (S 8) du rapport K exacte- 
ment de la meme fa9on que sur son denominateur (Si). En realite, 
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cependant, Tindice K, comme les indices de concentration degages 
plus haut, permet de comparer la concentration uniquement quand il 
s’agit de series homonomes. Nous verrons plus loin (§ 59) la raison de 
cette restriction. 


§ 38. — On sera peut-etre tente de proceder d'une fa^on analogue 
pour la precipitation des series monocephales ; on voudra peut-etre 
prendre comme indice de la precipitation de ces series le rapport de 
Tecart successif arithmetique moyen du second ordre au meme ecart 


du premier ordre 



Car, comme nous Tavons vu (§§ 17 et 28), 


Tallure plus ou moins precipitee ou graduelle d'une serie n'est autre 
chose que recartement successif plus ou moins inegal (ou egal) de ses 
termes, ce qui parait correspondre a rimportance plus ou moins grande 
des ecarts successifs du second ordre. Mais ceci est vrai seulement tant 
que le nombre des sommets (et Timportance des amplitudes) ne change 
pas, en particulier pour les series monocephales. Or, si la serie des va¬ 
riations donnee est monocephale, la serie de ses ecarts successifs ne 
Test pas forcement; elle Test meme plut6t rarement. De plus, pour 
les memes harts successifs (du premier ordre), done pour le meme de- 
gre de precipitation, les ecarts successifs du second ordre peuvent, 
en general, etre bien differents selon la disposition des ecarts successifs 
du premier ordre (puisque chaque ecart successif du second ordre est 
determine par deux ecarts voisins du premier ordre) ; pour la meme 
precipitation, on pourrait ainsi avoir des indices de precipitation 



differents. 


Qualques exemples pour plus de clarte. Prenons deux series pe- 
riodiques [M' et monocephales, homonomes, ayant les memes 
maximum et minimum et les memes ecarts successifs (du premier 
ordre), mais autrement disposes: 


Heart e m 

moyen Cm 


M' 


Serie donnee {v) . , (5, 9, 10, 12, 15, ii, 

Slcarts successifs (pris 
en valeur absolue) ; 

du 1^ ordre [e) . . (i, 4, i, 2, 3, 4, 2, 3) 
du 2^ ordre (e) . . (2, 3, 3, i, i, i, 2, i) 


6 ) 


2,50 

175 


0,70 




76 


Heart 

moyeii 


em 


Cm 


vSerie donnee (5, 9, 12, 15, 13, ii, 10, <)) — 

hearts successifs (pris 
M'' ( en valeur absolue) : 

du ordre (£j) . . (4, 4, 3, 3, 2, 2, 1, 1) 2,50; 

du 2^ ordre (e) . . (3, o, 1,0, i, o, 1, o) 0.75 \ 



Ha serie M', dont Tallure est tout aussi gradiielle ou precipitee 
que celle de la serie M'" puisqu’elle accuse exactement les memes 
ecarts successifs, aurait ainsi un indice de precipitation plus que 
double uniquement par suite du fait que ces ecarts sont dans M' 
autrement disposes que dans M'', 

Un autre exemple : prenons trois series periodiques monocepha- 
les, homonoines {X', X'' et X'") qui ont la meme amplitude ct qui 
accusent les memes ecarts successifs allant d'un coup du maximum 
de la serie a son minimum et vice versa, niais qui different par la si¬ 
tuation respective de la liausse et de la baisse : 



Graphique VIII. 
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]i)cart e m 
moyen em 

I Serie donnee W . . . (13, 13. 7 . 7 . 7 . 7 ) — — 

£carts successifs (pris 
en valeur absolue) : 

du ordre {e) . . (6, o, o, o, 6, o, o, o) 1,5 ) 

d 2^ ordre (e) . . . (6, 6, o, o, 6, 6, o, o) 3,0 ) 

I Serie donnee (v) . . . (7, 7, 7, 13, 7, 7, 7, 7) — — 

hearts successifs (pris 
en valeur absolue) : 

du i" ordre {e) . . (o, o, o, 6, 6, o, o, o) 1,5 ( 

du 2^ ordre (e) . . (o, o, o, 6 , o, 6, o, o) 1,5 i 

I Serie donnee (7;) . . (7. 7, 7, 13, 13, 7, 7, 7) — — 

hearts successifs (pris 
en valeur absolue) : 

du I®' ordre {e) . (o, o, o, 6, o, 6, o, o) 1,5/ 

du 2*^ ordre (e) . . (o, o, o, 6, 6, 6, 6, o) 3,0 i 

Malgre le fait que dans les trois series nous trouvons une seule 
hausse et une seule baisse de dimensions identiques pour toutes les 
trois, rindice de precipitation base sur Tecartement successif du se¬ 
cond ordre serait pour la serie X'' deux fois plus petit que pour X' 
et X'", et cela uniquement parce que dans X" la hausse et la baisse 
se suivent immediatement. (On remarquera aussi que pour X'^, la serie 
des ecarts successifs du i” ordre demeure monocephale; pour X' et 
X'", elle est bicephale). 

lye rapport de Tecart successif arithmetique moyen du second or¬ 
dre au meme ecart du premier ordre (analogue a celui etabli plus haut, 
sur la base de recartement moyennal, pour la concentration) ne pent 
done pas servir d’indice de la precipitation des series. 

§ 39. — Nous avons vu plus haut (§ 30) que ce qui determine la 
deviation de la symetrie, la dissymitrie des series, et qui varie avec 
cette dissymetrie, ce sont les differences des ecarts des termes equidis- 
tants (*), en cas de symetrie positive, et les sommes algebriques de 

(♦) Par I’expression «termes equidistants» nous entendrons toujours 
les termes ^galenieiit distants du centre de symetrie. 
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ces ecarts en cas de symetrie negative; nous avons vu encore que ces 
ecarts peuvent etre moyennaux, centraux ou successifs. Mais la valeur 
brute des ecarts des termes equidistants varie non seulement avec le 
degre d’asymetrie de la serie, mais encore (comme celle des ecarts en 
general) avec la grandeur des termes de la serie (dimensions des phe- 
nomenes consideres) et avec leur variabilite; le total des differen¬ 
ces (ou des sommes algebriques) des ecarts de tous les couples de ter¬ 
mes equidistants varie naturellement encore avec le nombre des ter¬ 
mes de la serie. Pour eliminer Taction de tous les facteurs autres que 
la dissymetrie, nous diviserons la sonime des valeurs absolues des 
differences (ou des sommes algebriques) des ecarts des termes equidis¬ 
tants par la somme des valeurs absolues des ecarts de tous les termes 
de la serie (§ 31). Naturellement, s’il s’agit de la dissymetrie des ecarts 
moyennaux, il faudra diviser la somme des valeurs absolues des diffe¬ 
rences (ou des sommes algebriques) des ecarts moyennaux des termes 
equidistants (2 [d' T ^^^) (*) par la somme des valeurs absolues 
des ecarts moyennaux de tous les termes (S [d]) ; s'il s*agit de la sy¬ 
metrie des ecarts successifs, il faudra diviser la somme des valeurs ab¬ 
solues des differences (ou des sommes algebriques) des ecarts suc¬ 
cessifs des termes equidistants (2 [e' T e"]) par la somme des valeurs 
absolues de tous les ecarts successifs de la serie (2 [e]) ; s’il s’agit de 
la symetrie des ecarts centraux, la somme des valeurs absolues des 
differences (ou des sommes algebriques) des ecarts centraux des termes 
equidistants (2 [yj' =F rf]) sera divisee par la somme des valeurs 
absolues des ecarts centraux de tous les termes de la serie ((S7 ))[y)]). 

lyes indices de dissymetrie (que nous designerons par D) seront 
done les suivants (**) : 

Diss>Tmltiie positive Dissyinclrie n^-gative 


Dissymetrie des ecarts moyennaux : D'^ = 
Dissymetrie des ecarts successifs : ~ 

Dissymetrie des ecarts centraux : = 


S [d' — 


S [rr + d’] 

[31] 





S[e' — «"] 


S [e' + 

[32] 






- 

S [?)' + T)’] 

[33] 






(*) Dans le reste de ce chapitre, les crochets [ ] serviront 4 d^igner la 
valeur absolue des expressions algebriques. 

(**) Convenons d'appeler dissymetrie positive la deviation de la symetrie 
positive et dissymetrie negative la deviation de la symetrie negative. 
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Et en general, en designant les ecarts de quelque nature qu'ils 
soient (moyennaux, successifs ou centraux) par E, les ecarts des ter- 
mes situes d'un cote du centre de symetrie par £' et de Tautre par 
nous pouvons ecrire que Tindice de dissymetrie {D) est egal k : 


S [E' T E"] 
S [E] 


[34] 


etant bien entendu qu’il faut prendre [£' — E") pour determiner la 
deviation de la symetrie j^ositive et [E' + E"] pour la deviation de la 
symetrie negative. 


§ 40. — Dans le cas de symetrie positive parfaite, c’est-^-dire si 
les ecarts des termes equidistants sont egaux, toutes les differences 
E' — E*" sont = 0 et notre indice de dissymetrie devient a son tour = 0 . 
II en est de meme en cas de symetrie negative parfaite: chaque E' 
etant = — E", toutes les sommes E' + E'' deviennent =:= 0 de meme 
que rindice de dissymetrie. 

Dans le cas de symetrie partielle, notre indice de dissymetrie D 
est une fraction (positive) inferieure a i. En cas de deviation de la sy¬ 
metrie positive et tant que les E' et les E"" conservent les memes si- 
gnes, il est evident que pour tout couple de termes equidistants 

[E' - E"] < ([E'] + [£']), c*est-a-dire < i ; cette 

expression augmente a mesure que E" se rapproche de 0 ; et lorsque 
tous les E" sont 0, 1 ’indice devient — i. II en est de meme lorsque 
tous les E" ont des signes opposes a ceux de E '; Tindice de la devia¬ 
tion de la symetrie positive devient alors aussi — i. (eii efFet, dans 
chaque couple de termes equidistants {[£' — (— £*)] — [E'] + [£*]; 


d’ou: D+ = 


[E' — E"] 

S [£] 


S [E'] + S [£*] 
S [£']”+ S [E"] 


0 


. En d'autres ter¬ 


mes : Vindice de dissymetrie positive est une fraction variant entre 0 
et I ; il devient 0 lorsque la symetrie positive est parfaite (lorsque la 
dissymetrie est nulle) ; il devient i lorsque toute trace de symetrie posi¬ 
tive dispar alt soit que dans tous les couples des termes iquidistants Vun 
des termes demeure invariable (ecart = 0) tandis que Vautre varie, soit 
encore que Vun varie en sens opposS aux variations de Vautre. 
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Par un raisonnement analogue, on arrive au meme risuUat pour 
L* indice de la dissymetrie negative : lui aussi varie entre 0 et i; a Tab- 
sence de toute deviation de la parfaite symetrie negative, correspond 
rindice 0; Tindice augmente avec Taugmentation de cette deviation, 
et quand les termes equidistants n’accusent aucune variation en sens 
opposes (si Tun des termes de chaque couple varie tandis que Tautre 
reste invariable ou varie dans le meme sens), Tindice de la devia¬ 
tion de la symetrie negative, Tindice de la dissymetrie negative, 
devient = i. 

Notons que dans Tctablissement de notre indice de dissymetrie D 
nous n^avons introduit aucune condition particuliere propre aux 
series periodiques; il est done applicable a n'importe quelles series, 
])eriodiques ou non. Dans les calculs concrets, il ne faut pourtant pas 
perdre de vue que pour les series non-periodiques le nombre des 
ecarts successifs et centraux est de i inferieur au nombre des termes 
de la serie (done — n — i) tandis que pour les scries periodiques (ty- 
piques), le nombre de toutes sortes d'ecarts (moyennaux, successifs 
ou centraux) est egal a celui des termes de la serie n). 


§ 41. — Pour Tapplication pratique de notre indice de dissymetrie 
on peut recommander le precede suivant: on regarde les signes des 
ecarts des termes equidistants; s'ils sont systematiquement (ou a 
peu pr^s) les memes, on applique Tindice de deviation de la symetrie 
positive (D+) ; s’ils sont systematiquement opposes on appliquera 
rindice de dissymetrie negative [D -); si le cas parait de prime abord 
douteux, on calculera les deux indices et Ton retiendra de preference 
le moindre, e’est-a-dire celui qui marque la moindre deviation de la 
symetrie. 

Appliquons maintenant effectivement ces indices a quelques 
exemples concrets. Prenons d'abord les deux series non periodiques 
du § 18 et calculous les indices de dissymetrie de leurs ecarts cen¬ 
traux. 


Teriue central 


Series donnees {v) 
ficarts centraux (7)) 


I . 

20, 

5. 10, 5, 

20 

10 

II . 

4 , 

3. 5. 7 . 

6 

5 

I . 

. + 10, - 

-5, 0, — 5, + 

10 


II . 

. — I," 

— 2, 0, + 2 + 

I 




8i 


Pour la serie I (les signes des ecarts des termes equidistants 
etant partout les memes), il s’agit d'un indice de deviation de la syme- 
trie positive; il est egal k : 

^ S [ 7 )'- V] [10 - 10 ] +[- 5 - (- 5 )] 0 _ ^ 

^ S [rj 10 4 - 5 + 5 + 10 30 

ce qui correspond a une dissymetrie nulle,soit k une parfaite symetrie 
positive des ecarts centraux. 

Pour la serie II (les signes des termes equidistants etant partout 
opposes), il s'agit de fixer Tindice de deviation de la symetrie negative, 
il est egal a: 

S [*/)' + '/)"] [— I -I- I] + [— 2 -f 2] ___ 0 _ ^ 

S [t]] I + 2 H - 2 + I 28 


ce qui marque une dissymetrie negative nuUe, soit une parfaite sy¬ 
metrie negative des ecarts centraux. 

On pourrait de meme calculer pour les memes series les indices 
de dissymetrie des ecarts moyennaux ou successifs. 

Calculons maintenant les indices de dissymetrie des ecarts mo¬ 
yennaux des quatre series ayant les memes termes, mais autrement 
disposes, mentionnees k titre d'exemple au § 29. 

Moyenne 

arithm^tiquc 

Series donnees (v) : 


I . . 

8 , 

5 . 

3 . 

TO, 

17. 

15, 

12 

II . . 

12, 

3. 

15. 

10 , 

17. 

5. 

8 

Ill . . 

. . 17. 

8 , 


10, 

3. 

5. 

12 

IV . . 

, . 17, 

3 . 

10, 

15. 

12, 

8 . 

5 

Ecarts moyennaux (^^) 







I 

. . —2. 

-- 5 . 

— 7 . 

0 , 

+ 7, 

+ 5. 

+ 2 

II . 

. . + 2 , 

— 7. 

+ 5. 

0 , 

+ 7, 

— 5 . 

— 2 

Ill . 

. . + 7 . 

— 2, 

+ 5 

0 , 

—7. 

— 5 , 

+ 2 

rv . 

. . + 7 . 

— 7 . 

0. 

+ 5 ^ 

+ 2, 

— 2, 

— 5 


10 

10 

10 


10 
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Sirie I. — Les ecarts des termes equidistants ont toujours des 
signes opposes. ly’indice de dissymetrie negative est: 

J + 2] + [— 5 + 5] +[-7 + 7] _ 0 _ ^ 

^ 2 + 5 -f- 7 + 7 + 5+2 28 

La serie I pr&ente done une parfaite symetrie negative des ecarts 
moyennaux. 

Serie II, — Les ecarts des termes equidistants ont plutot les 
memes signes. L^indice de deviation de la symetrie positive est: 

[2 —(— 2 )]+[— 7 —{— 5 )]+[ 5 — 7 ] 4 + 2+2 8 

UJ - — --- - ^ ^ ~ 0,2Q 

24-5+7+7+5+2 28 28 

Cette serie presente ainsi une sensible deviation de la symetrie 
positive des ecarts moyennaux. 

Shit III. — Les ecarts des termes equidistants se font tantot 
dans le meme sens tant6t dans un sens oppose. Calculons les indices 
de deviation de la symetrie aussi bien positive que negative. 

Indice de dissymetrie positive: 


r,+ [7 —2] +[— 2 + 5] +[5 +7] 5 + 3 + 12 20 

--= -28— “. 8 =°'^' 

Indice de dissymetrie negative : 

n- ^ — 7] ^ 9 + 7 + 2 ^ 18 _■ 


La serie est tres asymetrique, mais la deviation est moins forte 
pour la symetrie negative. 

SSrie IV. — Les signes des ecarts des termes equidistants sont 
plutot opposes. L* indice de la dissymetrie negative est: 

Z)-= + [— 7 — 2] + [0 — 2] + [5] ^ 

7 + 7 + 5 + 2 + 2+5 

2+0+2 +5 18 


(♦) Dans le cas de symetrie partielle des hearts moyennaux (e’est alors seu e- 
ment que le probl^me pent se poser), lorsque le terme central s'^arte lui-meme 
de la moyenne, il parait juste de compter cet dcart parmi les manifestations de 
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Prenons encore le cas de la serie citee k titre d’exemple au § 22, 
1° et calculons I’indice de dissymetrie de ses ecarts successifs (en par- 
tant du terme central 15). 

Serie donnee {v) . . 3, 5, 16, 20, 15, 6, 4, 2, i 

ficarts successifs {e) — 2, — 11, — 4, -|- 5, —, — 9, — 2, — 2, — i 

On voit d’emblee que la serie est tres asymetrique par rapport au 
terme median 15, pris comme centre de symetrie. En effet, I’indice 
de dissymetrie positive est egal a: 

. [5 + «] + [—■ 4 + 2] + [— II + 2] + [— 2 4- ij __ 

2 4- II + 4 + 5 f- 9 + 2 -I- 2 h I 

14-1-2 + 9+1 26 


ly’indice de dissymetrie negative est tout aussi eleve: 

. [5—9] _+_r— 4—2] + [— II—2] + r— 2 — I] 

2 ~+II+ 4 + 5 + 9 +2+ 2 + 1 

4 + 6 + 13 + 3 26 

= -- -- = 0,72. 

36 36 


Par centre, si nous prenons comme centre de symetrie non pas 
le terme median 15, mais le terme 20, les ecarts successifs en partant 
de ce centre sont: 


— 2, — II, — 4, — 5, — 9. — 2, — 2, — I. 

lyes termes equidistants des deux cotes du terme 20 pris comme 
centre de symetrie accusent des ecarts ayant tons les memes signes ; 


dissymetrie (done aussi bien au numerateur qu'au denominateur de I’indice 
de dissymetrie). Nous attirons pourtant Tattention sur le fait que plus haut 
(§19, serie I) nous avons pris comme exemple de parfaite symetrie positive des 
ecarts moyeiinaux une serie dont le terme central s’ecartait de la moyenne. 
II y a 14 un probl^me qu’il faudrait encore eiucider. 




84 


ces ecarts accusent ainsi une certaine symetrie positive; Tindice de 
deviation de la symetrie positive est pour eux egal a : 


I) 


[— 4 5] + [“ 9] ^ 2] + [— i] 

2 II + 4+ 54-9 + 2 4-2 + I 


j 4_ 2 +2+1 
' 36 


6 

36 


-- 0,17 . 


La serie, qui est tres asymctrique par rapport a son terme me¬ 
dian, se montre done, au contraire, fort pen asymetrique ou, si Ton 
prefere, fort symetrique par rapport au terme 20 pris comme centre 
de symetrie. 

Si la serie indiquee etait une serie periodique, on pourrait, en outre, 
la commencer par le terme i. Si Ton prend alors le terme 20 comme 
centre de symetrie, la serie meme et ses ecarts successifs prendront 
la forme suivante: 

vSerie donnee {v ). . (i, 3, 5, 16, 20, 15, 6, 4, 2) 

ficartssuccessifs {e) (— 2,-2, — it, — 4, —, — 5, — 9, — 2, — 2, — i). 


L’indice de dissymetrie (positive) des ecarts successifs est id: 
D+ 1^—4 + 5] + [—11 + Q] 4 - [— 2 + 2 ] ;K—2 + 2] + [—I] ^ 

' 2+2+II+4f5+9+2+2+I 

_r+2+i_ 4 _ 

~ 38 ~ 38 ~ ■ 


La serie periodique consideree presenterait ainsi une symetrie 
positive des ecarts successifs extremement elevee. 

Comme on le voit d’apr^s ces divers exemples, le calcul de notre 
indice de dissymetrie D constitue une operation des plus simples. 


(•) Les ecarts successifs qui n’ont pas leur pendant de Tautre c6t€ du 
centre de symetrie sont enti^rement des manifestations de dissymetrie et, 
par suite simplement additionnes (en valeur absolue) aux differences des ecarts 
des termes equidistants dont la somme forme le numerateur de I’indice de dis¬ 
symetrie. (Cf. note precedente). On procMera de la meme fagon en cas de 
dissymetrie negative de ces ecarts. Ce procede n’est cependant pas exempt 
de toute critique, et le resultat auquel il aboutit doit etre considere plutdt 
comme approximatif. 
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§ 42. — Dans notre indice de dissymetrie D, on pourrait remplacer 
les valeurs absolues par les caries des memes quantites ; on arriverait 
ainsi h une expression qu’on pourrait appeler I’indice carrl de la dis¬ 
symetrie (qu’il ne faut pas confondre avec le carre de I’indice), que nous 
designerons par *D et qui est egal a : 


etant toujours entendu qu’il faut prendre (£' — £*)* pour determiner 
la dissymetrie positive et (£' -f £*)* pour la dissymetrie negative. 

Pour attenuer Taction de Televation au carre, on pourrait pren¬ 
dre la racine carree de Tindice carre; on obtiendrait ainsi un indice 

Va 

qu’on pourrait appeler quadratique, que Ton designerait par D et 
qui s’exprimerait par la fornmle suivante : 



|/S [E'-Ey 


[36] 


Dorsque la symetrie est parfaite, Tindice carre de la dissymetrie 
(*D) est egal a 0. En efiet, en cas de symetrie positive parfaite, tons les 
E" sont egaux aux E' correspondants et S (£' — Ey ainsi que Tin- 
dice ®Z)+ deviennent = 0 . II en est de meme pour Tindice carre de dissy¬ 
metrie negative en cas de dissymetrie negative parfaite, lorsque tons 
les E" — — E': leur somnie E' -f- E" et Tindice sont aussi — 0. — 
Dans les cas ou dans tons les couples de termes equidistants. Tun des 
termes presente quelque ccart tandis que Tautre n’en presente aucun, 
e’est-a-dire si E' a quelque valeur positive ou negative tandis que 
E’ est egal a 0 (ou vice versa), Tindice carre de la dissymetrie 

s {Ey 

*D — - - = I. — Dans le cas ou tousles E" seraient = — E', ’indi- 

s {Ey 


ce carre de dissymetrie positive *D+ = 


I,{E'~Ey _S(2£')* 
S(£') + ~ 2 S {Ey 


4 S {Ey 
2 S (£')* 


De meme dans le cas ou tous les E" = E', Tindice carre 


, . S (£' -f Ey 4 S {Ey 

de dissymetrie negative serait: *D- = —_ ^-= —- "=2 . 

® 2l,{Ey 

— Quant a Tindice quadratique de la dissymetrie, il serait egal k a 

racine carree des expressions obtenues pour Tindice carre correspon- 

dant. 
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En resume, les indices de la dissymetrie, I’indice simple (jD), 
cane i^D) et quadratique prendraient les valeurs suivantes: 


Dissymetrie positive 


Dissymetrie negative 

Di 


Vi 

D' 

I) 



— 


— 

— 

— 

— 

En cas ou tons les: 

E” - E' . 0 

0 

0 

I 

2 

12 

E’ (ou ~ 0 . . I 

1 

I 

r 

1 

I 

11 

1 

M 

2 

\2 

0 

0 

0 


Ea principale difference entre I’indice simple (/)) base sur les va¬ 
leurs absolues des differences (ou des sommes algebriques) des ecarts 

et les indices (*Z) et ^d) bases sur leurs carres pent etre constatee 
dans les cas ou E' et E" suivent des sens differents de celui de la syme- 
trie supposee, c’est-a-dire en cas de E" ~ — E' pour la dissymetrie po¬ 
sitive et de E" = E' pour la dissymetrie negative. Dans le cas extreme, 

V* /— 

outouslesE* = — E', *JD+ monte a 2 et D+ monte a \2 (= 1,41) 
tandis que D+ ne s’eleve jamais au-dessus de i; il en est de meme pour 

Vi 

D-, et D- si E' — E\ Ainsi, tandis que D varie entre 0 et i, 

. n 

varie entre 0 et 2 et D varie entre 0 et p. 

Quant a nous, et jusqu’a nouvel avis, nous ne voyons pas quel 
avantage il y aurait de compliquer sensiblement le calcul pour etablir 

un indice carre (*D) ou quadratique d) a la place du simple in¬ 
dice de dissymetrie D. Nous avons cependant tenu k signaler aussi 
les deux autres indices possibles, ne serait-ce que sous benefice 
d’inventaire. 




87 


CHAPITRE VIII. 

Coefficients de certains caracte:res des series p6riodiques. 

§ 43. — Notre indice de dissymetrie D nous parait presenter des 
avantages incontestables sur les indices proposes jusqu'ici, notamment 
sur la moyenne cubique des ecarts moyennaux. D'abord et surtout, 
notre indice nous senible beaucoup plus correct. II est, de plus, simple 
a calculer. Puis il permet de distinguer non seulement la niesure de 
la dissymetrie, mais aussi les divers genres dc diss^unetrie (et de sy- 
metrie). Enlin, de la mesure de la diSvSymetric il donne une notion 
beaucoup plus nette. En effet, les indices de dissymetrie proposes jus- 
qu’ici, et en particulier I’ecart moyennal cubique moyen, n’ont qu'une 
seule limite visible, la lirnite inferieure, qui est — 0 pour la dissyme¬ 
trie nuUe ; ils n'ont aucune limite visible superieure. Il s'ensuit que 
(meme abstraction faite des graves defauts que nous avons indiques 
au § 29) ces indices permettent tout au plus de dire dans quelle serie 
la diss^mietrie est plus forte et dans quelle autre elle est plus faible ; 
mais pour une serie prise separement, Tindice de dissymetrie ne nous 
dit pas encore si cette dissymetrie est forte ou faible, Ainsi, de deux 
indices qu’on aurait obtenus par ces methodes et dont Tun serait de 
0,9 et Tautre de 1,2, nous pourrions tout au plus conclure que le se¬ 
cond marque une plus forte dissymetrie; mais ce second lui-meme, 
egal a 1,2, marque-t-il une dissymetrie excess!vement elevee, notable 
ou a peu pres negligeable ? — nous n'en saurions encore rien. Par cen¬ 
tre, notre indice /), ne pouvant varier qu'entre les deux limites de 0 
au minimum et de i au maximum, marque par sa valeur numerique 
(0,90, 0,60, 0,10, etc.) le degrc de la dissymetrie d'une serie meme 
prise isolement; il marque ce degre eu egard aux limites possibles de 
la dissymetrie. Il se rapproche ainsi d'un vrai coefficient de la dissy¬ 
metrie. 

Par contre, ce grand avantage n'existe pas pour nos autres in¬ 
dices degages plus liaut, en particulier pour les indices de la concen¬ 
tration (pour rindice K comme pour les indices du type C) ainsi que 
pour celui de la precipitation (P), Pour les indices Cn et Pn, nous avons 

la limite inferieure qui est egale a i (et a —pour les indices simplifies 

n 

C et P) ; pour Tindice K, la limite inferieure est = 0 ; mais nous 
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ignorons encore la limite superieure de chacun de ces indices. Dans 
ces conditions, ces indices demeurent inachevh : ils permettent tout 
au plus de dire laquelle des series est plus concentree et laquelle Test 
moins, laquelle a une allure plus precipitee et laquelle plus ondulatoire, 
mais nous ne savons pas si tel ou tel cliiffre signifie un degre oleve ou 
bas de precipitation ou de concentration. Nous devons done clierclier 
si nos indices ont une liinite superieure et, s'ils en ont une, la fixer. 
Nous devons, en general, preciser davantage la mesure des variations 
de nos indices en fonction des variations de Tintensite des caracteres 
auxquels ils correspondent. 

§ 44. — Mais avant de preciser la nature et les liniites des varia¬ 
tions de nos indices et pour pouvoir le faire, nous nous permettons de 
rappeler ici trois theoremes relatifs aux maxima et aux minima. 

La somme des carves de pliisietirs variables {v), ay ant les 
memes signes et dont la somme (S) est constante, devient maxima qnand 
tous les variables sai^f un deviennent ~ 0 (le seul variable valable de- 
venant alors ~ S) ; elle est alors egale au carve de la somme de ces va¬ 
riables, — Nous designerons cette proposition sous la forme suivante : 

V [37] 

max 

2® La somme des carves de n variables, dont la somme (5) et le 
nomhre (n) sont constants, devient minima quand tous les variables de¬ 
viennent egaux entre eux ^soit egaux chacun a — ^ ; elle est alors igale 
au carve de la somme des variables divise par leur nomhre, soit: 


S v^ -- 

n 


[38] 


30 Le produit {P) de deux facteurs variables dont la somme (5) 
est constante, devient maximum quand ces deux facteurs sont egaux 

^e'est-a-dire quand chacun d'eux est = ; il est alors egal au carve 

de la demi-somme de ces variables, soit: 


P 


max 



[39] 
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Nous nous permettons egalement de donner id une demonstra¬ 
tion de ces propositions par des procedes elementaires, la demonstra¬ 
tion meme pouvant etre utile a nos deductions ulterieures. 

Proposition i. — On sait que le carre de la somme de plusieurs 
quantity est egal a la somme des carres de ces quantites plus le 
double de la somme des produits de ces quantites prises deux a 
deux [[a + 6)* = a® + 6^ + 2 a 6 ; [a + h cY ^ + 

+ 2 [ah + ac + be), et ainsi de suite]. Nous pouvons ainsi ecrire: 

(21’)* = S + 2 11 vv (par v v nous designons les produits de ces 
quantites prises deux a deux) ; d'ou il resulte: 

2 - (2 vY - 2 2 r - - 5 ^ - 2 2 7.’ i' [40] 

Ives quantites envisagees etant du meme signe, leurs produits 
deux k deux sont tons positifs ; 2 Hvv est done une quantite positive. 

5 etant constant, Texpression (S^ — 2 2 v v) est done maxima quand 
Hvv = 0, ce qui n'est possible que lorsque tons les v v sont == 0. Si 
la somme de ces quantites (5) n*est pas egale a 0, leurs produits ne 
peuvent devenir — 0 que si toutes ces quantites sauf une sont — 0 ; 
la quantite restant settle valable est alors S’ et (2 lY ~ 

Proposition 2 . — Prenons plusieurs quantites , 7'., •.’3, . . . Vn ; 
designons leur inoyenne aritlinietique par et leurs ecarts a cette 
moyenne par rfj , dz , d ^, • .. dn (pouvant etre positifs on negatifs) ; 
nous pouvons mettre ainsi: i\ v.^ -I- dj _; v. - Vm I- d .; 7*3 v,h 4* d ^; 

. . . Vn - V,n + dn . 

Si n = 2, la somme des carres des quantites envisagees sera : 

v^ ■— {v:;j 4 " dY 4~ {vm + dz)^ vij -\- 2 4 - d'^ + 7’^ 4- 

4- 2 V,n dz + cY 2 7’^ 4" 2 r,n ( 7/1 \- d,) 4 [d] 4- ^^ 2 ) • 

Si n = 3, la somme des carres des quantites envisagees sera: 

2 zr 2 Vm [d, 4- dz) 4- {d\ + r/f) 

4- -I- 2 Vn, ^3 + dl 

^ 3 + 2 [dx + dz f d H- [d^ 4- d] + dfj 

Si n 4, la somme des carres des quantites envisagees sera 

3 2 Vm (dl 4" dz + d^) 4- (dl 4- ^^2 ^1) 

4" + 2 Vm d^ 4- d^ 

“ 4 4 " 2 Vtn (dl d 2 4 - ^3 4 “ d^) 4 - 4 - ^^2 4 - <^3 4 ~ d^^ 


(^'’r + ^ 2 ) 4- vl 


(vl 4- vl + vl) + vl - 
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Et ainsi de suite. En general quel que soit le nombre (w) des quantites 
envisagees, la somme de leurs carres sera ainsi: 

Vj + ^^3 + ^^3 + • • • + ^ 2 (^X “1“ “t" ^3 “I" • • • + “I” 

+ + ^2 + ^3 + . . . + . 

Mais la somme algebrique de tons les ecarts k la moyenne arithmeti- 
que {dj + d2 + d^ + , , . + dt) est toujours = 0 ; nous pouvons done 
ecrire: 


v\ + v\ + v\ + . . . = nvl, + {d\ -]r d\ d\ + . . . + , 

soit d*apres notre notation habituelle : 

~ nvl^ +"Ld'^. [41] 

S 

Mais Vm == - ; nous pouvons done ecrire : 

n 

( S 

) - + Sc/* [42] 

n / n 


S et n etant constants et S rf* etant toujours positif, S est minimum 
quand S c/* = 0. Mais la somme des quantites positives (S d^) ne peut 
etre = 0 que si toutes ces quantites sont cgales a 0, e'est-k-dire lors- 
que les d dont tons — 0 ; tons les v sont alors egaux k Vm et egaux 
52 52 

entre eux et Sz;* — +0 

n n 

Proposition 3. — Soit et Vz, deux quantites dont la somme est 

S S 

egale k une constante S ; soit v^— + d et Vz ~ ~ — d Id etant 

2 2 

une certaine quantite positive ou negative). Ee produit (P) de ces 
deux quantites sera: 

^ ( a- + (t - 

- etant constant et d* etant toujours positif, le produit P est maxi- 
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mum quand = 0, c’est-a-dire quand = V2 = — ] leur produit 

est alors egal a 

Ce qu'il fallait demontrer (*). 

§ 45. — Ainsi done la somme des carres de n variables ay ant les 
memes signes et dont la somme est constante et egale a S, atteint son 
minimum quand tons ces variables sont egaux entre eux (proposition 2) 
elle augmente avec Taugmentation de Tinegalite entre eux, plus exac- 
tement avec I'augmentation des ecarts {d) entre eux et leur moyenne 
arithmetique [42], et elle atteint son maximum quand un des variables 
est a lui seul egal a la somme 5 , tons les autres variables devenant = 0 
(proposition i). A son minimum, la somme des carres des n variables 
S* 

est — [d’apres 38] ; a son maximum elle est — 5 * [d'apres 37]. 
n 

Nous pouvons ainsi ecrire : 

.. 5 ^ 

> 2 > - [44] 

n 

Prenons maintenant un cas plus particulier : prenons le cas ou 
les variables envisagees sont les valeurs absolues des ecarts moyennaux 
{d) d'une serie de n termes (la somme des valeurs absolues de ces ecarts 
etant -- 5 i). Ici, encore, en vertu de la proposition 2, la somme de 



(♦) Nous nous sommes ellorces de deduire nos maxima et minima par des 
proc^dds ^l^mcntaires, car nous partageons pleinemcnt l opinion dc M. lyUClEN 
March qui attire I’attention sur le fait que « aujourd'hui la statistique p^n^tre 
dans la direction des affaires aussi bien que dans les sciences de la vie » et qu'il 
est done interessant que I’esj^rit de sa methode soit aisement accessible t a 
ceux dont les connaissances en math^matiques sont mdimentaires, a la con¬ 
dition toutefois que les notations S3nnboliques ou figures, indispensables pour 
la clart^ et la pr^ision des raisonnements abstraits, ne les rebutent point ». 
(Differences et correlations en statistique dans le Journal de la Socidte de Statis¬ 
tique de Paris, 1928). — M. Corrado Gini s’exprime encore plus categori- 
quement dans les termes lapidaires qui suivent; d’apr^s lui, le mot d'ordre 
des statisticiens «instead of being represented by the words « Statistics with 
Mathematics », should be represented by « Statistics with the least mathematical 
means possible» (Contribution of Italy to Modern Statistical Methods dans 
The Journal of the R. Statistical Society, London 1926). 
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leurs carres (S atteindra son minimum lorsqu'elles seront toutes 
egales entre elles; elle sera alors egale k : 



Si nous designons les valeiirs absolues des ecarts accuses par cha- 
cun d'eux par rapport a leur propre moyenne arithmetique par 8 
(ecarts moyennaux du second ordre), nous pouvons, d'apres la formule 
[42], ecrire que la somme des carres de nos ecarts du premier ordre est 
egale a : 

s ^ ^ + s [46] 

11 


Elle augmentera avec Vaugmentation des 8, c’est-^i-dire avec les ecarts 
du second ordre ou, en d’autres termes, avec Taccroissement de Tinc- 
galite entre rios ecarts du premier ordre. 

Jusqu'ici, nos deductions generales s'appliquent entierement a 
ce cas particulier. Mais la somme des carres des ecarts du premier 
ordre (2 d^) peut-elle atteindre le maximum de S* ? — Non. Car ce 
maximum n'est atteint que lorsque tous les variables sauf un devien- 
nent = 0, le seul variable reste valable devenant a lui seul — Sj 
(proposition i). Or, il n’est pas possible qu'il n'y ait qu'un seul ecart 
a la moyenne ; car dans toute serie un ecart positif ou negatif de la 
moyenne suppose forceinent au moins im ecart en sens oppose (autre- 
ment, la somme algebrique des ecarts ne serait pas — 0 et la « moyen¬ 
ne )) ne serait pas une moyenne). Ouand les variables envisagees sont 
des ecarts moyennaux, il faut done qu'au moins une de ces variables 
soit positive et une negative, e'est-a-dire qu'au moins deux des varia¬ 
bles ne soient pas egales a 0. 

Pour etablir quel est le maximum possible de 2 d^, envisageons 
separement les valeurs absolues des ecarts positifs (que nous designe- 
rons par x) et celles des ecarts negatifs (que nous designerons par z). 

Remarquons d'abord que la somme des ecarts moyennaux posi¬ 
tifs etant dans toute serie egale a la somme des valeurs absolues des 
ecarts negatifs, nous pouvons ecrire : 


2 - 2 ;2r — 


2 d 

2 2 ’ 


(I) 


nous avons en outre; 


-2. = Y. -VZ z- 


(2) 
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D’un autre c6te, les variations des x (k I’interieur de leur somme 

5i 

qui demeure constante) et celles de z sent independantes les unes 

des autres (les ecarts positifs peuvent etre, par exemple, relativement 
nombreux et petits tandis que les ecarts negatifs seraient peu notn- 
breux et grands, et ainsi de suite). Dans ces conditions, pour que 
devienne maxima, il faut que chacun des deux termes independants 
de la somme (S x* + S 2*) devienne maximum, e’est-a-dire ; 


S rt" -- S -V" + S 2^ 


( 3 ) 


Mais d’apres la proposition i du § precedent, Sx* deviendra 
maximum quand tous les x sauf un deviennent == 0, le seul x reste 

51 

valable etant egal a la somme de tous les x, soit — '; la somme des 


carres des ecarts positifs (S x*) est alors egale a ^ . 

tement de meme de S z'* qui devient aussi = 
equation (3) pent done etre ecrite comme suit: 




II en est exac- 
Notre demiere 

[47] 


Nous avons ainsi les deux limites des variations de S et nous 
pouvons ecrire, en reunissant les formules [45] et [47] : 

C2 02 

[48] 

2 n 


ou, ce qui revient au meme: 


2 


> S > 


n 


[ 48 »»] 


En d’autres termes : la somme des carres des ecarts moyennaux 
(S d*) d’une serie (dont le nombre et la somme des termes ainsi que 
la somme des ecarts sont constants) devient minima quand tous les 
ecarts sont egaux entre eux, e’est-k-dire [46] quand les ecarts moyen¬ 


naux du second ordre (S) sont tous = 0 ; elle est alors egale k 


f 

n 
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la somme des carres des ecarts moyennaux (du premier ordre) aug- 
mente avec Taugmentation des ecarts du second ordre [46], c'est-k-dire 
avecTinegaliteentreles ecarts du premier ordre, et atteint son maxi¬ 
mum quand il n*y a qu*un seul icart positif et un seul icart ndgatif, tous 

les autres ecarts devenus = 0; elle est alors =-. Si nous nous rap- 


pelons les definitions donnees au § 15, nous pouvons done dire que 
lorsque la somme et le nombre des termes ainsi que la somme des 
ecarts sont constants la somme des carrds des ecarts moyennaux (2 d^) 
est minima quand la concentration des variations est nulle, que cette 
somme augmente avec Vaugmentation de la concentration et qu'elle at¬ 
teint son maximum quand la concentration est maxima^ e'est-d-dire 
quand il Wy a qu'un seul ecart moyennal positif et un seul negatif, — 
Le maximum de 2 d^ correspond a la courbe A de notre graphique III 
(§ 15) ; le minimum de 2 d^ correspond k la courbe B du meme graphi- 
que. — Le nombre (n) et la somme des valeurs absolues des ecarts 
moyennaux (Ed = Sj) etant constants, la somme des carres de ces 
ecarts pent etre consideree comme Texpression propre (et dont les 
limites nous sont maintenant connues) de la concentration de la serie 
des variations. 


§ 46. — Extrayons maintenant la racine carree de tous les termes 
de notre expression [48] ou [48^*®]. Nous aurons alors : 


Ed 

i'z 




_ T.d 
^ n 


Divisons encore tous les termes de cette expression par la somme 
des valeurs absolues des ecarts moyennaux (2^f) afin de rendre les 
limites des variations independantes de celle-ci. Nous trouvons alors : 


I . 1/2 r/" I 

“/ > ^^7 > /- » 

^2 ]n 


soit, en multipliant tous les termes de cette expression par |/ n : 




n E d^ 
E^d 


— > I 


[49] 


Mais le terme du milieu 



[19] ; nous pouvons done 
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ecrire : 



[50] 


Ainsi done, dans toute serie de variations, le rapport de Vecart quadratic 
que moyen (a) d Vicart arithmetique moyen varie avec la concentra¬ 


tion des icarts de la sirie entre 1 au minimum et 


t 


au maximum, n 


etant le nombre des termes de la serie. — Nous voyons maintenant 
plus nettement la nature et les limites de notre indice de concentra- 
tion ad (§ 33) (*)• 

Si nous prenons les carres des termes de Texpression [49], nous 
avons 


n 

2 


> 


n S d^ 


> I . 


[52] 


I/C terme du milieu , est notre indice de concentration des 
2 * d 

ecarts Cm (§ 34). Nous pouvons done ecrire : 

-- > Cm > I . [53] 

2 

Nous sommes ainsi fixes sur les variations de Cn: il est a son mi¬ 
nimum I quand la concentration des ecarts est nulle (tons les ecarts 
raoyennaux etant egaux), il monte avec leur concentration (avec les 
ecarts moyennaux du second ordre, soit avec Tinegalite des ecarts du 

n 

premier ordre) et atteint le maximum de quand la concentration 

2 

est maxima, e'est-k-dire quand la serie n'accuse qu*un seul ecart 
positif et un seul negatif. 


§ 47. — Reprenons maintenant notre formule [50] et enlevons 
a chacun de ses termes le nombre i. Nous avons alors : 




I > 


[54] 


(•) Il suit en outre de la formule [50] que : ® • [51] 



96 


On voit ainsi que ce qtii varie avec la concentration plus ou 
moins grande des ecarts de la serie, ce n'est pas k proprement parler la 

quantite - , mais bien plutot (y -i j: c'est cette derni^re expres- 

dm \dm / 

sion qui varie et disparait avec les variations et la disparition de la 

(j 

concentration; Tindice - est au fond la somme de deux elements : 
dm 

I etf — I I , dont Tun (i) est constant, independant de la mesure 

\dm } 

de la concentration des ecarts et subsiste meme quand la concen¬ 
tration est nulle, et dont Tautre | - — ij varie seul avec la con- 

\dm ) 

centration et disparait avec elle. C’est done a proprement parlor 

— I j qui marque la vraie mesure de la concentration des ecarts ; 

rfm / 

elle varie entre 0, quand la concentration des ecarts est nulle et 
quand la concentration des ecarts est a son maximum. 


(n-) 


Divisant maintenant tous les membres de Texpression [54] par 
son membre gauche, nous trouvons: 


dm 


I > 




>0 


[55] 


I/C terme du milieu de cette expression qui montre I’importance 


d’une concentration donnee 



■) 


par rapport 


au maximum de 


concentration possible 



presente ainsi une fraction posi¬ 


tive, variant entre 0 et i et marquant de la sorte tr^s nettement (par 
des fractions pouvant etre 0,10, 0,40, 0,70, etc.) tous les degr&s de con¬ 
centration possibles : e'est un reel coefficient de la concentration des 
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icarts. Nous le designerons desormais par Cn {* (**) ). Nous pouvons done 
ecrire: 


a 



Si Ton substitue, dans cette formule, a ^ sa valeur 

dtn 

notre coefficient de concentration Cn prend la forme developpee (qui 
niontre toutes les operations necessaires a son calcul) que voici: 


1 / 


M S d* 



[57] 


(*) Dans notre etude f.cs fluctuations saisoymihes du chdmage dans 
lindiistrie du bdtiment (Geneve, 1929, «Bureau International du Travail») 
on nous avons ])our la premiere fois fait un usage systeniatique de cc coeffi¬ 
cient, nous Tavions ddsigne par la lettre p. Nous preferons I’appeler c. 

(**) lOn raisoiuiant de fa^on analogue, on pourrait deduire uii coefficient 
de concentration, variant ciitre 0 ct i, egaleincnt sur la base de Tindice Cn quiest 


egal a 



ce coefficient que nous dirons c' serait ^gal a: 


Cn = 



[58J 


Son calcul serait meiiie plus simple que celui de Cf ^, mais son expression 


serait moins nette. Car [d'apr^s 50] 




eti prenant le carr^ de ces 


deux termes (dont le j)remicr, le plus petit, entre dans le numerateur du coeffi¬ 
cient ct le second, le plus grand, dans son denominateur, et qui sont > 1), 
nous augmentons le denominateur plus que le numerateur, nous reduisons ainsi 
le rcsultat final et le rendons moins expressif. C’est ici juste le coiitraire de 

o 

ce que nous avons vu plus liaut pour les indices inaclievt^ C et Dans la 

dfn 

suite nous nous servirons exclusivement du coefficient Cn. 
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§ 48. — Le coefficient de la concentration des ecarts, deduit sans 
aucune condition particuliere qui soit propre aux seules series periodi- 
ques, est valable pour toutes sortes de series, periodiques ou non. Pour 
les series periodiques les plus frequentes, comprenant de beaucoup le 
plus souvent 12, 24 ou 7 termes, la formule du coefficient Cn pent etre 
sensiblement simplifiee. En effet, substituant a n successivenient les 
nombres 12, 24 et 7 dans les formules [56] et [57], on trouve: 


Series a 12 termes: 


k la base <lc 

dm 

[56I 


k la base de 
[ 57 ] 




— 



a 



[59] 


Series a 24 termes: 


^24 = / 

^ 12 


— I 


— I 


2,464 


= o, 4 o 6 (;_-.)=. 0,406(1/"^^“:-.^ 


[60] 


Series a 7 termes: 


, r - - - — — - 1,148 ( - 1 ) = 1.148 - A 

1/3,5_r 0,871 ^ ^ / 


[61] 


Selon que Ton aura deja calcule a et dm pour d’autres besoins ou 

non, on se servira de preference des formules a base de ^ ou de celles a 

dm 

base de . Enfin, pour faciliter davantage Tapplication de notre 

coefficient de concentration Cn, nous avons calcule la valeur de Cn pour 

(T S 

toutes les valeurs possibles de et de a 0,01 pres, et cela pour 

dm S* d 


les series a 12 termes (cj, a 24 termes (c^^) et a 7 termes (c^). Celui 
qm’ voudrait en faire usage trouvera les tables des valeurs de comme 
annexe a la presente etude (Annexe I, tables I, A et I, B). 
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Nos derni^res formules [59 k 61] montrent en outre tr^s clairement 
que pour des series homonomes les augmentations (et les diminutions) 
du coefficient c» sont proportionnelles aux augmentations (et diminu¬ 
tions) deTindicede concentration ^ . Ainsi, pour a toute augmen¬ 


tation (ou diminution) de o,1,0,2, i,o, etc., de ^ correspond une aug- 

am 

mentation (ou diminution) de 0,69 x 0,1,0,69 x 0,2,0,69 x 1,0, etc., 
de c„. De meme, dans les series a 24 termes, a toute augmentation de 

(J 

correspond pour , la meme augmentation multipliee par 0,406, 
et ainsi de suite. — D'une fayon generate, d’apres [56], a toute aug¬ 
mentation {pu diminution) de ^ correspond la meme augmentation (ou 

dm 


diminution) multipliee par-- 


1 / 


tion des ecarts Cn . 


du coefficient de la concentra- 


§ 49, — Mais puisque augmente avec la concentration de la se- 
dm 

dm ^ , 

rie des ecarts (n etant constant), son inverse diminue avecTaug- 


mentation de la concentration, atteint son minimum quand (c*est- 

dfn 

a-dire la concentration) est a son maximum et devient maximum quand 

la concentration est minima; ”* devient ainsi I’indice (inacheve) du ca- 

cr 

ractere oppose a la concentration que nous avons appele (§ 15) le ni- 
vellement (ou Textension) des variations. II en est exactement de 
meme de I’inverse de Cn. Au lieu d envisager les indices de la concen¬ 
tration ou Cn, nous pouvons done prendre aussi leurs inverses 

dm a 


ou - = - comme indices du nivellement des variations. 

Cn n S d^ 

Raisonnant ensuite d’une fa^on parfaitement analogue a celle 
exposee aux §§ 45 et 46, nous pouvons degager egalement le coeffi¬ 
cient du nivellement des variations (periodiques ou non). 



lOO 


En effet, d'aprds [50], nous pouvons ecrire : 


d'ou : 


soit: 


- - dm 
I > > 

a 


I — 


I >-r 


n __ 

> 0 . 


2 

n 


[62] 


[63] 


Le terme du milieu marque le degre du nivellement des variations 
d*une serie donnee par rapport au nivellement maximum possible et 
varie entre 0 (nivellement minimum) et i (nivellement parfait) ; c'est 
le coefflcient du nivellement des variations que nous designerons par 
un V grec. Nous pouvons ainsi ecrire: 


dm 

1 /-- 


\h 

a 

\ n 




i- V- ^ ^ - 

\ \ n 


Applique aux series de 12, de 24 et de 7 termes, ce coefficient de 
nivellement devient respectivement: 

dm „ dm _ 

-0,408 -0,408 

a a 

1—0,408 0,592 

= 1,69 (''■ - 0,408) (•) = 1.69 ("]/- 0,408^ [6,81 



(*) Dans notre ^tude citee (Fluctuations saisonnibres du chdmage, etc., 
§16) une faute typographique a mis dans cctte expression le facteur 0,69 
(au lieu de 1,69) et dans la fonnule du coefficient de la concentration au 



lOI 



lyCS tables II, A et II, B (Annexe I) donnent directement les 

(/ S* d 

coefficients de nivellenient (v) en fonction de et de pour les 
series a 12, a 24 et a 7 tennes. 

Comme on le voit aisement d'apr^s nos dernieres fonnules, les 
augmentations (ou diminutions) du coefficient de nivellenient (v) 
sont pour des series homonomes proportionnelles aux augmentations 
dm 

(ou diminutions) de ; a chaque augmentation (ou diminution) de 
a 

d , 

— correspond la nieme augmentation (ou diminution) multipliee par 
a 

, du coefficient de nivellenient v«. 


Notons encore que les augmentations (ou diminutions) de - 

a 

(j 

n'etant pas proportionnelles a celles de son inverse - , les augmen- 

dm 


contraire 1,69 (k la place de 0,69). Dans la meme 4 tude, nous avons em- 
ploy6 le tenne de prolongation des variations pour ce que nous appelons ici 
nivellement (ou extension) et le coefficient de ce caractfere avait ^t 4 d^igne 
par Y (au lieu de v). 
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tations (ou diminutions) du coefficient de nivellement (vn) ne sont ge- 
neralement ni egales ni proportionnelles aux diminutions (ou augmen¬ 
tations) du coefficient de concentration (c«), et vice versa. 


§ 50. — Alin d'eviter toute confusion, montrons explicitement 
que, pour une serie donnee, nos coefficients de concentration [c^ et de 
nivellement (v„) ne sont complementaires, c’est-a-dire que leur somme 
n'est egale a i, que dans les cas limites ou Vun des deux est egal d 1 et 
Vautre a 0. 


1 / 


En effet, pour simplifier les operations, designons - P^r x et 

d^ 


n 

par y ; devient alors 
2 d 


I - ]/ 


2 ^ . I , 

devient == -; la somme 
n y 


des deux coefficients c et v devient alors : 



y 


X — I ^ (y — x)y 
y —I xy(y — i) 


X {x— I) +y— X 
x{y—i) 


x^ — 2x y 
X y — X 


.(I) 


Pour que cette expression soit = i, il faut que le numerateur soit 
egal au denominateur, soit; 


x^ — 2:1c + y — xy — X ; 
x‘ — X + y — X y =r 0 ; 

X (x — i)—y (x — i) = 0 ; 

(x—i) (x — y) = 0 . (2) 


Pour que cette derniere expression soit = 0 , il faut ou bien que 


a; = I ou que x = y. Mais x, c’est-a-dire , est = i dans le cas 

de concentration nulle [50], soit de nivellement maximum; x est ^ y, 
a 


c*est-a-dire 


d. 


=1/”- 


dans le cas de concentration maxima [50] 


soit de nivellement nul. — C. Q. F. D. 
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D’un autre cote, toujours d^apr^s [50], y > > i ; a Texception 

des deux cas extremes dont il vient d'etre question, on a done: 
y > % > I ; le produit (x — i) (x — y), dont Tun des facteurs (x — i) 
est positif (puisque a; > i) et I’autre {x — y) est negatif (puisque y >x), 
est done negatif, soit: 


{* — i) (a: — y) < 0 ; 

— X — xy + y < 0 ; 

X* — 2 x -\-y <xy — % ; 
x^ — 2x + y 

il s’ensuit done que: < r, 

xy — X 

soit, d’apres la formule (i) du present § : 

(c„ + vj < I [68] 

Done, k Texception des deux cas extremes de concentration maxima 
et de concentration nulle (ou nivellement mil et nivellement parfait), 
la somme des deux coefficients est inferieure a i. 

§ 51. — Nous avons vu plus liaut que les indices inaclieves 
, Cn , etc.) ont le grand desavantage de ne jamais marquer le degre 
du caractere considere, mais de moiitrer seulement dans quelle serie 
ce caractere est plus accentue et dans laquelle il Test moins. Precisons 
maintenant Tautre restriction a remploi legitime des indices inacheves 

de concentration ^ et C«, la limitation de leur application aux seules 
dm 

series homonomes. En effet, d'apres [53], nous voyons que le maximum 

de Cn est egal a ; de meme [50] le maximum de - est ~ 

2 dm 

le maximum des indices inacheves de la concentration varie done avec 

n, avec le nombre des termes des series envisagees (le maximum de Cn 

. . 

vane proportionnellement a ce nombre, le maximum de - — vane 

dm 

proportionnellement aux racines carrees de ce nombre). Par conse¬ 
quent, la meme valeur numerique de Cn ou de ^ qui signifie pour une 

dm 

serie une tres forte concentration signifiera pour une autre serie ayant 
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plus de termes une concentration bien inferieure, et vice versa. Ainsi, 
par exemple, C12 = 6 ( on = 2,45 j marquerait le maximum de 


concentration pour une serie a 12 termes ^ maximum de Cn — 


— o ] maximum de - 
2 dm 


— ^ = y 6 — 2,45 ^tandis que 

^24 meme a 8 ou 9 ou 10 ^soit -- = 2,8 ou 3 ou 3,2^ marque¬ 
rait une concentration sensiblement au-dcssous du maximum pour une 

/ ^ . 24 

serie a 24 termes ^pour une telle serie, maximum de ~- 


— 12 


et maximum de - 
dm 



. II est done clair que les indices 


inacheves ne' peuvent nous montrer laquelle des series est plus 
concentree et laquelle Test moins que lorsqu’il s'agit de series homo- 
nomes (n demeurant constant). Appliques a des series heteronomes, 
ces indices inacheves peuvent nous induire en erreur (*). 

II cn est autrement du coefficient de la concentration (Cn) qui, lui, 
nous montre toujours le degre de concentration d’une serie par rapport 
au maximum de concentration possible pour une serie a^^ant son 
nombre de termes : la difference des maxima possibles provenant de 
la difference du nombre des termes est deja prise en consideration par 
les coefficients : la comparaison devieiit par suite legitime meme en- 
tre series heteronomes (**). 


(♦) Voici encore un exemple scliematique illustrant cette propriete: 
Soient A' et A'' deux series heteronomes accusant les ccarts moyeimaux sui- 
vants; 


A' .-f 6, o, — 6, o 

A"* .-f- d, -J- 6, 4- 6, o, o, o, — 6, — 6, — 6, o, o, o . 


Dans les deux cas on aurait le meme a [^18 et le meme dm = 3, ^t 
])ourtant Time des series (A') amait une concentration maxima des hearts 
moyemiaux et I’autre {A'^) une concentration bien mediocre. 

(*♦) Pour les deux series heteronomes A' et A" citt^es a titre d'illustration 
dans la note pr^ddente et ayant, toutes les deux, I’indice de concentration 

a r-~ 

— - = f2 ^ 1,41, nous trouvons les coefficients de concentration que 

dm 3 





§ 52. — II faut cependant noter que la comparaison de la concen¬ 
tration de series heteronomes n’est pas toujours legitime, independam- 
ment meme du procede de cette comparaison. 

lyorsqii'il s’agit de series periodiques, il y a lieu de distinguer sous 
ce rapport deux modalites : 1° la difference du nombre des termes 
vient de la nature meme des periodicites comparees, et 2° cette diffe¬ 
rence est arbitraire, resultant simplenient du fait que le nombre des 
observations par periode operees par nous a ete dans un cas plus petit 
ou plus grand que dans d'autres. Exemples de comparaisons de la 
premiere espece : la concentration des depots effectues dans les caisses 
d’ei^argne selon les jours (ouvrables) de la semaine (serie a 6 termes). 
selon les jours du niois (serie a 26 termes) ct selon les mois de Tannee 
(serie a 12 termes) ; ou bien la concentration des suicides selon les 
jours de la semaine (7 termes) et selon les mois de Tannee (12 termes). 
Exemples de la seconde esi)ece : concentration des variations de la 
temperature du corps liumain au cours de la journee selon qu’on I'ob- 
serve toutes les heures (24 termes) ou une fois par deux heures (12 
termes) ; ou bien la concentration de la periodicite annuelle des varia¬ 
tions de la temperature de Tair atmospherique observee une fois par 
mois et celle de la periodicite jouriialiere de la tem]x'ralure de Tair 
observee toutes les heures (2^ termes), et ainsi de suite. 

I^e nombre des termes dans la periodicite hebdomadaire des de- 
I)6ts (6) ou des suicides (7) n'est pas chose arbitraire^ la journee cons- 
tituant une unite naturelle (])lus exactement, une periode fermee 
d’un ordre plus restreint) ; il en est de meme du nombre des jours dans 
le mois ou des mois dans rannee quand il s'agit de plienomenes econo- 
niiques et sociaux, le mois constituant })our bien des plienomenes, 
de cette nature (traitements, salaires, pensions, reglements de comptes, 


voici: 


A'... = 


1 2 — I „ 2 — I 

= I ; A ... -= , - — 0,69.0,41 ^ 0,28. 

y'2-1 16-1 


Quelle difference! 

Pour retiiedier au defaut des indices inachcvt\s que nous venous dc signaler, 
on pourrait les diviser par leur maximum, c’est-a-dire qu’on pourrait prendre 


Cn 

on 

n : 2 



mais ces expressions n’auraient ni la simplicity des indices 


a 


inaclieves et 


ni la nettety du coefficient Cn. 
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loyers, etc.) une veritable unite. La difference du nombre des termes 
est ici une difference objective tenant a la nature des periodicites exa¬ 
minees. II en est autrement du nombre des observations de la tempera¬ 
ture au cours de Tannee (ou au cours de la journee) : on pent en faire 
par exemple 4 (une fois par trimestre), 12 (par niois), 24 (par quin- 
zaine), etc. ; tout ce qu’on peut dire ici c'est qu en prenant 12 men¬ 
surations (cliaque mois, respectivement toutes les deux heures), on 
serre la periodicite reelle de plus pres qu’en en prenant seulement 4 
(une fois par trimestre, resp. par 6 heures) et qu'en prenant 24 men¬ 
surations (chaque quinzaine, resp. toutes les heures) nous la serrons 
de plus pres encore, nous la precisons davantage. Mais dans ce cas, 
comment comparer la concentration de deux periodicites observees 
avec des precisions differentes ? vSupposons, en effet, qu'on a fait 4 
observations (chaque trimestre par exemple) de la periodicite ylj et 
12 de la periodicite qu'on a trouve les ecarts moyennaux suivants: 

/li . . . . o, + 6 o — 6 

A2 -o, o, 0, + 5, + 6, + 4, o, o, 0, — 6, — 6, — 3 

Qu*est-ce que cela signifie ? Dans la serie a 4 termes (.^i) nous 
trouvons une concentration maxima; elle est loin du maximum dans 
la serie (A2). Si et ylj se rapportent a la meme periodicite (par exem¬ 
ple, a la periodicite annuelle de la temperature atmospherique d’un 
endroit donne), la serie A 2 comporte simplement la rectification de la 
serie A i, montrant que la concentration des variations, qui a pu pa- 
raitre maxima d'apres A i, est au contraire dans la realite assez faible. 
Dans des cas pareils, c'est la serie qui a plus de termes qui serre la rea¬ 
lite de plus pres et Tiniage donnee par la serie ayant moins de termes 
doit etre tout simplement abandonnee. — Si et ^2 se rapportent 
a des periodicites differentes (par exemple, periodicite journali^re de 
la temperature observee toutes les six heures et periodicite annuelle 
de la temperature observee tous les mois) ou a la meme periodicite 
observee pour des phenomdnes differents (par exemple, periodicite 
annuelle de la temperature observee par mois et celle du chomage 
observe par trimestre, ou encore periodicite journaliere de la tem¬ 
perature du corps humains observee a un endroit, chez un sexe, groupe 
sanguin, etc., 4 fois par jour et dans un autre endroit, sexe, groupe 
sanguin, etc., 12 fois par jour), alors aucune comparaison des deux se¬ 
ries n'est possible; car nous ne savons rien sur la nature de la serie 
que Ton aurait pour le phenom^ne A^ si on Tavait sounds egalement 
k 12 observations par periode. 
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Quand le nombre des termes des series period!ques est arbitraire, 
la comparaison de ces series n’a done de sens et n'est relativement 
legitime (dans les limites des observations faites) que s*il s*agit de 
series homonomes. La comparaison des series heteronomes demeure 
pourtant legitime et instructive quand la difference du nombre des 
termes decoule de la nature meme des periodicites envisagees. 

Nous avons examine ici la comparabilite de series periodiques 
heteronomes au point de vue de leur concentration (ou nivellement). 
Mais les memes observations et les niemes distinctions doivent etre 
faites aussi au sujet de la plupart des autres caracteres des series pe¬ 
riodiques, notamment concernant le nombre de leurs sommets, la 
situation de ceux-ci dans la serie, la precipitation ou gradation des 
series, leur symetrie et dissymetrie, etc. 


§ 53- — Nous avons vu (§ 51) que pour des series heteronomes les 

memes valeurs de ^ correspondent a des concentrations differentes. 
dm 


II en est naturellement de meme de Tinverse de 


(7 



e’est-a-dire de 


I’indice du nivellement 


dm 


D’un autre cote, nous avons vu que sauf 


C7 

dans les cas limites, nos coefficients de concentration (cn) et de nivel¬ 
lement (v«) ne sont pas complementaires ; a une augmentation donnee 
de Cn ne correspond done pas forcement une diminution identique de vn, 
et vice versa. Dans ces conditions, il ne sera pent-etre pas sans intc- 
ret d'exa miner encore quelles sont, pour des series ay ant les memes 

^ , mais differant par le nombre de leurs termes, les differences de 
dm 


la concentration et du nivellement mesurees par leurs coefficients 
respectifs (c,* et Vn). 

Prenons done deux series heteronomes dont Tune a n' termes et 
Tautre ff termes, mais qui ont le meme ecart moyennal quadratique 
moyen (a) et le meme ecart moyennal arithmetique moyen {dm)t 

qui ont ainsi les memes indices inacheves de la concentration 



et du nivellement (v) . Quelle sera la difference des coefficients 

de concentration des deux series (c' — c'") et quelle sera la difference 
de leurs coefficients de nivellement (v' — v") ? 



io8 


D'apres les formules [56] et [64], nous avons : 


a G 



If 

2 



par nous pouvons ainsi 


ecrire : 

^ „ % — I —i_ (.r — i )(2 —I—y + i) 

y—I — i (y—i) (2—l) 


(X — 1) (z — y) 
— i) (2 —I)’ 


I I I 1 y — .r 2 — X 
X y X z xy xz 

^ ^ I I y - I ^- I 

y - y ^ 

y — z (y — x) (z — i )—[z — x) [y —i) 


x{y — i) x(z — i) A;(y —i)(2 — I) 

xy — xz — y + 2 (x — i) (y — 2) 

X {y — i) {2 — i) X (y — I (2 — i) ’ 


Le rapport de ces deux differences est done : 

c ' — c' [x — I) (2 — y). ^ (y—I) (2—i) — y) 

v'—v' (y— I) (2— i ) {x —i^y — z ) y — 2 

= — X = — / [69] 


En d'autres termes, pour des series ayant le meme indice inacheve 

G / . dftt\ 

de la concentration — ( ou du nivellement — 1 , mais diffirant par le 

dm \ G / 

nombre des termes, la diffirence des coefficients de concentration est d la 
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diffirence des coe^cients de nivellement comme Vecart moyennal quadra- 
tique moyen ((t) est d Vecart moyennal arithmetique moyen {dm) ou, ce 
qui revient au meme, leur rapport est egal d Vindice de concentration 

^ des siries considerSes {les deux differences ayant, en outre, des 

signes opposes). 

De cette proposition, on pent tirer deux consequences : 

Puisque (sauf dans le cas limite de concentration nuUe) 
G > dm, il s*ensuit de la formule [69] que, prises en valeur absolue, 

>[v'-vT [70] 



c’est-k-dire qu*avec la difference du nombre des termes des series en- 
visagees (-- etant le niemeV le coefficient de la concentration des 

\df„ ) 

ecarts differe plus d'une serie a Tautre que le coefficient du nivelle- 
nient. 


2 ^ Pour des series lieterononies ayantle meme — , la difference 

dm 


de concentration (c' — c'") est absolument parlant moindre quand a 
est rapproclie de dm ; mais alors c» est rapproche de 0, et une petite 
difference absolue des coefficients de concentration peut alors signifier 


une tres grande difference relative 



par contre, la diffe¬ 


rence des coefficients du nivellement (v' — v"), deja un peu plus re- 
duite que celle des coefficients de la concentration, est relativemeiit 

^ encore d’autant plus faible que les coefficients de nivelle¬ 
ment sont alors particulierement eleves (se rapprocliant de i). 

(7 . 

Des series lieterononies avant le meme -y- different ainsi absolu- 

dm 

nient et relative ment davantage par leurs coefficients de concentra¬ 
tion que par ceux de nivellement. 



§ 54. — Pour determiner, les limites des variations de notre in¬ 
dice de precipitation des series monocephales periodiques (P„) on peut 
procedcr d'lme fa^on parfaitement analogue a celle exposee aux §§ 45 
et 46 pour la fixation des limites de I’indice de concentration (C,.); 
les resultats auxquels on aboutirait seraient egalement tout-k-fait 



no 


analogues k ceux obtenus pour la concentration, avec cette seule dif¬ 
ference qu’a la place des ecarts moyennaux {d), on aurait partout des 
ecarts successifs [e). Pour varier un peu la demonstration, on nous 
permettra cependant de suivre une voie partiellement differente. 

Soit une serie periodique monocephale ayant n termes et une am¬ 
plitude a ; designons les ecarts successifs positifs (c’est-a-dire en al¬ 
lant de Vmin a Vmax) par t et les ecarts successifs negatifs (allant de 
Vmax a Vmin) par M ; admettons encore que le nombre des ecarts suc¬ 
cessifs positifs est — m, celui des negatifs est — {n — m). ha somnie 
des ecarts successifs positifs, comme celle des negatifs, etant egale 
a a, nous pouvons ecrire d’apres [44] : 


a 


2 





(I) 

m 

_ _ a* 

( 2 ) 

> 2 > - 

n — m 


Additionnant les termes correspondants de ces deux expressions, 
on trouve: 


soit: 

c’est-a-dire: 


! + Sw*) > ( -h - - - 

\m n — m/ 

0^2 + m) 


2 > S > 


m {n — m) 
n oc^ 

m [n — m) 


(3) 


Mais le produit des deux facteurs positifs : m (n — ni) dont la 
somme n demeure constante devient maximum quand chacun d’eux 

W OL^ 

est = (d’apres § 44, proposition 3) ; Texpression - de- 

2 w (n — m) 

- . . ^ 4 M i . 

vient alors minima, et sera =-^ . Substituant cette ex- 

' " " * n 


o 


pression a la liraite minima de S e* (c’est-a-dire au membre droit de 
notre demiere formule (3)), nous avons : 


2 a* > S > 


4 a^ 


[71] 



Ill 


/ 4 a*\ 

II s'ensuit ( en divisant tons les termes par ^ • 


n _ nT,e^ __ 

> > I . 

2 4 


[72] 


Or, le terme du milieu est, d*apres [26^'^], precisement notre 
indice de precipitation Pn ; notre formule [72] peut done s’ecrire en¬ 
core sous la forme suivante : 


-> P»>x. [ 73 ] 

2 


I^es formules [72] et [73] sont la transposition aux ecarts succes- 
sifs et a la precipitation des series periodiques monocephales des for¬ 
mules [51] et [52] degagees plus liaut pour les ecarts moyennaux et la 
concentration des series. Pn, comme Cn, a pour minimum le chiffre i 
qui (d’apres § 44, proposition 2) correspond au cas ou tous les ecarts 
successifs sont egaux ; Pn, comme Cn, augmente avec Taugmentation 
de rinegalite entre les ecarts (d'apres la formule [42]), qui naturel- 
lement sont ici les ecarts successifs; enfin, comme Cn, Pn devient maxi¬ 
mum quand il n*y a qu'un seul ecart (successif) positif et un seul nc- 
gatif, egaux chacun en valeur absolue a la demi-somme des ecarts, 

n 

e'est-a-dire ici — cl \ Pn est alors, comme Cn, egal a - . 

2 

Si nous extrayons les racines carrees des termes de notre formule 


[72], et si nous rempla^ons 


t 


4 a* 


par son equivalent 


C 


d’apn's 


[25], nous pouvons ecrire 


^comme pour 



1 / 


n 

o 


> 


^ m 


> I . 


[ 74 ] 


§ 55 * — Nous avons ainsi les deux limites de nos indices inacbe- 
ves de la precipitation. Raisonnant comme au § 47, nous pouvons 
maintenant degager le coefficient de la pnxipitation des series periodi¬ 
ques monocephales montrant le degre de precipitation d une serie don- 
nee par rapport au maximum de precipitation possible pour une serie 



II2 


de la meme esp^ce. Nous le designerons par II resulte en effet de 
la formule [74] que : 


I 

> 0 . 
- I 

lyC coefficient cherche est alors egal a : 




[75] 


[76] 


Pour les series periodiques nionocephales a 12, 24 et 7 termes, le 
coefficient de precipitation sera egal (pour les details du calcul, voyez 

§48) 


p .. =. 0,69 (;_ -,) 


[77] 


i_ 0,406 

[78] 

1 ! 

H 

1 


[79] 


lyes tables I, A etl, B de TAnnexe I, qui donnent directenient Cn 

G 

d'apres ou d'apres ,, donnent en meme temps aussi les coef- 
dtn lu a 

ficients de la precipitation des series periodiques 'pn d'apr^s 
Se* , . 

ou d'apres ^ pour des series a 12, a 24 et a 7 termes. 


§ 56. — Comme pour les ecarts moyennaux, au lieu de calculer 
les indices ou les coefficients de Tinegalite des ecarts (concentration 
la et precipitation ici), nous pouvons calculer les indices et coefficients 
du degre de Tegalite des ecarts (nivellement la et gradualite ici). Pour 




les indices et le coefficient de la gradualite des variations des series 
nionocephales periodiques le procede est parfaitement analogue a 
celui employe au § 49 pour le nivellement. Nous pouvons ainsi ecrire 
d'apr^s [74] : 


- — 

I > > 



[80] 


d ou Ton trouve ; 


I > 




> 0 . 


[81] 


Le coefficient de la gradualite des variations d'une serie pcriodi- 
que inonocephale, quo nous designerons par g, s'exprinie alors par la 
formule : 



[82] 


Applique aux series periodiques nionocephales de 12, 24 et 7 
ternies, le coefficient de gradualite devient: 

(f” — 0,408^ 1,69 ^ j/ ^ [83] 

^ 1.41 — 0.2S9) 1.41 (|/ 5 2 ~ [84] 

g7 -- 2,15 — 0,535) = 2,15 — 0-535) • [85] 


Notons encore que les observations faites plus liaut (§§ 50 a 53) 
concernant la concentration et le nivellement des series s’appliquent 
egalement et pour les mernes raisons, a la precipitation et a la gradua¬ 
lite des series periodiques monocephales. Ici comme plus haut, les 
indices inaclieves ne doivent etre appliques qu'aux series homonomes ; 
les coefficients de la precipitation et de la gradualite (comme ceux de 
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la concentration et du nivellement) ne sont pas complementaires et 
leur somme est inferieure k i (sauf dans les deux cas limites) ; la com- 
paraison des coefficients de precipitation et de gradualite de series 
heteronomes n'est legitime que s'il s’agit de series ohjectivement he- 


(„u -) 


teronomes; des series heteronomes ayant le meme indice 

different moins par leur coefficient de gradation que par leur coefficient 
de precipitation, et cela dans la mesure indiquee par la formule [69]. 

Ajoutons enfin que toutes les formules deduites ici pour les series 
monocephales periodiques s’appliquent aussi aux series monoccphales 
non periodiques avec les deux corrections suivantes : n signifie par- 
tout le nombre des ecarts successes qui, pour des series non perio¬ 
diques, est egal au nombre des termes moins i, et 2° les a de nos formules 

doivent partout etre remplaces par-ou (selon § 35, note 2) par 

[Vn —^ 


§ 57 * — Nous avons vu (§ 37) qu'on peut etablir un indice de con¬ 
centration egalement sur la base de Tecartement moyennal du second 
/ 8m SS\ 

ordre \K= —- = „ , ) . Cet indice croit et decroit directement avec 

\ dm ^d) 

les ecarts moyennaux du second ordre, c'est-a-dire avec Tinegalite des 
ecarts moyennaux du premier ordre, soit avec la concentration des 
variations dans la serie. II atteint son minimum, qui est === 0 , lorsque 
tous les 8 sont = 0, c’est-a-dire quand les ecarts moyennaux du pre¬ 
mier ordre sont tous egaux entre eux, le nivellement de la scrie etant 
ainsi parfait et la concentration nulle. Quelle est la valeur maxima 
de cet indice croissant avec la croissance des ecarts du second ordre ? 
Ou, en d'autres termes, que devient Tindice K lorsque la concentration 
est maxima ? 

Comme nous Tavons deja remarque (§ 45), la concentration des 
variations est maxima dans le cas ou la serie n'accuse qu'un seul ecart 
moyennal positif et un seul negatif, tous les autres ecarts etant = 0 ; 
les deux ecarts valables sont alors egaux chacun a la denii-somme de 


. , S d 

tous les ecarts moyennaux (du premier ordre), soit = . L'ecart 

2 

moyennal du second ordre de chacun des deux ecarts valables (pris 

( ILd \ 

- — dm I . I/*^art moyennal du se- 



cond ordre de chacun des {n — 2 ) ecarts restants (egaux k 0) est egal, 
en valeur absolue, k (dm — 0) = dm. La somme de tous les ecarts du 
second ordre en cas de concentration maxima est done egale a: 

/I.d \ 

S 8 —^ 2 I dfn \ {^V 2) dm S d 2 dm “f" ^ dm - ^ dm 

max \ 2 / 

— Yt d U dm - 4 dm \ 

mais n dm ^Yid \ nous pouvons done ecrire : 

S S - 2 Y:d — 4 dm - 2 (I,d — 2dm) [86] 

max 

La limite minima de S S etant 0 , nous avons ainsi les deux limites de 
S 8 ; elles sont donnees par T expression suivante : 

(2 Yd — 4 dm) > S 8 > 0 [87] 

Iv'ecart moyennal arithmetique moyen du second ordre (8m) varie 
alors dans les limites que voici: 


2 Yd d 4 dm 

> dm > 0 


n 


ou, ce qm revient au meme 1 — etant = dm\ '■ 


2 dm(l ~ - 
\ n, 

) > > 0 . 

[88] 

/ 8 

ly'indice de concentration K 

\ dm^ 

^ varie done, selon la concentra- 


tion des series, dans les limites suivantes : 

2(1 —-)>^->0 [89] 

\ n/ dm 

ou, si Ton prefere : 

(2 — > K > 0 . [89*“] 

§ 58. — Connaissant ainsi les limites des variations de K, nous 
pouvons maintenant, sur la base de I’ecartement moyeimal du second 



ordre, etablir egalement un coefficient de concentration des ecarts, que nous 
designerons par kny qui sous la forme d'une fraction positive variant en- 
tre 0 et I, traduit les degres de concentration possibles en prenant la 
concentration de toute serie par rapport au maximum de concentra¬ 
tion possible pour une serie ayant le meme nombre de termes. 

II resulte, en effet, de la formule [89^*®] que : 

n 

1 > K >0 ; 

2 n — 4 


le coefficient cherche est ainsi egal a: 

n / n 


K - ( \ . 

\2 « — 4/ 


- K -. , , 

2 « — 4 \2 n — 4/ rt „ 


[90] 


La deriiiere expression pourrait encore elre moditlee par la sub¬ 
stitution de S 8 a {n S;«) ; on aurait alors : 

{ 2 n—J^)clyn 2 {11 — 2) lid ^ 

Le passage de Tindice de concentration K au coefficient kn est, 
comme on le voit d'apres la formule [90], excess!vement simple : on 

n . . 

n'a qu'a multiplier celui-la par pour obtenir celui-ci {n etant 

2 n — 4 

toujours le nombre des termes). On aura ainsi pour les series a 12, k 
24 et a 7 termes, les formules suivantes de kn : 




/r.. - 

12 

8„ 

, Sm 

C 92 ] 

20 

dm 

^ 0,6 ^ 
dm 

24 

Sm 

6 

Sm Sm 

[ 93 ] 

44 ' 

dm 

II 

, - = 0,55 - 

^m 

11 

7 

10 

11 

60 ^ 

Sm 

0.7 y 

Urn 

[ 94 I 


Ajoutons encore que le coefficient kny deduit sans Tintroduction 
de considerations propres aux settles series periodiques, vaut pour les? 
series ordinaires comme pour les series periodiques. 
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des termes de la serie 




Le meme indice de concentra- 


§ 59. — Ici encore nous voyons, d’aprte [89] ou [89*^], que le 
maximum de Vindice de concentration possible varie avec le nombre 

4; 

n, 

tion K ne signifie done pas un degre de concentration egal pour des 
series heteronomes. Nous comprenons maintenant pourquoi Tindice K 
(comme les autres indices de la concentration) ne nous donne une idee 
exacte de la concentration plus ou moins forte des series que lorsqu'il 
s’agit de comparer des series homonomes. Quand il s'agit de series 
heteronomes, c est toujours le coefficient {kn) qu'il faut doncenvisager. 

Cependant, en appliquant Tindice K a des series heteronomes 
nous commettons une erreur rnoindre qu’en appliquant Tun des indices 
bases sur les carres des ecarts du premier ordre. En effet, sous Tin- 
fluence du nombre des termes, le maximum de K varie beaucoup moins 
que celui des autres indices de concentration. Ainsi, tandis que le 

maximum de f est d’apres [50] = 1/-^, devenant ainsi indefini- 

dtn r 2 

ment grand avec Taugmentation de n, tandis que le maximum de C,, 
est meme, d'apres [53] = , le maximum de K ne pent, d’apres [89^*®], 


jamais depasser le chiffre de 2 (il ne devient — 2 que si n — 00). 
Aussi, la reduction que le coefficient kn apporte a Tindice K [90] ne 

‘(r - " 


va-t-elle pas au-deli de ( En effet. 


2 n • 


) 


Nous a- 


vons vu, d’apres [92] et [93], que pour les series les plus usitees, cclles de 
12 et de 24 termes, les coefficient kn est egal respectivement a 0,60 K et 
^ 0,55 K ; pour une serie a 48 termes, — 0,52 K, et pour aucune 
serie finie, quelque grand que soit le nombre de ses termes, la correction 
de K ne tomberait a 0,50. On pent done dire que pour des series ayant 
plus de 24 termes, les indices K sont pratiquement comparables, 
m6me s’il s’agit de series heteronomes. Avec la diminution du nombre 
des termes, la correction necessaire de K, pour la comparaison de se¬ 
ries heteronomes, augmente. Mais ici encore nous avons vu [94] que 
^7 — 0,7 K; la difference de correction n’est done pas excessivement 
grande entre les series k 7 termes et les series k 12 termes (ft,» = 0.6 K) : 
elle est en tout cas rnoindre que pour les indices de concentration ba¬ 
ses sur les carres des ecarts du premier ordre. 
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§ 6o. — Envisageons maintenant de plus pr^s la nature des va¬ 
riations du coefficient kn en fonction de la concentration des series. Exa- 
minons notamment les variations de kn pour le cas des series ayant le 
meme nombre de termes et la meme somme d'ecarts moyennaux et, 
de plus, dans Thypothese qu'aucun des ecarts moyennaux du premier 
ordre qui ne sont pas egaux 0, n'est inferieur (en valeur absolue) 
a Tecart moyennal arithmetique moyen. Autrement dit, admettons n 
eiTtd constants et d soit > ^i,KSoit = 0; voyons quelles seraient dans 
ces conditions les variations de kn. 

n SS 

D'apr^s [qi], nous avons : kn= - - -r dans cette equa¬ 

ls (n — 2) ltd 

tion, settle Texpression 2 S varie avec la concentration de la serie ; 
examinons done S 8. Admettons que toute la somme des ecarts moyen¬ 
naux du premier ordre (Ld) se trouve concentre sur un nombre de ter¬ 
mes I et que'tons les autres termes de la serie (selon notre hypothese) 
ne s'ecartent en rien de la moyenne de la serie (7;,,;), e’est-a-dire que les 
(n — J) ecarts moyennaux qui restent sont tons = 0. Que devient 
alors 28 ? 

ly'ecart du second ordre de chaque terme (8) etant egal en valeur 
absolue k la difference entre Tecart moyennal du premier ordre du 
meme terme et Tecart moyennal arithmetique moyen [d — im], la 
somme des ecarts du second ordre des / termes sur lesquels se trouve 
concentree toute la somme des ecarts 2 d est egale a la somme de leurs 
ecarts du premier ordre moins I fois Tecart moyennal arithmetique 
moyen; en designant la somme des ecarts du second ordre de ces / 
termes par 2' 8, nous pouvons done ecrire : 

^'8=^I.d — ldm (i) 

Les (n — 1 ) termes qui restent accusant chacun 0, ont chacun 
un ecart du second ordre egal en valeur absolue a [0 — dm =] dm I 
la somme des ecarts du second ordre de ces {n — /) termes (2''8) est 
ainsi egale a: 

1/^8 = (n —/) dm==ndm — ldm=^l^d — Idm (2) 

En additionnant les equations (i) et (2), nous obtenons done : 

28 (- 2'8 +2'8) = 2 {'Ld — ld„) = 2 (2ii —= 

= ~{n — l)'Ld. 
n 


[ 95 ] 
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Substituant, dans la formnledu coefficient kn [91], a SS sa valeur d’a- 
pr^s [95], nous trouvons : 


kn - 


n S 8 n . 2 {n — l)'Ld n — I 

2 (n — 2) Xd 2 (n — 2) ltd ,n n — 2 


[96] 


w etant constant, la formule [96] nous montre ainsi les variations de 
kn sous la seule influence des variations du nombre des termes (/) sur 
lesquels se trouve concentree toute la somme des ecarts moyennaux. 
Cette formule peut d*ailleurs s’ecrire encore sous la forme suivante : 




n 


I 


n ■ 


n ■ 


[96“=*] 


Dans notre hypothese {n constant et les d inegaux a 0 etant > dm) 
cela vent dire que si le nombre des termes sur lequel Tecartement 
moyennal est concentre (1) est de i plus grand, le coefficient kn est 

de-plus petit, s’il est plus grand de 2, le coefficient est plus pe- 

n — 2 


tit de 


et ainsi de suite ; autrement dit: pour les series ay ant 


le meme nombre de termes et dans Vhypothese que tous les d inegaux d 0 
sont > dm, les variations du coefficient de concentration kn sont inverse- 
ment proportionnelles aux variations du nombre des termes sur lesquels 
Vecartement moyennal est concentre. 

\ Nous pouvons dire encore que dans Thypoth^se indiquee, kn varie 
en ligne droite et en sens inverse du nombre des termes sur lesquels 
est concentre Tecartement moyennal. 

Ainsi (toujours dans la meme hypothese), si n est par exemple = 

12, An diminue de 0,1 (== -) pour toute extension de I’ecarte- 

\ 12 — 2/ 

ment moyennal sur i ter me de plus. Le nombre minimum de termes 
sur lequel s'etend Tecartement moyennal (cas de concentration ma¬ 
xima) etant = 2 (soit un ecart positif et un negatif), nous avons de 
la sorte d'apr^s [96] : 


12 


pour I = 2, . . . = - 

12 - 

7 7. 

» ^ = 3 , • • • 

12 • 


■2 

2 


0,90 



£20 


12 — 4 

pour / — 4, . . . ^,2 == 10 o,8o, et ainsi de suite ; 

12 — II 

)) / ~ IT, . . . k .. - 0,10 

10 


12 — 12 

» Z “ 12, . . . k.^ ^ "0 (cas de concentration nullej. 

10 


Cette siniplicite de la loi des variations de cette variation in- 
versenient proportionnelle aux variations du nonibre des ternies sur 
lesquels la somme des ccarts moyennaux est concentree, cette varia¬ 
tion en ligne droite conf^rerait certainenient au coefficient de concen¬ 
tration kn une enorme supcriorite sur le coefficient tn, dont la loi de 
variation parait beaucoup moins sinijde. 

§ 6i. —: Cependant, la formule [96] nous montre encore autre 
chose. II resulte en effet de cette formule que, dans riiypothese que 
tous les d inegaux a 0 sont > rfm, le coefficient kn (n etant constant) 
depend uniquement de /, c'est-a-dire du nomhre des ternies sur lesquels 
recartement moyennal est concentre ; toajonrs dans la mhne hypothese, 
kn est done insensible d Vegalite on d Vincgalite des harts moyennatix 
des 1 termes sur lesquels Vecartement moyennal est concentre ; autrement 
dit, dans Vhypothese indiquee, kn se revele insensible a certaines formes 
importantes de la concentration des series, a Tintensite de la concen¬ 
tration par mi les termes accusant un ecart moyennal inegal a 0. — 
II n'en est pas de meme du coefficient qui, base sur d, sur les 

carres des ecarts moyennaux (du premier ordre), se montre sensible 
k toute inegalite dans la repartition de la somme des ecarts moyen¬ 
naux de la serie, e'est-a-dire a toute variation de la concentration. 

Pour rendre cette difference entre kn et Cn plus tangible, voici quel- 
ques exemples repondant a Thypothese posee. Prenons notamment 
les series suivantes a 12 termes {n = 12). (Rappelons que v = termes 
de la serie, d = ecarts moyennaux du premier ordre, 8 = ecarts 
moyennaux du second ordre) : 

a) / = 4 ; S = 24 . 

moyenne 

S^ric I. 


V 

14, 14, 26, 

26, 

20, 

20, 

20, 

20, 

20, 

20, 

20, 

20 

20 

d 

- 6, - 6, + 6, 

+ 6, 

0, 

0, 

0, 

0, 

0, 

0, 

0, 

0 

2 

$ 

+ 4 > + 4 > + 4 * 

4 - 4» ■ 

— 2, 

2, 

— 2, 

— 2, 

— 2, 

— 2, 

— 2, 

— 2 

32 8 


12 3 



121 


S^rie II. 


En moyenne 


V 

8, 28, 

22, 

22, 

20, 

20, 

20, 

20, 

20, 

20, 

20, 

20 

20 

d 

— 12, -t- 8 , 

+ 2, + 2, 

0, 

0, 

0, 

0, 

0, 

0. 

0, 

0 

2 

S 

+ 10, -1- 6, 

0, 

0, 

— 2, 

— 2, 

— 2, 

— 2, 

— 2, - 

— 2, 

— 2, 

— 2 

32 8 


12 3 

Pour le coefficient on trouve d’apres [92] dans les deux cas : 

0,6. ^ 

^12 0,80 . 

d PH 2 

On obtiendrait naturellement le menie resultat d'apres [96] : 

12 — 4 

^ - 0,80 . 

12—2 

Par contre, le coefficient est d'apres [59] : 
pour la serie I: 


o,6g ^ ^ 


/ 1/36.4 

0,69 ( — I 

/ \ 2 

0.69.0,732 = 0,505 


= 0,69 (^3 — i) 


pour la serie II: 




/144 + 64 H” 4 + 4 


= 0,69 ~ — l) = 0,69.1,1213 0,774 • 

Or, il est evident que la concentration de I’ecartement moyennal 

est loin d’etre la mSme dans les deux series. Dans la serie II, les ^ 

6 

de toute la somme des ecarts moyennaux trouvent con- 
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centres sur deux termes de la serie, tandis que dans la serie I, sur les 
deux termes accusant les plus forts ecarts moyennaux se trouve con- 

. /6 + 

centree seulement la moitie de toute la somme des ecarts I- 

\ 24 



meme avec trois termes on n'arrive pas encore k la proportion de - 


5 

6 


( 5 4. 5 + 5 3\ 

en effet, -= - ). Cette grande difference de concentration 

24 4/ 

apparait avec le coefficient mais se trouve enti^rement voilee 
avec 

resultat serait naturellement le meme si Ton prenait des series 
ayant une autre somme d'ecarts moyennaux (puisque notre formule 
[96] est independante de S 

Prenons d*ailleurs encore deux autres series, differant des deux 
series que nous venons d'examiner par la valeur de / et de Si (nous 
prenons toujours des series a 12 termes, mais il est evident qu*on pour- 
rait prendre tout aussi bien des series ayant n'importe quel autre 
nombre de termes). 



i) 

/ = 

00 

M 

II 

36. 




j^n moyenne 


S^e III. 








V 


16, 

15. 20, 

20, 24, 25, 25, 

24 » 

20, 

20 

20 

d 

— 5 , — 4. 

-* 4 , 

— 5 , 0, 

0. + 4 > + 5. + 5 > 

+ 4 * 

0, 

0 

3 

$ 

4 - 2, 4 I, 

4 " 

42, — 3, 

— 3 . -f- I. + 2, + 2, 

+ i,~ 

- 3 » - 

- 3 

2 


S 6 iie IV : 








V 

i 7 » 

17. 

17, 20, 

20, 23, 24, 28, 

23 » 

20, 

20 

20 

d 

— 3 * — 9 , 

— 3 . 

— 3 . 0, 

Oi + 3 > + 4 » + 8, 

4 - 3 . 

0, 

0 

3 

$ 

+ 6, 

0, 

0, — 3. “ 

- 3 . 0. + 1,+ 5 . 

0, — 

3 » — 

3 

2 


Le coefficient donne dans les deux cas: 


, ^ Sm 0,6.2 

Aj2 — 0,6 — —- — 0,40 . 

im 3 

^De meme d’apr^s [96], on aurait dans les deux cas: 


^ n — I 12 — 8 
n — 2 10 



Par contre, devient: 
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pour la serie III: 


I 


/ |/^5j4+^6^4 

= . 3 

= 0,69 . ^|/^ — = 0,69 (y 1,5185 — l) =- 0,69.0,23 = 0,159 

pour la serie IV : 

/1/9 • 5 + + 16 4 - 64 

c .. = o ,6,(£-- i )., o ,6,[^ 3 

0,69 (|/^°g — = 0,69 (/i,9074 — i) = 0,69.0,38 -= 0,262 . 

Ici encore, les deux series ont une concentration fort differente. 
Dans la serie IV, pres de la nioitie de la somme des ecarts moyennaux 
/g + 8 i7\ 

I , ™ — 1 se trouve concentree sur detix termes tandis que dans 

\ 36 36/ 

la serie III, meme en prenant trois termes accusant les ecarts maxi¬ 
ma nous n'obtenons que ~ de la somme de tons les ecarts. Et pour- 

36 

tant k^2 donne dans les deux cas le meme chiffre : 0,40 ; par contre, 
le coefficient c^2 donne 0,26 pour la serie IV et seulement 0,16 pour la 
serie III. 

En presence de ces constatations, il nous semble etabli que le 
veritable coefficient de la concentration des Ixarts est bien Cn, base sur les 
carres des icarts moyennaux du premier ordre ; il se montre plus juste 
que kn, base sur les ecarts moyennaux du second ordre. 

Nous ne croyons pourtant pas que kn doive etre purement et 
simplement rejete. Dans la realite, il traduit encore assez bien les 
differences de concentration de differentes series. Il a en outre des 
qualites incontestables de clarte, de simplicite et de facilite de calcul. 
Seulement, quand il y a divergence au sujet de la plus ou moins grande 
concentration des series comparees selon que Ton applique le coeffi¬ 
cient Cn ou kn, c*est Tiudication foumie par Cn qui doit etre consideree 
comme exacte. 
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On pourrait peut-etre designer kn comnie le coefficient simple 
de la concentration et c» comme le coefficient de concentration qua- 
lifii (on serait presque tente de dire pondiri, tant Tanalogie est sen¬ 
sible entre kn et Cn, d*un cote, et les nombres indices simples et pon- 
deres, de Tautre; nous evitons cependant ici le terme de apondere)) 
pour ne pas creer de confusion). En tout cas, si Ton parle du coeffi¬ 
cient de concentration sans le specifier davantage il faudra comprendre 
par ce terme le coefficient Cn. 

§ 62. — Notons enlin encore une difference entre les coefficients 
Cn et kn. Ee lecteur a probablement remarque que dans les exemples 
cites, kn s*exprime continuellement par un cliiffre plus eleve que c,, 
(pour la serie I, A12 = 0,80 et — 0,51 ; pour la serie II, k^z ” 0,80 
et = 0,77 ; pour III, k^z ^ 0,40 et c^z ^ 0,16; pour IV, k^x = 
0,40 et Crz = 0,26). Ceci n'est pas un hasard. Nous avons deja remar¬ 
que (§ 37) que rindice de concentration base sur les ecarts du second 
ordre (/Q croit pour les petites concentrations beaucoup plus forte- 
ment que les indices bases sur les carres des ecarts du premier ordre 

, et plus faiblement que ceux-ci pour les grandes concentra¬ 
tions. II en est de meme des coefficients kn et c« qui sont fonctions positi¬ 
ves et directes de ces indices. Pour les grandes concentrations, la diffe¬ 
rence entre kn et s'attenue, et quand le concentration est maxima les 
deux deviennent = i. Dans Phypoth^se que nous venons d'examiner 
dans les deux derniers §§, kn presente une ligne droite; Cn prend alors 
Tallure d'unecourbe concave qui re joint cette droite a ses deux points 
extremes (0 et i), mais qui se trouve au-dessous d'elle sur tout le reste 
de son etendue. — Le fait que kn se montrebien plus sensible que Cn 
aux petites concentrations (qui dans la realite sont tres frequentes) 
est peut-etre la raison la plus importante pour ne pas abandonner 
complytement kn comme mesure de concentration (♦). 

II va de soi que kn, tout comme Cn, est applicable aussi bien aux 
series periodiques qu'aux non-periodiques. 


(*) Dans une etude r^cente sur les Fluctuations saisonnihres dans VIndustrie 
du bdtiment («Revue trimestriellc de statistiqiie » publiee par rOffice Central de 
Statistique de la R4p. Polonaise, 1933, fasc. 2-3), le Dr. J. Wisniewski, tout en 
faisant un large usage de notre propre 6tude sur le meme sujet mentionn^e plus 
haut, s'est cependant refuse apppliquer notre coefficient de la concentration 
des hearts C ,3 (que nous avions d'abord d^ign^ par p) parce que pratiquement. 
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CHAPITRE IX. 

Coefficients de certains caract^^res des series pfeRioDiQUEs 

{suite), 

§ 63. — Comine nous Tavons remarque au debut du precedent 
cliapitre, notre indice de dissymetrie D se rapproche d*im coefficient 
dans ce sens que, variant entrc 0 et i, il marque le degre atteint par le 
phenomene par rapport au maximum qu’il peut en general atteindre. 
II ne nous parait cependant pas encore de nature a nous satisfaire 
entierement. 

En effet, dans notre conception de la s^'metrie et de la dissyme¬ 
trie, toutes les series dont les termes equidistants du centre de syme- 
trie ne varient pas toujours dans le meme sens ni ton jours dans un 
sens oppose, offrent a la fois une certaine de\ 4 ation de la symetrie 
positive et une certaine autre de la symetrie negative (dont Tindice 
est > 0 et < i). En principe il faudrait done calculer toujours les deux 
indices de dissymetrie, le positif et le negatif (sans parler des trois 
genres de symetrie possibles, symetrie des ecarts moyennaux, successifs 
et centraux, qui ne sont pas des notions opposees, mais qui correspon¬ 
dent a des aspects differents de la realite). Comme nous avons vu, dans 
bien des cas, notamnient dans les cas oil la predominance de la synie- 
trie positive ou de la symetrie negative n'est pas certaine d’emblee, 
il faut effectivement calculer les deux indices (§ 41, series III et IV). 
Mais ce qui est plus important encore, e'est qu'a un meme indice de 
dissymetrie d*un sens donne (positive ou negative), peuvent corres- 
pondre differents indices de dissymetrie en sens oppose. Ceci est evi¬ 
dent quand I’indice de dissymetrie est cgal d i ; car, comme nous Ta- 
vons vu au § 40, un indice egal a i peut etre obtenu dans deux cas: 
i® lorsque dans tons les couples de termes equidistants Tun des termes 
reste invariable tandis que Tautre varie, et 2° lorsque dans tons les 


notammeiit pour le phenomene eludie, ce coefficient prend des valeurs pen 
<flev 4 es. Cette raison, il est vrai, ne nous parait i>:is p6reinptoire ; mais dans la 
pratique, pour certains pliciiomenes, le cofficiciit conviendrait peut-etre 
mieux. Voyez aussi plus loin, chapitre X et notammeiit § 71 (6°) et § 76. 
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couples de termes equidistants, Tun des termes varie en sens oppose 
aux variations del'autre (s'il s'agitd’un indice de dissymetrie positive) 
ou s'ils varient dans le meme sens (s’il s'agit d'un indice de dissyme¬ 
trie negative) ; dans le premier cas, Tindice de dissymetrie opposee 
est lui aussi egal a i ; dans le second, il est inferieur hi et pent meme 
devenir 0 si les ecarts des termes equidistants sont de valeur absolue 
egale. II en est de meme si Tindice de dissymetrie donne est infhieur d i: 
rindice de la dissymetrie opposee pent prendre des valeurs diiBFerentes 
selon que la dissymetrie donnee provient plus ou moins d'une varia¬ 
tion inigale des termes equidistants ou d'une variation de certains 
termes equidistants dans un sens oppose h celui de la symetrie consi- 
deree (car la variation des termes equidistants dans un sens oppose 
a la symetrie consider^ influe aussi sur Tindice de la dissymetrie 
opposee tandis que la variation inegale de ces termes dans le meme 
sens que la dissymetrie consideree laisse Tindice de la dissymetrie 
opposee sans changement). Pour nous en rendre compte plus claire- 
ment, prenons quelques exemples. Soit quatre series accusant les 
ecarts (centraux, successifs ou moyennaux) suivants : 

I + 5. — — 3, + 2, 0, + 3, — I, — 2, + 3 

II 5» — — 3» “f" 2, o, -f- 3# — 2, -f" I, “f* 3 

III + 4» — 2, — 3» + 2, o, — 2, — 3, — I, +3 

IV +3, — 2, — 3, + 2, o, + 2, + 3, — 2, + 3 


Les indices de dissymetrie positive (Z)+) et negative (/)“) de ces 
series sont les suivants : 

Serie I (tons les ecarts des termes equidistants varient dans le 
mane sens): 


Dt 


I + 2 + I + 2 
20 


20 


= 0,30; D - 


5 + 4 + 3 + 8 


20 


20 

— = I . 

20 


Serie II (deux ecarts de termes equidistants varient en sens opposes, 
I’un etant = — i et I’autre = + i): 




I + I + 2 + 2 


20 


6 r,_ 5 + 5 + 8 18 

- - = 0,30 ; D, - - -= - 

20 20 20 


= 0,90. 
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S6rie III (un ecart est = +2, et I’ecart du terme equidistant = — 2) : 




4 + I + I 

20 


6 

20 


0.30 ; IK 


6 + 3+7 


20 


16 

20 


0,80 


Serie IV (un ecart — — 3, et Tecart du terme equidistant = + 3) : 


- - - 0.30 ; or 


4 + 4+6 

20 


14 

20 


0,70; 


et ainsi de suite. 

II faut done, a proprement parler, marquer les deux indices meme 
quand la predominance de la symetrie positive ou de la negative est 
de toute evidence comme dans les exemples que nous venons d'exa- 
miner. On pourrait le faire aisement en mettant entre parentheses 
rindice de dissymetrie le plus eleve (qui marque la symetrie dont la 
serie s'ecarte le plus) en le faisant preceder du signe de la symetrie 
dont il marque la deviation ; il devient alors inutile de marquer d*un 
signe (+ ou — ) la lettre D. Ainsi pour nos series, on aurait: 

I = 0,30 (— i) 

II 0,30 (— 0,90) 

III .... £>3 = 0,30 {— 0,80) 

IV .... £>^ = 0,30 (—0,70), et ainsi de suite. 

Si une serie a une predominance de symetrie negative, si par 
exemple ses indices de dissymetrie sont respectivement: D+ — 0,90 
et D- = 0,20, on ecrirait: 


D = — 0,20 (+ 0,90). 


Comme le calcul de ces indices est on ne pent plus simple, 
I’emploi d’un indice double ne presenterait en somme aucune difficulte. 

Cependant, I'image serait moins nette qu’avec un chiffre unique 
qui resumerait le tout. 

Cette image paraitrait insuffisamment nette surtout si, en com- 
parant deux series, notis trouvions pour elles des indices qui tous les 
deux seraient pour Tune des series plus eleves que pour! ’autre, par 
exemple; 

I>i = 0,30 (— 0,80) 

£), = 0,25 (—0,75). 
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Bn realite, cela signifierait que les deux series s'ecartent xelati- 
vement peu de la symetrie positive, que la seconde s'en ecarte moins 
que la premiere, mais que cette deviation est dans la seconde plus que 
dans la premiere I’effet d'une variation des termes equidistants 
dans un sens oppose. On ne pent pas nier que ces details de la dissy- 
metrie aient quelque utilite eux aussi. Mais ce qu'on gagne ici en pre¬ 
cision du detail, le resume d’ensemble le perd en nettete. 


§ 64. — An lieu de fixer le degre de la dissymitrie des series, nous 
pouvons chercher a determiner directenient le degre de leur symetrie, 
Quant au degre de concordance (ou de discordance) des variations des 
termes equidistants, au lieu de le determiner en prenant pour base 
la difference (ou la somme algebrique) de leurs ecarts par rapport a la 
somme de ces memes ecarts, on pent Tetablir en se basant sur les pro- 
duits de ces ecarts compares aiix moyennes de leurs carres. 

En effet, designons les ecarts (moyennaux, successifs ou centraux) 
des termes situes a gauche du centre de symetrie par a; et ceux des 
termes situes a droite par y {x et y pouvant etre positifs ou negatifs) 
et prenons les ecarts 6 !un couple de termes equidistants, par exemple 
Xn et yn. Si ces termes accusent une parfaite symetrie positive, alors 
... <+yn _,__ 


= y^ et yn = 


(puisque chaque membre de cette expres¬ 


sion est ^ x\=^ y*); dans ce cas, le produit des ecarts des deux termes 
equidistants est done egal a la detni-somme des carres de ces ecarts ; 

Xn yn 

autrenient dit, le rapport i. Pour une somme [x + y) 

donnee {= 5), et quelle que soit sa valeur, le produit xy est maximum 


autrenient dit, le rapport 


I. Pour une somme [x + y) 


quand x~y (d'apres § 44, proposition 3) et il est alors egal a (!)^ 

pour la meme somme (5), si a: = y, la somme des carres [x^ + y*) est 
alors minima (proposition 2 du meme § 44) et elle est alors egale a 


^* + y" 


. Le rapport 


+ y 


est done egal a 


quand le 


numerateur [x y) est maximum et le denominateur {x^ + y*) est 
minimum, soit quand la fraction est maxima. Nous pouvons ainsi 


X y 

x^ + y 


2 


[97] 
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La valeur i pour le rapport qui se verifie dans le cas 

« + yi): 2 

de symetrie parfaite d’un couple de termes equidistants {x = y) cons- 
titue ainsi un maximum. A mesure que I’inegalite entre Xn et y„ aug- 
niente (que la symetrie diminue), le numerateur {x„ y„) diminue et 
en meme temps le deiiominateur + y^ augmente, c’est-a-dire le 

rapport - , diminue. Enfin, si Xn ou y„ devient = 0, c’est-a- 

K + yiD: 2 

dire s’il n’y a aucune symetrie entre Xn et Xn, notre rajAport devient 
lui aussi — 0. 

Lorsque Xn = — y.,, c’est-a-dire en cas de parfaite symetrie nega¬ 
tive, on trouve de fa9on analogue : 


1 ^ y " 

que le rapport ^ ; 

que — I est la valeur absolue maxima du rapport considere; 
qu’avec raugmentation de Tinegalite des valeurs absolues de 

Xn yn 

Xn et de yn (qui conservent des signes opposes), le rapport —- , 

i^n + yj : 2 

tout en demeurant negatif, diminue comme valeur absolue ; 

Xn ym 

et enfin que si ou y. devient = 0, tout le rapport -- 

(Ac*-+-y*):2 

devient = 0. 

Cela veut dire qu’en cas de symetrie negative des ecarts x^ et 
Xn yn 

y», le rapport ^ ^' aj — presente une quantite negative variant 

entre 0 et — i, etant = 0 quand il n’y a point de symetrie entre Xn et 
ym, augmentant en valeur absolue avec I'augmentation de la symetrie 
negative entre eux et devenant = — i quand ils pr&entent une par¬ 
faite symetrie negative. 


Ainsi pour un couple de termes equidistants, le rapport 


(<+ya:2 


marque tous les degres de symetrie positive ou negative, variant entre 
-V-1 et 0 pour la symetrie positive et entre — i et 0 pour la symetrie 
negative. 
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Prenons maintenant plusieurs couples de termes equidistants 
dont les ecarts seront pour les termes gauches , x^,... Xn et ceux 
des termes droits, yt, y*, Vj > - • - yn- Voyons quelles seront les varia¬ 
tions du rapport: 


yi + *2 ya + ^3 yj + • • • + X„ yn 


3 'ty} + y± + 


"3 

2 


+ . . . + 


< + yl 


Dans le cas on ~ Xn = yn» c’est-a-dire 


dans le cas de parfaite symetrie positive, toute cette expression se 


transformera en 


+ xl + xl + 


+ X" 


— I . Si les et les y des 


termes equidistants (on certains de ces x et 3’), tout en conservarit 
les memes signes, ne sont pas egaux, alors cliaque terme ainsi affecte 
du numerateur est inferieur au terme correspondant du denomina- 
teur et le rapport entier devient par suite une fraction positive < i; 
a mesure que la diflFerence entre les x et les y (ayant les memes signes) 
des termes equidistants augmente, notre rapport diminue ; il en sera 
de meme si certains x ont des signes opposes a ceux des y des termes 
equidistants: les produits de ces x et y devenant negatifs reduisent 
d'autant la somme des produits xy qui forme le numerateur de notre 
rapport; autrement dit, a mesure que la symetrie positive de la serie 
diminue, soit par suite de I’angmentation de Tinegalite des ecarts des 
termes equidistants, soit parce que certains de ces ecarts prenneiit 
des signes opposes, notre rapport diminue. Enfm, si dans tons les cou¬ 
ples de termes equidistants Tun des ecarts {x ou y) devient zero tandis 
que Tautre conserve une certaine valeur, ou encore si dans certains 
couples les ecarts des termes equidistants ont les memes signes et dans 
d'autres ils ont des signes opposes de faqon que la somme des produits 
des uns soit egale en valeur absolue a la somme des produits des autres, 
le numerateur de notre rapport devient — 0 ; autrement dit, quand il 
n'y a point de symetrie entre les termes equidistants, soit que dans 
tons les couples Tun des termes reste invariable tandis que Tautre varie, 
soit que ces termes n'accusent pas plus de symetrie positive que de sy- 
nietrie negative, notre rapport devient ~ 0 . 


De meme, si x^ ~ , X2 

notre rapport devient: 




•ya 


== — y« 




+ xl + xl + 


+ 


~ = — I. Si les % et les y des termes equidistants 




conservant leurs signes opposes, ne sont pas egaux en valeur absohie, 
notre rapport devient nne fraction negative dont la valeur varie en- 
tre — I et 0 ; sa valeur absolue diminuera avec Taugmentation de 
rinegalite des ecarts des termes cquidistants et avec Taccroissement du 
nombre et de Timportance des ecarts ayant les menies signes. Enfin, 
quand dans tons les couples de termes eqiiidistants, Tun des ecarts 
devient ^ 0 tandis que Tautre conserve une certaine valeur ou quand 
les X ont tantot le meme signe que les y correspondants tantot des si¬ 
gnes opposes de fa^on que la somnie des produits des tins soit egale en 
valeur absolue a la somme des x^rodiiits des autres, le rapport de¬ 
vient — 0. 

En resume, noire rapport varie avec la symetrie des series entre + i 
et 0 pour tons les degves de symetrie positive et entre — i 0 pour tons 
les degres de symetrie negative ; il presente un vrai coefficient de syme¬ 
trie ; nous le designerons desormais par 5. Nous pouvons ainsi ecrire : 

Y^xy 

^^'Y~x^ + Yy^ [98] 


§ 65. — Le lecteur aura deja certainenient remarque la frappante 
analogie qui existe entre la s^mietrie telle que nous Tavons exposee 
et la correlation, entre notre raisonnenient sur la mensuration du de- 
gre de symetrie et la mensuration du degre de correlation, entre le 
coefficient de symetrie vS que nous venous de degager et le coeffi¬ 
cient de correlation r. La seule difference entre notre coefficient de 
symetrie s et le coefficient de correlation r (naturellement, outre la 
signification des x et des y) consiste dans la nature de la moyenne qui 
forme le denominateur du coefficient: tandis que pour r on prend la 
moyenne geometrique de £ x^ et de Sy* (soit: j/ S S y*), nous prenons 


ici la moyenne arithmetique de ces expressions 


( 


Yx^ +2y" 
2 



Cette difference nous parait pleinement justifiee par la difference 
de nature des deux plienomenes. La correlation (en ligne droite), 
pour etre parfaite, ne demande pas necessairement que les x soient 


{♦) La formule de notre coefficient de symetrie 5 coincide avec Vindice 
quadratique de correlation entre les icarts (absolns) signal^ par GiNi dans ses 
Indici di concordanza (Atti del «R. Istituto Veiieto di Scienze, Lettere ed 
Arti», 1915-16, pp. 1440-1441). 
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egaux aux y, il suffit qu'ils soient proportionnels ; le coefficient r doit 
done marquer la perfection i) siy ~ xt, t etant une grandeur cons- 
tante quelconque. I^e coefficient r satisfait k cette condition. Par 
contre, pour que la symetrie soit parfaite, il ne suffit pas que les x 
soient proportionnels aux y, il faut qu’ils leur soient 6 gaux. Des se¬ 
ries accusant, par exeiiiple, des ecarts comme les suivants : 

x^ ^ + 2 \ x^ — 4 ; a :3 -= + 3 

yi + 6 ; y^ — 12 ; y3 +q 

presenteraient une correlation parfaite (y ^ ^ 3^ ou ^ 3) et auraient 

pour coefficient r = + i, niais les inenies ecarts marqueraient une 
serie fort eloignee de la parfaite symetrie, comme on pent le voir 
d'apres le graphique ci-contre. 



Aussi notre coefficient de symetrie s ne devient-il pas egal k i 
dans le cas de variations proportionnelles mais inegales des x et des y. 
En efiEet, mettant x = xt, le coefficient de symetrie devient: 

2/ 


2 


2 


[99] 
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Cette expression ne devient = i que si 2 ^ = i + /*, soit si i + <* — 2 / 
= 0, c’est-i-dire si (i —0’ = 0, soit si < = i ou, ce qui revient au 
meme, si y = x. C. Q. F. D. 

Dans I’exemple particulier de variations proportionnelles que nous 
venous de voir (represente aussi surle graphique IX), ou r donne i, 
notre coefficient de symetrie est: 

s—- 2-6 + 5-15 + 3- 9 

(4 + 25 + 9) + (36 + 225 + 8ij 190 ^ ■ 


(On aurait pu, d’aiUeurs, prevoir ce resultat d’apr^s la formule [99] 

2.3 6 

en substituant k t sa valeur 3 ; en effet;-= — = 0,60). 

I + 3 * 10 

§ 66. — La formule du coefficient de symetrie s telle que nous I’a- 
vons ecrite plus haut [g8] avait pour but surtout de faire mieux res- 
sortir ce que ce coefficient a d’analogue avec le coefficient de corre¬ 
lation r et en quoi ils different entre eux. Mais il va de soi que la 
formule [98] peut etre simpUfiee. 

En effet, I’expression Sx* -t- Sy* signifie la somme des carres de 
tons les ecarts, tant gauches que droits ; si nous reprenons le systkme 
de notation employe plus haut (§ 39), designant les ecarts en general 
par E, les ecarts situes k gauche du centre de symetrie par E' et les 
ecarts droits par E', nous pouvons done ecrire : 


2 'Lxy _ 2 l,E' E" 
Sx*T’Sy* "" SE* 


[100] 


e’est-k-dire que le coefficient de symitrie s est egal au double de la somme 
algibrique des produits des hearts des termes iquidistants divis&e par la 
somme des carris de tous les icarts. 

Par E nous designons toutes sortes d’ecarts: moyennaux, cen- 
traux et successifs. Pour etre explicates, marquons encore la formule 
du coefficient pour chacune de ces trois espkees de symetrie : 

Pour la symetrie des ecarts moyennaux {d): 


Sd 


2S«f'<i' 

Si* 


[lOl] 




m 


Pour la symetrie des ecarts successifs (e): 


s, = 


2 S e' c' 
Sc* 


[102] 


Pour la symetrie des ecarts centraux (>)) : 




2i:ri'rf 
‘ Sy,* 


[103] 


§ 67. — Avant de moiitrer par des exeniples le calcul de nos coef¬ 
ficients de symetrie, il ne sera peut-etre pas inutile de bien preciser 
un point special de ce calcul sur lequel nous avons deja rapidement 
attire Tattention (§ 35 et § 40). 

Dans toute serie, periodique ou non-periodique, le nombre des 
ecarts moyennaux est egal a celui des termes (n). Il n'en est pas tout-a- 
fait de meme pour les ecarts successifs et centraux. Dans les series 
periodiques (typiques), le dernier ternie, il est vrai, est encore dans 
la realite suivi d'un ecart successif, par consequent, dans ces series 
il y a aussi autant d^ecarts successifs et centraux que de termes {n). 
Mais dans les series wc>^-periodiques, le dernier terme n'est suivi d’au- 
cun ecart successif; dans ces series, le nombre des ecarts successifs 
et centraux (les ecarts centraux ne sont au fond que les sonimes 
successives des ecarts successifs) est ainsi egal au nombre des termes 
moins i (soit ^ n — i). 

Il s’ensuit que dans les series ^JOf^-pcriodiques, si le nombre des 
termes est pair {2 m), le nombre des ecarts moyennaux Test aussi, 
niais celui des ecarts successifs et centraux est impair {2 m — i), et 
vice versa: quand le nombre des termes (et des ecarts moyennaux) 
est impair {2 m + 1), celui des ecarts successifs et centraux est pair 
(2 m). 

Il s^ensuit encore qu'en cas de symetrie parfaite, le centre de sy- 
nietrie des ecarts moyennaux doit coincider avec le terme central de la 
serie si le nombre des termes est impair et qu'il doit se placer enire 
les deux termes « centraux » si le nombre des termes est pair: alors 
seulement on aura autant d’ecarts a droite qu’a gauche du centre de 
symetrie. Il en est de meme des ecarts successifs et centraux dans des 
series non-periodiques : si le nombre des termes est impair (w = 2 w + i) 
le nombre de ces ecarts est pair (2 m), dont autant (m) k gauche qu’a 
droite du terme central: c’est done ce terme, le {m + i)-i^me, qui 
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forme alors le centre de symetrie parfaite des ecarts successifs (et 
centraux) ; si le nonibre des termes est pair (n ^ 2 m) et celni de ces 
ecarts est impair (2 m — 1), il faut done (pour qu’il y ait autant d'e> 
carts a droite qu'a gauche) que le centre de symetrie parfaite se place 
entre les deux termes centraux, entre le m-ieme et le {m + i)-ieme. 
— Mais pour les series periodiques, qui, elles, ont autant d'ecarts 
successifs et centraux que de termes, e’est juste le contraire qui est 
vrai: si le nombre des termes est impair [2 m +1), celui des ecarts 
successifs (et centraux) Test egalement et, pour qu’il y ait autant d’e- 
carts a droite qu’a gauche, le centre de symetrie doit se placer au milieu 
de I’ecart median, e’est-a-dire entre les deux termes centraux ; par 
contre, si le nonibre des termes est pair {2ni) ainsi que celui des ecarts 
successifs et centraux, il faut (pour qu’il y ait symetrie parfaite, pour 
qu’il y ait m ecarts a gauche et autant a droite) que le centre de 
symetrie coincide avec un terme de la serie, avec son (m + i)-i^me 
terme (en commen(;ant d’ailleurs la serie par un terme voiilii). 

Dans le cas de symetrie partielle, il faut naturellement aussi 
tenir compte de ces differences entre series ordinaires et periodiques 
pour fixer correctement les ecarts successifs et centraux et pour cal- 
culer leur degre de symetrie (ou de dissymetrie). Pour les scries perio¬ 
diques, il ne faut suriout pas oiiblier Vecart siiccessij qni suit le dernier 
terme de la serie (ou, ce qui revient au meme, qui precede le premier 
terme), e’est-a-dire qui separe le dernier terme d’une periode dii pre¬ 
mier de la periode suivante ; il en est de meme de I’ecart central qui 
separe le centre d’une periode du premier terme de la periode suivante 
(ou du dernier terme de la periode precedente). 

Quelques exemples : 

I. Le nombre des termes est impair: 


a) Serie ordinaire : 

V ... 3, 5, 10, 8, 4 
d...—2.—l, +4, +2,-2 

e . . . — 2, —5, —2, —4 

7 )... —7, — 5 i -2,-6 


[Vm - 6) 

(le centre de symetrie est le 
3“^ terme: 10) 

{idem) 

{idem) 
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b) Serie periodique: 

v...i 3 , 5 ’ 10. 8, 4) {v„ = 6) 

d .. .{— 3, — I, +4, +2, — 2) (le centre de symetrie est le 

3“® terme : 10) 

e , . , (— 2, — 5, +1, — I, — 4, — i) (le centre de symetrie se place 

entre le 3“® et le 4“® termes 
egaiix resp. k 10 et k 8, et 
doit etre mis — 9) 

6,-4, +1, —I,—5,—6) {idem) 

2. I^e nombre des termes est pair : 

a) Serie ordinaire : 

V . . .3. 7 - 9 ' 5 6) 

d .. . — 3 , + I, + 3 , — I (le centre de symetrie se place 

entre le 2“' et le 3”® termes) 

«... — 4, — I, +1, — 4 {idem ; le centre de symetrie, 

place entre 7 et 9, doit etre 
mis = 8) 

7j... — 5, — I, + I, — 3 (idem) 

b) Serie periodique; 

V ...{3. 7 > 9. 5 ) = 6 ) 

d . . . (— 3, + I, +3, — i) (le centre de symetrie se place 

entre le 2“® et les 3“® termes) 

e ... (— 4, — 2, — 4, — 2) (le centre de symetrie est le 3“® 

terme: 9) 

7}.. . (— 6, — 2, — 4, — 6) (idem). 

!Les observations ci-dessus ont pour objet de faire placer correc- 
tement le point median de la serie des ecarts qui est generalement 
aussi leur centre de symetrie. Meiis, comme nous I’avons dejk vu 
(§ 22, lo et § 41, dernifere partie), il existe des cas particuliers 06 la 
serie se montre par rapport k son point median moins symetrique 
que par rapport k quelque autre terme de la serie ; dans des cas pareils, 
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le degre de symetrie doit etre fixe en prenant comme centre de symc- 
trie le point de la serie marquant la dissymetrie minima (ou la syme¬ 
trie maxima) ; la encore il ne faut jamais perdre de vue le fait que 
les series periodiques ont un nombre d’ecarts successifs et centraux 
superieur de i a celui des series non-periodiques ayant le meme nom¬ 
bre de termes. 

§ 68. — Prenons maintenant quelques exemples de calcul pra¬ 
tique des coefficients de symetrie, et afin de pouvoir mieux comparer 
la signification concrete du coefficient de symetrie s avec celle de 
rindice de dissymetrie Z), calculons s pour quelques unes des series 
pour lesquelles nous avons deja etabli Tindice Z). 

Prenons par exemple les quatre series du § 63 ; nous obtenons 
pour elles les coefficients de symetrie suivants (pour faciliter la compa- 
raison, nous donnons dans des crochets [ ] les indices de dissymetrie 
trouves plus haut) : 

Serie I: 


2 (2.3 + 1. 3 + 1. 2 + 3. 5) _ 2.26 

2* + 3’ + 1*1-5* + 3* + 1* +~2’ + 3* ~ 62’ 
= 0.84: [Z), = 0.30 (— I)] 


Serie II; 


2(2.3 -1-2.3 —1.1 +3-5) 
62 


2.26 „ 

_ = 0,84; [Z), = 0,30 (—0,90)] 
02 


Serie III: 


s 


3 


2 (—2.2 4-3-3+2.1 4 - 3 - 4 ) _ 2.19 
56 .. "56 


0,68; [D, = 0,30 (—0.80)] 


Serie rV: 

2(2.2 —3.3 4-2.2 4-3-3) _ ^ 
52 “52 


= 0,31; [Z)^ = 0,30 (—0,70)] 


On remarque que d’une fa9on generale, il y a une grande concor¬ 
dance entre les conclusions basees sur le coefficient de symetrie s et 
celles basees sur les deux indices de dissymetrie. Mais on voit aussi 
combien il serait necessaire de prendre en consideration la fois les 
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deux indices de dissymetrie, combien fallacieuses peuvent etre les 
indications d'lin seiil d'entre eux. On voit egalenient combien le coef¬ 
ficient de symetrie se montre plus syntlietique et plus expressif. On 
reinarquera en outre (en comparant les resultats pour les series II, 

III et IV") que le coefficient de symetrie s, base sur le produit des ecarts, 
se trouve plus forteinent influence par les grandes deviations de la 
symetrie que les indices de dissymetrie D bases sur Taddition (ou la 
difference) de ces deviations. 

Prenons encore, a titre d'illustration, Texemple des series III et 

IV du § 41. 

vSerie III: 

2 (— 7 - 5 + 5 - 2 + 7 - 2 ) 2 (—11) 

Sd~ -- zzz: - “ - 0,14 , 

7* + 2* + 5* + 7* + 5* + 2» 78.2 

[Dd =- —0,64 (+ 0,71)]. 

Sene IV (*) : 

2 (— 5 • 7 + 7 • 2 + 2 . o + 5) — 21 

Sd = - o ■ == o' = — 0>27 

78 . 2 78 

[Dd == —0,64(4- 0,86)]. 

Comme le montrent les indices de dissymetrie D, les deux series 
s’ecartent beaucoup et de la symetrie positive et de la symetrie ne¬ 
gative, moins toutefois de la negative que de la positive ; il en resulte, 
]:)0ur les deux series, de tres faibles coefficients de symetrie negative. 
Cependant, pour la premiere de ces series (III), ou la difference des 
indices de diss^mietrie positive et de dissymetrie negative est plus fai- 
ble, le coefficient de symetrie negative est aussi plus faible ; pour la 
derniere de ces series (IV), ou la difference entre Tindice de dissymetrie 
positive et celui de la dissymetrie negative est plus sensible, le coeffi¬ 
cient de symetrie (negative) est aussi plus important. 


(*) II s’agit de la modality sp^cialc signalee plus Jiaiit: on chcrche le 
degr^ de symetrie des Pearls moyennanx alors que le termc central marque 
lui-memc un ^cart de la moyeiine. Comme pour les indices de dissymetrie, 
il est jUvSte de teiiir compte de cet ecart pour le num^rateur comme poiu le 
deiiominateur de notre coefficient; le result at final devient de ce fait plut6t 
approximatif, il est cependant d'autant plus strict que Tecart accuse par 
le terme central est moins important relativement au norabre et a Timpor- 
tance des autres ecarts. 
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II est vrai que la contiexite entre les indices de dissymetrie D 
et le coeftu'ient de s^niietrie n'est pas absolue (surtout par suite du 
poids different des grandes deviations dans le calcul de nos indices 
et de notre coefficient) ; coniine nous vo^^ons cependant d’apres ces 
exemples, elle est assez geiierale. lyCS details fournis par les indices 
de dissymetrie peuvent, eii outre, completer utilement le coefficient 
de symetric qui est plus synthetiqiie. Cette circonstance pourrait, 
pcut-etre, justiiier dans certains cas I’emploi des indices de diss3nne- 
trie D a cotc du coefficient de s\'metrie s , mais nous ne cro\'ons pas 
qu'ils puissent le remplacer. 


CHAPITRE X. 

Application du systkmiv d’indicks icx amine dans ce travail 
A l’ictudic dk ouei/iues pAkiodicites reelles. 

§ 6(). — Afin de voir d’line fa<;on concrete dans quelle mesure les 
divers indices examines plus liaut facilitent la coniparaison de diffe"- 
rentes variations periodiques et aident a degager leurs caracteres 
])ropres, nous ferons un certain nombre d'applicatioiis de ces indices 
a I’etude de certaines variations jieriodiques reelles, observ’ces dans 
plusieurs pa^’s et pour des plienomenes de nature differente. Les se¬ 
ries reelles elles-memes se trouveiit indiquees dans notre annexe II, 
a la lin de ce travail ; ici, nous donnerons les indices de la periodicite 
de ces series et leur aiiah se soininaire. Pour cliaque serie periodique, 
nous releverons notaminent: 

I® La mo3’enne aritlinietique de la serie 

2® La partie de la periode pendant laquelle le phenom^ne se 
trouve au-dessus (et au-dessous) de la moyenne. 

3® Le nombre des sommets. 

40 La valeur et le moment des variations extremes (du maxi¬ 
mum et du minimum principaux). 

50 L'amplitude des variations (a) , absolue et relative. 

6^ L'ecartement de la moyenne [dm et a), absolu et relatif. 

70 L'ecartement des termes successifs (^wet<;), absoluetrelatif. 

8° Les coefficients de concentration {kn et Cn) et de nivellement 

(v«). 
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9® Les coefficients de precipitation (^n) et de gradualite (g«). 

10° Les coefficients de S5^metrie (s) : 

a) des ecarts moyennaux ($d), 

b) des ecarts successifs (se) et 

c) des ecarts centraux (sr)- 

Dans certains cas, nous procederons encore k la perequation des 
series donnees par la sinusoide. 

En outre, dans la premiere application concrete, nous ferons usage, 
a titre d’illustration, de nos indices inacheves de la concentration 
{K et Cn) et de la precipitation (P») ainsi que des indices de la diss}^- 
metrie (D) ; pour la premiere application, nous donnons aussi, dans 
Tannexe II, des modeles du calcul de nos indices et coefficients. 

§ 70. — Nos premieres applications se rapporteront au domaine 
giophysique. Le Statistisches Jahrbuch der Stadt Berlin contient beau- 
coup de renseignements interessants sur les variations periodiques 



de phenom^nes de cet ordre k Berlin. Nous lui avons emprunte, un 
pen au hasard, les donnees ayant servi k former le tableau I de VAn¬ 
nexe II et montrant, pour chaque date indiquee, la temperature moyenne 
de I*air atmosphSrique ainsi que celle du sol k un metre et d trois metres 






de profondeur, d’aprfes les observations faites, le i" et le 15 de chaque 
mois, k sept endroits de la ville de Berlin, pendant les annees 1910- 
1914 (les termes des trois series de ce tableau presentent des moyennes 
arithmetiques des temperatures observees au meme moment de I'an- 
nee pendant les cinq annees en question). 

Nous examinerons, d’un c6te, les donnees observees le 15 de cha¬ 
que mois formant ainsi des series periodiques a 12 termes et, de I’au- 
tre les donnees observees le i" et le 15 de chaque mois, constituant 
pour les memes phenomenes des series periodiques a 24 termes. De 
cette fa^on, nous pourrons comparer les variations periodiques des 
trois phenomdnes en question (temperature de I’air, du sol a i“de pro¬ 
fondeur et du sol a 3” de profondeur) et nous pourrons voir aussi ce 
que la plus grande frequence des observations apporte a une connais- 
sance plus stricte de ces phenomenes. Afin de pouvoir mieux voir dans 
quelle mesure les divers indices refldtent la realite, nous donnons aussi 
une representation grapliique des variations des trois phenomenes. 

Si nous examinons maintenant ces six series periodiques typiques 
(dont trois ^ 12 termes et trois a 24) d’apres le schema indique au § 
precedent, nous obtenons les resultats suivants : 
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Caracteres de la periodicite annuelle des variations de la temperature : 
de Vair atmosphSrique, du sol d i“ de profondeur et du sol d 3“ de 
profondeur, d Berlin (1910-1914). 



D'AprAs les donnas 
du 15 de chaque mois 
(12 termes) 

D’apr^ les donnas du i*' 
et du 15 de chaque mois 
{24 termes) 


Air 

atmos- 

ph^rique 

Sol 

profon- 

dcur 

1“ 

Sol 

prolon- 

dcur 

3 “ 

Air 

atmos- 

ph^ique 

Sol 

profou- 

deur 

1“ 

Sol 

profon¬ 

deur 

3 “ 

I. Tempdrature moyenne de I’annde 
(!'»). 

I2°3 

90,8 

100,65 

120,5 

90.8 

100,63 

2. Partie de Tannee ayant une tem- 
pdraturc; 




j 



supdrieure 4 la moyenne . . . 

0.42 

0,50 

0.50 

1 

0,50 

0,50 

infdrieure 4 la moyenne . . . 

0,58 

0,50 

0,50 

0,50 

0,50 

0,50 

3. Nombre des sommets. 

4. Tempdrature maxima : 

I 

I 

I 

6 

I 

I 

valeur [vmsa) . 

25°.5 

i 6“,5 

I 3“.9 

25°.5 

i6^6 

I 3".9 

moment de I’annde. 

i5/vn| 15/vin 

15/ix' 

15/Vn 

i/vm 

1-15/ns 

Tempdrature minima: 







valeur (vmin). 

I®, 7 

3“.3 

7°.5 

I®,6 

30.1 

70.5, 

moment de Tannee. 

15/1 

15/n 

isim 

\ \ 

I(I 5 )/I 

x/n 

1 - 15 / n 

5. Ampliture des variations: 



! 1 

1 


I 


absolue (a). 

230.8 

130,2 

60,4 

23'’.9 

130,5 

: 60,4 

relative : “ -. 

Vm 

1,93 

i»35 

0,60 1,91 

1,381 

0,60 

• i. 1 

1.72 

b 47 

1 

1,42 

1 

1.66 

i 

i 

1,41 

6. BcarU-ment de la moyenne ; I 



! 




absolu : dcart aritlundtique 
moyen [dm) . 

60,19 

40,06 

! 

20,02 

60,43 

4 °,o 3 

20,04 

absolu: dcart qnadratique 
moyen (a). 

60,94 

4'’.50 

20,26 

70,22 

4^50 

20,27 

relatif: . 

Vtn 

0.50 

0,41 

1 

0,19 

1 

0,51 

0,41 

0,19 

. . 

Vm 

0,56 

0,46 

! 

0,2Ij 

0,58 

0,46 

0,21 
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les dotm^es 
du 15 de chaque mois 
{12 tennes) 

D*apr^ les donn^ du 
et du 15 de chaque mois 
(24 termes) 


1 ! 

Air 1 JSL i 

phtriquci ] 


Air 

atmos- 

ph^que 

Sol 

profon- 

deur 

x“ 

Sol 

profoii- 

dcur 

3 * 

7. Bcartement des termes successifs : 

1 

j 





absohi : ecart successif arith- 
metique moyen (em) . 

j 

4^,00 1 2®, 20 

10.07 

20,60 


o “,53 

absolu : ecart snccessif quadra- 
tique moyen (<;). 

! 

40,88 * 20,40 

10,17 

30,06 

10,28 

00,60 

relatif : . 

Vm 1 

1 

0,40 0.24 

0,11 

i 

0,24 

li 

0,13 

0,06 

. J. 

0,53 

1 

0.52 

ij 0,42 

0,28 

1 

0,26 

8. Concentration et nivellement : 

1 


'i 

1 


coefficient de concentration kn . 

0,22 0,25 

1 0,27 

i! 0*22 

1 0,23 

0,23 

coefficient de concentration cn . 

0 

b 

00 

0 

b 

00 

1 0,08 

j! 0.05 

^ 0,05 

1 0,05 

coefficient de nivellement v« . , 

0,82 1 0,83 

1 0,82 

j 

0,85 

0,86 

! 

1 0,86 

i 

9. Coefficients de : 

1 1 

i 

1 

ii 


i 

i 

pr^ipitation pn . 

0,151 0,06 

0,06 

!i— (*) j 0,06 

1 

0,05 

gradualitd gn . 

0,70 j 0,87 

0,85 

— (*) 

i 0-83 

! 0,85 


10. Coefficients de syinetrie s : 


des ecarts muyennaiix (si) . . . 

-o, 9 SJ 

j 

0,958 - 

0,994 - 

-0,963- 

-0,993 

0,902 

(centre de symetric).... 

l 5 /x| 

I XI 

15/xn,'! 

15/x 

8 VIII 

8 /ix 

des hearts successifs (se) .... 

o»923l 

0,872' 

0,9791 

1 ! 

0,680' 

0,873 

0,973 

(centre de sym^trie) .... 

15,'viij 

15/vm 

15,/ix! 

22/vn' 

8/vra 

8 jx 

des hearts centraux (5^^ . . . . 

o,996j 

0,986 

0,999 

0,989! 

0,998 

9.997 

(centre de symetric) .... 

15 'vii| 

1 

x5/viii| 

i 5 ,Ki 

)i 

, i 

22/vn 

1 

S'vni 

8 /ix 


(*) lya vSerie pas compl^tement nioiiocepliale, nciis avcns renonce 

a calculer les coefficients de precipitation {p„) ct de graduatlite (gn)- 


§ 71. — Relevons les principaux points de ce tableau : 

lo La temperature annuelle moyenne de Tair atmospherique 
est plus elevee que celle du sol, observe ^ un et a trois metres de pro- 
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fondeur; la difference de temperature moyenne entre Tair et le sol 
a I® de profondeur est de selon les observations bi-mensuelles et 
de 2^,5 selon les observations mensuelles. Cependant, plus en profon¬ 
deur, la temperature remonte ; a 3 metres de profondeur, elle est sen- 
siblement plus elevee qu*a i metre, a savoir de 0^,83 (respectivement 
de 00,85) pour une difference de profondeur de 2 metres. (Nous ne nous 
arreterons pas sur Texplication et les suggestions que comporte cette 
constatation ; cela nous amenerait loin de Tobjet propre de notre 
etude). 

20 Iva temperature du sol est au-dessus de la mo3"enne durant 
exactement une moitie de rannce, elle est au-dessous de la moyenne 
durant Tautre moitie. Celle de Tair semble etre au-dessous de la 
moyenne un pen plus longtemps qu'elle n'est au-dessus d'elle. 

30 I^a periodicite annuelle de la temperature du sol, observee 
une fois par mois ou par quinzaine, a un metre comnie a trois de pro¬ 
fondeur, presente une courbe monoccphale. J^a periodicite annuelle de 
la temperature de Vair est au fond egalement monocephalique, comnie 
on le voit d'apres la serie a 12 termes; cependant, la temperature de 
Tair est soumise a un nombre important de fluctuations secondaires 
de courte duree qui, dans la realite, se greffent sur la periodicite mo- 
nocephale annuelle. Par consequent, si Ton observe cette temperature 
k des petits intervalles, k Tinterieur desquels Tinfluence de la periodicite 
annuelle se fait peu sentir, on y constate des oscillations notables pro- 
voquees par ces circonstances secondaires; avec 24 observations par 
an, on trouve, comme nous le voyons, 6 maxima (leur nombre aug- 
menterait sans doute encore beaucoup si Pon reduisait davantage les 
intervalles entre les mensurations). La monocephalie persistante des 
variations de la temperature du sol est d'autant plus significative 
(il est toutefois probable qu’en reduisant encore plus les intervalles 
entre les observations, on finirait ici aussi par decouvrir un certain 
nombre de petits sommets dus k Taction de causes secondaires). 

40 Par rapport a la revolution de la terre autour du soleil, 
la periodicite annuelle de la temperature est pour Tair atmospherique 
en retard d’environ 3 semaines, le maximum de cette temperature 
tombant au 15 juillet (soit environ 3 semaines apres le solstice d'ete) 
et le minimum au 15 janvier (environ 3 semaines apr^s le solstice d*hi- 
ver) ; pour le sol k 1 m^tre de profondeur, le retard est d'environ 6 
semaines, et pour le sol k 3 metres de profondeur, d'environ ii semai¬ 
nes. C'est ainsi que le maximum de temperature est atteint par le sol 
k cette demi^re profondeur environ deux semaines avant Tequinoxe 
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d'automne (vers le 7 septembre) et le minimum environ deux semaines 
avant Tequinoxe de printemps (vers le 7 mars). 

50 Uintensite des fluctuations saisonnieres, d'apr^s les obser¬ 
vations mensuelles comme d'apres les observations bi-mensuelles, 
que Ton envisage Vamplitude des variations, Vecartement de la moyenne 
ou Tecartement des termes successifs est pour Tair beaucoup plus forte 
que pour le sol, et pour le sol a une profondeur moindre (i”') beaucoup 
plus forte qu*a une profondeur plus grande (3“). ly'ecart moyennal 
moyen, arithmetique {dm) ou quadratique (ct), que Ton envisage les 
mensurations mensuelles ou bi-mensuelles, se montre pour Tair 
atmospherique trois fois plus fort que pour le sol k 3“ de profondeur 
(d'apres les observations bi-mensuelles, par exemple, dm est egal respec- 
tivement a 6^,4 , a 40,3 et a 2®,o; a est respectivement egal a 7^,2 k 
4°,5 et a 20,3). ly’aniplitude des variations (a) est pour le sol a 3 metres 
de profondeur environ deux fois plus faible qu'a un metre de profon¬ 
deur et environ quatre fois plus faible que pour I’air atmospherique 
(d’apres les observations bi-mensuelles, a est egal respectivement a 
23°,9 , a 13^,5 et a 6^,4). ly'ecart successif moyen, arithmetique {Cm) 
ou quadratique (<;), est pour le sol a trois metres 4 a 5 fois plus faible 
que pour I’air atmospherique (pour les series a 24 termes, em est egal 
respectivement h 2^,6 , a i®,t et a 0^,5 ; (; est respectivement de 3^,1 , 
1^,3 et 0^,6). Meme relativement, les fluctuations saisonnieres sont pour 
Tair beaucoup ])lus fortes que pour le sol, et pour le sol meme ees 
fluctuations sont a une profondeur moindre encore considerablement 
plus fortes qu'a une profondeur plus grande. Ainsi, par rapport k la 
temperature annuelle moyenne (?^wi), Tamplitude des variations, Tecart 
moyennal quadratique moyen et Tecart successif quadratique moyen 
s'exprinient, d'apres les observations bi-mensuelles, par les chiffres 
suivants : 



a 

a 



Vp% 

Vm 

Vm 

Air atmospherique . . . 

, 1,91 

0,58 

0,24 

Sol k 1“ de profondeur . . 

1,38 

0,46 

0,13 

Sol, k 3® de profondeur . 

0,60 

0,21 

0,06 


L'amplitude des variations constitue ainsi pres du double (1,91) 
de la temperature annuelle moyenne de Tair atmospherique, elle de- 
passe de plus d’un tiers (1,38) la moyenne annuelle de la temperature 
du sol k un m^tre de profondeur et elle n'est que 60 p. 100 de la tem¬ 
perature annuelle moyenne pour le sol k trois metres de profondeur ; 

10 
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meme relativement, Tamplitude des variations est ainsi pour le sol 
a 3“ de profondeur trois fois plus faible que pour Tair atmospherique. 
La proportion est, comme on le voit, k peu pres la meme pour Tecarte- 


ment de la moyenne 



L’ecartement successif 



est, meme re¬ 


lativement, pour le sol a 3“ de profondeur environ deux fois plus faible 
qu*k un metre de profondeur et quatre fois plus reduit que pour Tair 
atmospherique (respectivement, 0,06, 0,13 et 0,24). Et il en est de 
meme d’apres les observations mensuelles. 

6° Quant a la repartition de I’ecartement moyennal et de Tecar- 
tement successif sur les differents termes des seuies considerees (c'est- 
a-dire quant au degre de la concentration et au degre de la precipitation 
de leurs variations), on peut faire les constatations suivantes : toutes 
ces variations ont une tres faible concentration (d’apres les observa¬ 
tions bi-mensuelles, le coefficient de concentration /C24 est pour les trois 
phenomenes egal a 0,22 ou 0,23, le coefficient de concentration c^^ 
n'est que 0,05) et une tres faible prcci])itation [p2^ etant pour le sol 
egal a 0,05 ou 0,06) ; ce sont des variations tres egales, fort nivelees 
et graduelles, formant des courbes a allure calme, ondulatoire ; ce 
n’est que la temperature de I’air atmospherique qui accuse une preci¬ 
pitation de quelque importance [pj2 ~ 0,15 pour les series a 12 termes), 
la concentration demeurant pour Fair tout aussi faible que pour la 
temperature du sol (On aura, en outre remarque combien dans ces se¬ 
ries reelles a tres faible concentration, le coefficient kn se niontre ce- 
pendant plus eleve que Cn ; en partie, au moins, e’etait d’ailleurs a 
prevoir etant donne le caractere des deux coefficients examine plus 
haut, § 62). 

70 Enfin, la symetrie des variations de chacun des trois phe- 
nom^nes consideres est tout-a-fait remarquable. Elle est reniarqua- 
ble, d’abord, par son degre extremement eleve qui touche pour ainsi 
dire k la perfection (nous avons calcule les coefficients de symetrie 
avec trois decimales, car en nous bornant a deux, nous aurions obtenu 
dans certains cas, notamment pour la symetrie des ecarts centraux, 
le coefficient 1,00, symbole de la perfection). La symetrie de ces va¬ 
riations est remarquable encore parce qu’elle est extrement elevee 
sous tons les rapports: comme symetrie des ecarts moyennaux, des 
ecarts successifs et des ecarts centraux. (Nous avons d’ailleurs vu plus 
haut, au § 20, qu’en general, dans le cas de symetrie parfaite de I’une 
des trois especes d’ecarts, les deux autres accusent une symetrie ega- 
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lement parfaite). I^a symetrie est extraordinairement elevee pour les 
trois phenom^nes : la temperature de Tair, la temperature du sol a 
I metre et celle du sol a 3 metres de profondeur, mais ce sont les va¬ 
riations de cette derniere temperature qui, sous tous les rapports, 
sont d'une symetrie tout-a-fait etoiinante, allant de 0,97 a 1,00. 

Notons encore que ces variations forment des series tres symetri- 
ques non seulement par rapport aux centres de symetrie indiques sur 
notre tableau, mais dans une mesure egale ou presque egale aussi par 
rapport aux points opposes a ceux que nous avons pris comme cen¬ 
tres ; ce sont, en d'autres terrnes, des series tres bi-symetriques, Ces 
variations, et surtout celles de la temperature du sol a 3 metres de 
profondeur, sont meme tres symetriques encore par rapport aux points 
se trouvant a egale distance (ou presque) de ces deux centres de synie- 
trie, a peu pres egalernent legitimes ; ce sont done des series tres te- 
tra-symetriques. Ainsi, a prendre les observations bi-mensuelles (series 
a 24 terrnes), on peut constater que les ecarts de la moyenne annuelle 
sont pour Tair atmospherique tres symetriques non seulement par 
rapport k la temperature du 15 octobre et du 15 avril, mais aussi par 
rapport a celles du 8 juillet et du 8 janvier {sd — 0,004); les memes 
ecarts sont pour le sol a i metre de profondeur excessivement syme¬ 
triques non seulement par rapport au 8 aout et au 8 fevrier, mais pres¬ 
que dans la meme mesure aussi par rapport au 8 mai et au 8 novem- 
bre pris comme centres de s^mietrie {Sd = — o,q88) ; pour le sol observe 
a 3 metres de profondeur, la symetrie est quasi-parfaite non seulement 
par rapport au 8 septembre et au 8 mars, mais aussi par rapport au 
8 juin et au 8 decenibre {sd = —0,992). Et ainsi de suite, pour les 
autres formes de symetrie. 

§ 72. — Afin d'etre plus complets et de nous rendre compte plus 
concretement de la valeur des divers indices degages dans la presente 
etude, nous donnerons encore les indices inacheves de la concentration 
et de la precipitation ainsi que les indices de la dissymetrie, pour les 
six series de variations que nous venous d'examiner: 



D'apris Its donn^es du 15 de chaque mois D’aprfe les donnas du i«* et du 15 de chaque raois 

(12 tenries) (24 termcs) 
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Qu'est-ce que nous apprennent les indices de concentration et 
de nivellement, de precipitation et de gradualite ? Ils montrent que 
les variations, mensuelles on bi-mensuelles de la temperature de Tair 
atmospherique, du sol a i® de profondeur et a 3® de profondeur ont 
a pen pr^s la meme concentration ou le meme nivellement; ils mon¬ 
trent qu'elles sont pour le sol moins precipitees, plus graduelles que 
pour Tair atmospherique. Mais ils ne nous disent pas si ces caracteres 
(precipitation, concentration, etc.) sont pour les phenomenes consi- 
deres faibles ou forts ; ce n*est que par Texperience d*autres series 
periodiques qu’on pourrait se faire une idee, d'ailleurs assez vague, 
de rintensite des caracteres qui nous interessent ici. Nous pensons 
done que ces indices inacheves n'ajoutent rien aux coefficients corres- 
pondants et que Ton peut, par consequent, se dispenser de leur calcul 
une fois les coefficients etablis. 

Plus nets sont les indices de dissymetrie (qui marquent toute 
deviation de la symetrie en fraction de la deviation maxima) ; les in¬ 
dications qu*ils foumissent concordent, en outre, avec celles donnees 
par nos coefficients de symetrie. Ils ajoutent quelquefois aussi a la 
comprehension des coefficients; ainsi nous voyons que la symetrie 
relativenient peu elevee des ecarts successifs (bi-mensuels) de la tem¬ 
perature de Tair que nous avons trouvee au § precedent {se -- 0,68), 
provient en grande partie du fait que les ecarts cquidistants du centre 
de symetrie se font parfois en sens oj^poses [De = + o , 40 (— 0,79)]. 
D’une fa^on generale pourtant, Tutilite de ces indices de dissymetrie 
se montre aussi fort restreinte quand on a deja etabli les coefficients 
de symetrie. Dans la suite nous nous bornerons done a calculer seu- 
lement les coefficients, laissant de cote les indices correspondants. 

§ 73. — Quoi qu'il en soit, les periodicites annuelles des variations 
de la temperature de Pair atmospherique et du sol, notamment du 
sol a trois metres de profondeur, fornient com me nous Tavons vu, des 
series monocephales, k faible concentration, d'une allure graduelle, 
ondulatoire (tres peu precipitee) et remarquablement symetriques, 
et non seulement bi-symetriques, mais tetra-symetriques. Ces series 
poss^dent ainsi k un haut degre tons les caracteres essentiels de la 
sinusotde. On doit done pouvoir les representer par des sinusoides avec 
une approximation bien admissible et sans faire trop de violence k la 
realite (Cf. § 26). I^a courbe de perequation doit se rapprocher de la 
courbe empirique tout particuli^rement pour la temperature du sol k 
3® de profondeur dont les variations sont les plus symetriques (notam- 
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ment pour les ecarts successifs) et les plus graduelles. Nous pouvons 
remarquer en particulier que I’amplitude des variations relativement 

a 

a Tecartenient moyennal, asavoir le rapport, CvSt pour la tempera- 

2 U 

ture du sol a 3“ de profondeur exactement egal a celui que nous avons 
etabli plus haut [13] pour la sintisoide. (Ce rapport est, d apres notre 
tableau du § 70, egal a 1,72 et 1,66 pour Tair atniospherique, a 1,47 
et 1,50 pour le sol a 1“ de profondeur et a 1,42 et 1,41 pour le sol k 
3® de profondeur, selon que Ton envisage les observations mensuelles 
ou bi-mensuelles ; il est, d*apres la forniule [13], egal a 1,414 pour la 
sinusoide theorique). 

Dans ces conditions, la representation par une sinusoide (ou par 
sa formule analytique) n'est pas seiilement perniise, mais parait s'im- 
poser, tout particulierement pour les variations de la temperature du 
sol a 3“ de profondeur. Pour pouvoir comparer les variations des trois 
phenomenes a I’aide de cette methode, nous Tappliquerons aux varia¬ 
tions des trois; pour la perequation, nous nous baserons sur les va¬ 
riations bi-mensuelles qui serrent la realite de plus pres ; nous le fe- 
rons meme pour la temperature de Fair dont les variations bi-mensuel¬ 
les presentent un nombre important de somniets, d^ailleurs tres se- 
condaires. De cette fa^on non seulement nous pourrons comparer 
les trois phenomenes consideres, mais nous verrons aussi mieux les 
avantages et les inconvenients de la methode. 


§ 74. — Pour operer la perequation de nos series periodiques em- 
piriques par la sinusoide y == a + b sin x, a doit etre pris egal k la 
moyenne arithmetique de chaque serie (=^- ; les series comptant 


chacune 24 termes, les x varieront d'un terme a I'autre de 


3600, 

24 


c'est- 


a-dire de 15° en 15®. En outre, la sinusoide a le plus de chances de se 
rapprocher le plus de la serie empirique si Ton met son point d'origine 
(00) an centre de la symetrie negative des ecarts moyennaux (autrement 
dit, d egale distance entre les deux centres de la symetrie moyennale 
positive, marquant chacun resp. le maximum et le minimum de la 
serie. Le point 0® correspondra ainsi au 8 juin ou au 8 decembre pour 
le sol a 3“ de profondeur, au 8 mai ou au 8 novembre pour le sol a 1“ 
de profondeur et au 8 (ou 15) avril ou au 8 (ou 15) octobre pour Tair 



atmospherique (♦). La temperature du sol a 3“ de profondeur allant en 
augmentant pendant les six mois dont le 8 join est Texact milieu, 
tout comme la sinusoide va en augmentant pour la demi-circonference 
dont le milieu est 0°, le parametre b sera positif si nous mettons le 
point o® au 8 juin ; si, an contraire, nous mettons le point o® au 8de- 
cembre, qui constitue I’exact milieu des six mois pendant lesquels 
la temperature du sol a 3”^ de profondeur va en diminuant, h sera ne- 
gatif; mais dans un cas comme dans I’autre, la valeur absolue de b 
sera la meme. II en sera de meme des dates du 8 mai ou 8 novembre 
pour le sol a i^'de profondeur, d'avril ou octobre pour Tair atmosphe¬ 
rique. Pour plus de simplicitc, nous prendrons comme point d’origine 
de la sinusoide les dates correspondant a b positif. Quant a b lui-meme 
nous le calculous d’apres le procede simplifie indique au § 25, formule 

S (v sin x) 

12 


[10], c’est-a-dire en mettant b = 


Pour les trois series periodiques a 24 termes, nous obtenons ainsi 
les formules de perequation suivantes : 

Pour la temperature du sol observee a 3’*' de profondeur: 


y ~ 10®,6 + 3®,2 sin a; , 


[104] 


10®,6 etant la temperature annuelle moyenne du sol a 3” de profondeur 
(plus exactement : 10®,63) et correspondant a la position de la sinu¬ 
soide au 8 juin (o®) et au 8 dccenibre (180®). 

Pour la temperature du sol a 1“ de profondeur : 

y = 9®,8 + 6®,33 sin a:, [105] 


9®,8 etant la temperature annuelle moyenne du sol k 1“ de profondeur 
et correspondant a la hauteur de la sinusoide au 8 niai (0®) et au 8 
novembre (180®). 

Pour Pair atmospherique: 

y = 12®,5 + 9®,733 sin x . [106] 


(♦) La divergence entre la sinusoide th^orique et la courbe empirique est 
pour Pair atmospherique presque exactement la meme qu’on mette le point 
0® au 8 ou au 15 des mois indiques (Voy. les chiffres correspondants dans les 
deux notes en bas des pages qui suivent). 
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Temperature du sol, d ^ ei d i“ de profondeur, et temperature de Vair 
atmospherique, d Berlin, d'apres les donnees de 1910-1914 {en de- 
grds Celsius). 




Sol, profoudeur 3* | 

Sol, profondcur i« | 

Air atmasph^que 

Dates 


1 

chilTres ! 
r6els i 

chi ffres i 
thtori- 

v~y 

chiffres 
r^els ! 

chiffres 

th^ori- 

V-y 

cliiffres , 
rdcls 1 

chiffres } 
Ihtori- 1 

v-y 



(«) 

ques 

(y) 


{V) 1 

1 

ques 

\y) 


(») 1 

■ 

ques 1 
(V) ! 


I**" janvier 


9.5 

9.4 

H- 0,1 

5 .b 

4.8 

i- 0,8 

1 

1,6 1 

1 

! 

2.9 1 

— 1.3 

15 » 


9,0 

8,7 

+0,3 

4.4 ' 

4.0 

+ 0,4 

1.7 1 

2.6 ; 

— 0,9 

fevrier 


8.3 

8,1 

i 0,2 

3.1 

3.5 

— 0,4 

3.6 1 

2.9 1 

+0.7 

15 » 


7.8 

77 

-i 0,1 

3.3 

3.5 

— 0,2 

4.2 

3.9 

+ 0,3 

mars » 


7.5 

7.5 

0 

4.3 

4.0 

i 0,3 

6,8 1 

5.5 ■ 

1 1.3 

15 » 


7>5 

7.5 

0 

5,t 

4.8 

+ 0,3 

9.0 1 

7.6 ! 

+ 1.4 

avril . . 

. 

7.6 

7.7 

— 0,1 

6,2 

6,0 

+ 0,2 

12,5 

9,9 

+ 2,6 

15 » 

. 

8,0 

8,1 

— 0,1 

6,6 

7.4 

— 0,8 

II,I 

12,5 ! 

— M 

I**" mai . . . 


8.4 

8.7 

-^0,3 

9.2 

9.0 

f 0,2 

*4.3 

1 

* 5.1 ; 

— 0,8 

15 » . . . 


9,1 

9.4 

— 0,3 

10,6 

10,6 

0 

18,5 

*7.4 

f i,i 

I" jiiin . . . 


10,0 

10,2 

— 0,2 

*2,4 

12,2 

i 0,2 

21,1 

19.5 i 

+ 1,6 

15 «... 


10,9 

11,0 

— 0,1 

14.2 

13.7 

1 0,5 

18.7 

.... 

— 2,4 

juillet . . 


1 

11,9 

— 0,1 

*47 

14,8 

—0,1 

20,7 

22,1 1 

1 

— M 

15 » . . 


12,3 * 

12,6 

— 0.3 

*5.7 

*57 

0 

25.5 ! 

22,4 1 

j 

+ 3 .* 

icr ao{it . . . 


13** 

13.2 

— 0,1 

16,6 

16,1 

i 0,5 

24,5 : 

22,1 

+ 2,4 

15 » . . . 


I3»b 

13.6 

0 

16,5 

i6,t 

+ 0,4 

18,2 

21,1 

— 2.9 

septembre 


I3»9 

1 13.8 

f 0,1 

16,0 

*57 

;+ 0,3 

20,2 

*9,5 

} 0,7 

15 » 


I3>9 

13.8 

l + o,r 

1 

14.7 

j *4.8 

! —0,1 

17.8 

I ^7.4 

+ 0,4 

octobre 


*37 

13.6 

4 0,1 

1 

13.1 

13.7 

— 0,6 

15.4 

*5.1 

+ 0,3 

15 » 


13.3 

13.2 

+ 0,1 

11.4 

12,2 

— 0,8 

9.4 

12,5 

— 3.* 

i«' novembre 


12.5 

12,6 

— 0,1 

10,2 

i 10,6 

— 0,4 

7.* 

9.9 

— 2,8 

15 » 


12,0 

II.9 

+ 0,1 

8.6 

9.0 

— 0,4 

7.2 

7.6 

— 0,4 

ler d^cembre 


ii.i 

11,0 

+ 0,1 

6,6 

7.4 

1-0*8 

5.0 

5.5 

— 0,5 

*5 » 


10,4 

10,2 

+ 0.2 

6,4 

6,0 

1 , 

-r 0,4 

6,4 

3.9 

+ 2.5 

Ett moyenne . 

• 

10,63 

10.63 

0.13 

9.8 

9.8 

0,38 

*2,5 

*2.5 

1.47 
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12®,5 etant la temperature annuelle moyenne de Tair atmospherique 
et presentarit Tordonnee de la sinusoi'de au 8 avril (0®) et au 8 octobre 
(i8o®) (*). 

Alin que le lecteur ]Duisse se rendre conipte clairement de la con¬ 
cordance ou de la divergence entre les donnees reelles et ces formules 
de perequation, nous developpons ces formules et nous mettons sous 
les yeux du lecteur les series reelles et les series de perequation re- 
presentees nunieriqueinent et graphiquement. 

On voit ainsi que nieme pour Tair atmospherique, il existe encore 
line notable concordance entre les chiffres reels et les ordonnees de 
la sinusoide representee par notre formule [io6] ; en moyenne, Tecart 
entre les chiffres reels et ceiix obtenus par perequation est ici d’un 
degre et demi (i®,47). Mais la concordance est beaucoup plus stricte 
pour le sol, surtout pour le sol a 3 metres de profondeur: Tecart moyen 
entre les chiffres reels et les chiffres theoriques (les ordonnees de la si¬ 
nusoide) n’est que d’un tiers de degre (o®,38) pour le sol a 1“ de profon¬ 
deur et de 1/8 de degre (o®,i3) seulement pour le sola 3 

Relativement aux dimensions des phenonienes observes ^ 


de profondeur. 
S (v-y) 
2 v" ~ 


2 (7; — y) 


ou encore 


I,{v — y) : 24 


24 


ce qui revient dans la realite 


2 y 2 : 

, I’ecart entre les cliiffres reels et ceux obtenus par la pe¬ 
requation est: 


au menie 


pour I’air atmospherique.—0,117 

pour le sol, a 1“ de profondeur.== 0,039 

pour le sol, a 3“ de profondeur. — 0,0125 


Pour I’air atmospherique, la courbe reelle s’ecarte ainsi de 12 % 
de la sinusoide ; pour le sol a 1“ de profondeur, I’ecart est a peine de 
1/25 (ou 4 %) ; pour le sol a 3”^ de profondeur, la courbe reelle coincide 
avec la sinusoide a 1/80 pr^s (ou i ^ %). Et cela malgre le fait que la 
serie reelle presente les moyennes de cinq annees seulement. 

Naturellement, par rapport a la seule variable des pheno- 

m^nes observes ^c’est-a-dire ^ ou V I’ecart entre 

\ 2 ( 6 sin%) Ed / 


(♦) Si on met Ic point 0 au 15 avril, la formule de p^r^uation est, pour 
I'air atmospherique, comme suit: 

y = 4- 9®,9 sin ;r 






les chillres reels et ceux de la sinusoide se montre beaucoup plus con¬ 
siderable (Cf. plus haul, § 26, premiere note en bas de la page) : 
pour Tair atmospherique cet ecart relatif s'eleve a 0,24 ; il est de 0,09 
pour le sol a 1°' de profondeur et n’est que de 0,06 pour le sol a 3“ de 
profondeur (♦). En coinpbquant un peu la fornmle de perequation, 
on pourrait, pour le sol a 3”^ de profondeur, obtenir meme une coinci¬ 
dence presque complete entre laformuleet larealite (**); mais n'insis- 
tons pas. 

Ees observations relatives a la perequation des trois periodicites 
par le precede de la sinusoide peuvent etre resumces par le petit ta¬ 
bleau suivant: 


ICcart moyeu eutre les cl:iffrc« 
r^els et la smu^olde 


1 

Formule ; 

de la sinusoide 

Situation ^ 

du point O* 

i 

en dej^r^ 

Celsius 

iclatisement 

aux 

Kraiideurs 
observ ees 

re!ativement 
k la piirtie 
variable des 
Rrandents 
observies 

Air atmospherique 

120,5 ; qo,7 sin x , 

i 

1 

8(15) IV i 

i ®.47 

' 0,117 

1 

0,24 

Sol, profondeur 1“ 

90,8 -f- 60,3 sin X 

1 

i 8 V i 

! 

o“38 

0,039 

0,09 

Sol, profondeur 3“ 

ioo,6 ; 30,2 sin X 

00 

o®,i 3 

0,013 

0,06 


(*) Si pour I’air atinos]>hcrique on pose le point 0 an 15 avril (an lieu 
du 8), les hearts sont respectivenieiit de 1^51 (au lieu de i°,47), de 0,121 
(au lieu de 0,117) de 0,241 (au lieu de 0,237) ; les differences, on Ic voit, 
sont iieglifi;eables. 

(*♦) D’apr^s notre deniier tableau (on d’apres le graphique qui sert a 
rillustrer), on pent en effet reniarquer que, pour le sol a 3® de profondeur, 
notre courbe tli^orique est pendant la phase de hausse (avril-aout) continuel- 
lement un peu au-dcssus des chiffres reels et qu elle se trouve systeinatique- 
ment un peu au-dessous dc la riSalite pendant la phase de baisse (septembre- 
f4vrier), ce qui signifie que la formule p^che par un leger exces (hausse et 
baisse trop forte). Conipletant dans ce sens notre formule [104] d'apr^s un 
proc^d6 bien connu, nous obtenons pour le sol a 3”^ de profondeur la formule : 

y' =: io°, 63 -h 3 ,2 sin x — o°,i84 cos x 

qui donne des chiffres th^oriques coincidant remarquablement avec les cliiffres 
r^els (pour 7 termes, sur les 24, T^cart entre les chiffres r^els et la formule 
est = o, pour 14 termes, il est = ± o°,i et seulement pour 3 I’^art est 
= ±o®2). 






Ce petit tableau nous montre clairement dans quelle mesure les 
variations considerees se rapprochent de la sinusoide; nous voyons 
en particulier que relativement aux grandeurs observees Tecart entre 
les chiffres reels et la sinusoide est pour le sol h i metre de profondeur 
trois fois moindre que pour Tair atmospherique, et pour le sol k 3 
metres trois fois moindre que pour le sol a i metre (0,013 : 0,039 • 

II nous montre aussi que la periodicite de la temperature du sol 
a 1“ de profondeur est de trois semaines a un mois en retard sur celle 
de Tair atmospherique et que celle du sol a 3”^ de profondeur est d'un 
mois en retard sur celle du sol a 1“ de profondeur (situation du point 
00 : le 8 (15) /IV, le 8 /V et le 8 /VI). 

II nous montre encore que la temperature annuelle moyenne 
est pour le sol a de profondeur a la fois moins elevee que celle de 
Tair atmospherique et sensiblement moindre que celle du sol meme 
a 3“ de profondeur. 

II pemiet enfin de comparer Tintensite de Tecartement moyennal 
de ces trois series de variations periodiques : il montre en effet que cet 
ecartement mo^'ennal est absolument parlant (en degrcs Celsius) 
pour le sol a 1“ deux fois et pour Tair atmospherique trois fois plus 
fort que pour le sol a 3“^ de profondeur (le parametre de la sinusoide 
b etant egal respectivement a 9^,7, a 6^,3 et a 3^,2). 

Pour etre beaucoup moins detaille que notre tableau du § 70, ce 
petit tableau n’en est done pas moins assez instructif. 

En outre, pour autant que les donnees reelles s'ecartent tr^s pen 
de la sinusoide (comme dans le cas de la temperature du sol), ce petit 
ecart comporte implicitement aussi Tindication que la serie consideree 
presente a un haut degre les divers caracteres de la sinusoide qui ne 
sont pas mentionnes sur ce petit tableau, tels que la monocephalie, 
la gradualite, la symetrie, etc. Mais plus cet ecart est important, et 
moins nous sommes renseignes par une telle methode sur ces autres 
caracteres des periodicites considerees. Si Tecart entre les chiffres 
reels et la sinusoide est considerable, la formule de la perequation 
par la sinusoide devenant pour une large part Active, la comparaison 
des donnees qui figurent meme explicitement sur un pareil tableau 
(comme nous venons de le faire id) peut facilement aboutir k des con¬ 
clusions erronees. C'est encore la serie des indices et des coefficients 
qui figurent sur notre tableau § 70 qui se montre d*une application 
plus generale, plus sfire et plus precise. 

§ 75 * — Apr^s Tanalyse relativement detaillee de Texemple pre¬ 
cedent, nous serons bref pour les autres. 
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Prenons maintenant un exemple reel emprunte au domaine de- 
mographique. Examinons notamment la mortality infantile selon les 
mois dans trois pays differents : en Suisse, en France et dans I’U. R. S. S. 

On sait que la niortalite en general (comtne d’ailleurs tous les 
phenora^nes demographiques) et la mortalite infantile en particulier 
accusent une periodicite annuelle bien stricte. De nos jours, la morta¬ 
lite infantile accuse dans les divers pays de notre hemisphere un pre¬ 
mier maximum h la fin de I’hiver ou tout au debut du printemps; 
dans le temps, un second maximum de la niortalite infantile qui sou- 
vent depassait merae le premier, pouvait etre constate partout pen¬ 
dant les mois les plus chauds de I’annee. I^a remarquable baisse de 
la mortalite infantile que Ton constate dans les pays de la civilisa¬ 
tion occidentale depuis un demi-siecle (*) a porte tout particuliere- 
ment sur la mortalite causee par les chaleurs d’ete. De cette fa^on 
le maximum estival allait s’attenuant a niesure que baissait la morta¬ 
lite infantile ; il devenait de plus en plus secondaire, et dans les pays 
ou cette mortalite est aujourd’hui particulierement faible, il a fini par 
(Usparaitre completement. Or, les pays que nous venons de nommer 
marquent des stades tres differents dans la baisse de la mortalite in¬ 
fantile : ru. R. S. S. a encore une mortalite infantile extremement 
elevee, un cinqui^me (20,5 p. 100 en 1926-1927) de tous les enfants 
nes vivants dans ce pays mourant avant d’avoir atteint une annee 
de vie; cette mortalite est dej^ beaucoup plus faible en France (8,9 
p. 100 de tous les nes vivants en 1926-1930); la .Suisse est aujourd’hui 
un des pays du monde entier ou la mortalite infantile est la plus fai¬ 
ble (5,4 dec^s d’enfants de moins d’un an pour 100 nes vivants en 
1926-1930). Sur un noinbre egal de nouveau-nes, Ik ou 100 enfants 
meurent en Suisse, 165 en meurent en France et 380 dans I’U. R. S. S. 
Il serait dans ces conditions interessant d’examiner et de comparer 
les series des variations mensuelles de la mortalite infantile dans ces 
trois pays d’apr^s les methodes et le schema exposes plus haut. (Pour 
les variations mensuelles, voy. le tableau II de I’Annexe II et le 
graphique XII). 


(*) En Suisse, sur 100 enfants n& vivants moururent dans la preraiire 
ann^e de la vie 18,8 en 1876-80 et seulement 4,9 en 1931, soit une proportion 
quatre fois moindre. 



Caraciires de la feriodicite annuelle de la mortalitd infantile en Suisse (/926-J930), 
en France [ig26-ig28) et dans I'U. R. S. S. {ig26-ig2j). 
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Variations mensuelles de la mortality infantile 
cn % % de la moyenne de I’ann^e. 


Les nombres absolus des deces d'enfants de moins d'un an sur- 
venus dans ces trois pays ne penvent naturellement pas etre compa¬ 
res tels quels etant donne renorme difference entre les chiffres des 
naissances de ces pays. II n’est cependant pas sans interet de compa¬ 
rer les differences qui existent entre ces trois pays pour differentes 
especes de chiffres absolus. Nous pouvons ainsi constater que la 
moyenne [vm), le minimum principal (tVin)> maximum principal 
(^max) I'amplitude des variations (a) de Tannee se trouvent pour 
les trois pa^^s dans les rapports que voici: 



Suisse 

Prauce 

V. R. S. S. 

Suisse France U. R. S. S. 

Vm • 

. . . 10,36 

M 

00 

H 

; 2439 

=- T 

18 

235 

^min • 

■ . . 8,7 

: 139.7 

: 1676 

= I 

16 

192 

^mox * 

. . . 13.1 

: 231,5 

: 4063 

= I 

18 

310 

a 

. . . 4,4 

: 91,8 

: 2387 

= I 

: 21 

543 


Nous voyons ainsi que ceux de ces trois pays qui ont une mortalite 
infantile plus forte ont une amplitude de variations saisonnieres plus 
forte encore. On voit aussi qu'au point de vue de leur minima de mor¬ 
talite infantile, ces pays different moins que sous le rapport de leur 
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mortalite infantile moyenne, et que leur maxima different au contraire 
plus que les moyennes annuelles. La grande difference des maxima 
fait ainsi monter la moyenne annuelle le plus fortement dans les 
pa3"s ayant un maximum particulierement eleve, et il est des lors com¬ 
prehensible aussi que I’amplitude des variations varie d'un pays k Tau- 
tre plus fortement que la moyenne annuelle. Les maxima saisonniers 
eleves paraissent ainsi un des facteurs essentiels de la forte mortalite 
infantile moyenne de Tannee. (Nous Tobservons au sujet des trois 
pays consideres, mais il y aurait lieu naturellement de le verifier aussi 
pour les autres pays et, le cas eclieant, d'etablir sous ce rapport un 
classenient des divers pays). 

Ces caracteres se trouvent d'ailleurs precises et completes par 
les autres indices qui figurent sur notre tableau. Signalons les plus 
caracteristiques d'eiitre eux. 

La courbe de la mortalite infantile de la Suisse est monocepliale, 
celles de la France et de TU. R. S. S. sont bicephales. Le minimum 
principal tombe dans les trois pays en automne (octobre-novembre) ; 
mais le maximum principal de la France et de TU. R. S. S., qui est 
un maximum estival (septenibre en France et aout dans TUnion So- 
vietique), n’existe plus du tout en Suisse, le maximum principal de 
la Suisse (fevrier) correspondant plus ou moins au maximum secon- 
daire de la France (mars) et de I'U. R. S. S. (avril). 

Entre la mortalite infantile de la Suisse et celle de TU. R. S. S., 
la difference est enorme sous tous les rapports. Au point de vue de 
Vamplitude des variations, de leur ecartement successif et aussi de 
la symetrie des ecarts moyennaux, la mortalite infantile de la France 
occupe une place interniediaire entre celle de la Suisse, d’un cote, 
et de V U. R. S. S., de Tautre. En effet, nieme relativement a la 
mortalite infantile moyenne de I'annee (moj^enne qui est deja 
tres faible en Suisse, qui est plus import ante cn France et qui est 
excessivement elevee dans TU. R. vS. S.), Taniplitude des variations 



est encore la plus faible en Suisse, un peu plus ejevee en France 


et presque deux fois et demie plus forte dans FUnion Sovietique (res- 
pectivement: 0,42, 0,49 et 0,98). L'ecartement successif est en Suisse, 

meme relativement (— ou ~ ) beaucoup plus faible qu'en France 
\Vm Vm/ 

» 

et presque trois fois moindre que dans I'U. R. S. S. (— etant respecti- 

Vm 

vement 0,07, 0,12 et 0,19); cette difference entre les trois pays est 
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liee k la monocephalie de la courbe suisse et a la bicephalie des courbes 
fran^aise et sovietique, aggravee encore dans TU. R. S. S. par la 
hauteur extraordinaire du maximum estival. 

Cependant, Tecartement moyennal moyen, pris lui aussi relative- 

ment k la mortalite infantile annuelle moyenne ou est en 

\Vtn Vm/ 

France legerement infcrieur a celui observe en Suisse (respectivement 
0,13 et 0,15 en Suisse et 0,10 et 0,13 en France). C'est qu'en France les 
variations mensuelles de la mortalite infantile ont un degre de concen^ 
tration beaucoup plus eleve (ou un nivellement beaucoup moindre) 
qu'en Suisse. En effet, le coefficient de concentration est egal a 
0,24 en Suisse et a 0,46 en France, le coefficient Cx^ est de 0,09 en Suisse 
et de 0,22 en France ; le coefficient de nivellement Vjj est de 0,81 en 
Suisse et de 0,59 en France. Sous le rapport de la concentration (ou 
du nivellement) des variations mensuelles de la mortalite infantile, 
la France ressemble bien a TU. R. S. S. qui a exactement les memes 
coefficients c,2 et Vij. 

La courbe suisse ctant la seule monocephalique, nos coefficients 
de precix)itation et de gradation (gia) ne peuvent §tre calcules 
ni pour la France ni pour TU. R. S. S. La courbe suisse, qui d'apr^s 
notre graphique XII est manifestement moins precipitee que les deux 
autres, a un coefficient de precipitation assez faible (/)x3 = 0,20) et 
un coefficient de gradualite relativement fort (gia = 0,62). Cependant, 
la courbe suisse meme est encore plus precipitee (ou moins graduelle) 
que les courbes de la temperature examinees au § 70, plus precipitee 
meme que celle de la temperature de Fair atmospherique, la plus pre¬ 
cipitee de toutes les trois (qui avait p^2 = 0,15 et gja — 0,70); 

La difference entre les trois pays envisages est moins forte au 
point de vue de la symetrie des variations. En effet, toute serie pe- 
riodique conserve une importante symetrie, forte surtout pour les 
ecarts centraux, puisqu'^ la fin de la serie on revient exactement k 
son point d’origine. Grace a ce caract^re des series periodiques, la 
symetrie des ecarts centraux se niontre particuli^rement elevee Ik 
ou le maximum (ou le minimum) principal s’ecarte tr^s fortement du 
reste de la serie : si Ton prend ce maximum (ou ce minimum) comme 
centre de symetrie des ecarts centraux, leur degre de symetrie se mon- 
trera forcement trks eleve. C'est ce que nous voyons aussi dans le cas 
particulier de TU. R. S. S.: en prenant comme centre de symetrie des 
ecarts centraux le terme maximum de la serie (celui du mois d'aofit), 
on obtient le coefficient = 0,96 (contre 0,94 pour la Suisse et la 


II 
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France). Mais le coefficient de symetrie des ecarts successifs (s«) n'est 
pour rU. R. S. S. que de 0,75 et celui des ecarts moyennaux (5^) 
n'est meine que 0,69, coefficients assez bas pour une serie periodique 
et bien inferieurs k ceux de la Suisse et de la France (qui varient en- 
tre 0,89 et 0,94). 

Il ne saurait etre question de resumer les periodicites annuelles 
de la mortalite infantile en France et dans TU. R. S. S. en les represen- 
tant par des stnusoides, puisque ce sont des periodicites nettement 
bicephales qui, de plus, different de la sinusoide sous bien d*autrcs 
rapports encore. La periodicite annuelle de la mortalite infantile en 
Suisse se rapproche beaucoup plus d'une sinusoide : elle est nionoce- 
phale, elle est moins concentree, moins precipitce et plus symetrique 
que la periodicite du meme plienomene dans les deux autres pays. 

Kn outre, le rapport qui pour la sinusoide est, d^apres [13], egal a 
' 2 a, 

1,41, est pour la mortalite infantile en Suisse egal presque au meme 
chiffre : 1,39. Pourtant, ici encore la serie est loin de presenter une sy¬ 
metrie parfaite, elle est plus loin encore d'etre tetra-symetrique ; la 
partie de la periode ayant v >Vm n'est pas egale a '/2» de meme que la 
distance qui separe le maximum (fevrier) du minimum (octobre) 
ou vice versa n'est pas egale a la moitie de la periode : en faisant la 
perequation par la sinusoide, on deplacerait done arbitrairement le 
moment du maximum ou celui du minimum ou tous les deux ; le coef¬ 
ficient de precipitation est superieur a ceux que nous avons trouves 
plus haut non seulement pour la temperature du sol, mais meme pour 
la temperature de Pair. 

Nous avons pourtant calcule la sinusoide de ])erequation de la 
mortalite infantile en vSuisse. En mettant le point 0° au decembre 
(soit en mettant le maximum, correspondant a go^, au i®' mars, qui 
constitue notre centre de symetrie des ecarts moyennaux et successifs) 
ou, en d'autres termes, en faisant correspondre le chiffre de decembre 
a 150, celui de janvier a 45°, celui de fevrier a 750 et ainsi de suite, 
on trouve pour la sinusoide cherchee la formule suivante : 

y = 10,36 + 2,09 sin X [107] 

En mettant les ordonnees de cette sinusoide en regard des chif- 
fres reels de la mortalite infantile en Suisse, nous obtenons le petit 
tableau que void : 
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Nontire quotidien moyen de decis d’enfants de moins d’un an 
en Suisse (1926-1930) selon les mots. 


MOIS 

Cliiffres 

(V) 

Simi- 

solde 

(y) 

v-y 

Mois 

Chiffres 

r6els 

(v) 

Sinu- 

solde 

(y) 


Janvier .... 

12,2 

11,8 

r 0,4 

Juillet. 

9,2 

8.9 

+ 0,3 

Fdvrier .... 

I3.I 

12.4 

^ 0,7 

Aout. 

8,9 

8.3 

I- 0,6 

Mars. 

12,6 

12.4 

1 0,2 

Septembre . . . 

8.8 

i 8,3 

^ 0,5 

Avril. 

11,9 

11,8 

U 0,1 

Octobre .... 

00 

^ 8,9 

— 0,2 

Mai. 

1 

! 10.5 

10,9 

j—0,4 

Novembre . . . 

i 8.9 

' 9,8 

— 0,9 

Juin. 

j 9,8 

9.8 

1 “ 

Ddcembre . . . 

9,9 

1 

: 10,9 

— 1,0 


Les differences entre les chiffres reels et ceux de la sinusoide ne 

2 (v 
2 ' 


\ ILv ) 


paraissent pas ties grandes. En moyen ne 

elles forment 0,04 de la mortalite reelle. Cependant, par rapport a 

/ ^ —y)\ 

la seule partie variable de cette mortalite ^soit ^ ^ J» la diffe¬ 


rence entre les variations reelles et les ordonnees de la sinusoide est, 
pour la Suisse aussi, vraiment considerable, etant egale a 0,31 ; elle 
est sous ce rapport beaucoup plus grande que ce que nous avons vu 
plus haut (§ 74) meme pour les variations de la temperature de Tair 
atmospherique soumise a des observations bi-niensuelles. Et encore 
faudrait-il tenir compte des autres alterations de la courbe reelle (de- 
placement du maximum et du minimum, leur attenuation, etc.) que 
nous avons dej^ mentionnees et qui sont a peine admissibles quand 
il s’agit d'une serie typique. 


§ 76. — Prenons maintenant un phenomdne d'ordre economique 
et social dans le sens etroit du terme : le chdmage. Examinons notam- 
ment les fluctuations mensuelles du pour-cent de chomeurs au Royau- 
me-Uni (parmi les ouvriers assures) et au Danemark (parmi les 
syndiques) dans Tindustrie du batiment en general et, plus speciale- 
ment, chez les peintres en batiment. (Pour les chiffres mensuels, 
voyez le tableau III de notre Annexe II). Quels sont les principaux 
caract^res de ces periodicites ? 
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Comparant le taux du chomage dans les branches considerees 
tel qu'il a ete observe dans les deux pays a Tepoque envisagee, nous 
pouvons faire ainsi les constatations suivantes: 

lyC taux annuel moyen du chomage (vm) dans les branches en 
question a ete pour le Danemark plus du double de celui observe 
au Royaume-Uni (pour Tensemble du batiment, 16,7 : 7,5 = 2,23; 
pour les peintres 20,9 : 10,4 — 2,01). I^s fluctuations mensuelles du 
taux du chdmage etaient encore beaucoup plus differentes d*un pa^^s 
a Tautre. I/amplitude de ces fluctuations (a), Tecart moyennal moyen, 
tant arithmetique {dm) que quadratique (c), ainsi que lecart successif 
moyen {em ou <;) ont ete chez les peintres au Danemark plus du triple 
de ceux observes pour la meme profession au Royaume-Uni; pour 
Tensemble du batiment, Tamplitude des fluctuations mensuelles 
du chdmage (a), Tecartement moyennal mo^^’en {dm et a) et Tecartement 
supcessif moyen {Cm et <;) ont ete meme 10 a 12 fois plus forts au Dane¬ 
mark qu’au Royaume-Uni. Meme relativement au taux annuel moyen, 
bien plus eleve au Danemark qu*au Royaume-Uni, les fluctuations 
mensuelles du chomage des branches considerees se montrent beau- 

a d 

coup plus considerables au Danemark. Pour les peintres, - -- et 

^ Vm Vm 

sont au Danemark de 50 a 80 p. 100 plus eleves qu'au Royaumc- 

Uni; pour I’ensemble du batiment, ces memes grandeurs relatives 
sont dans le premier pays 4 a 5 fois plus elevees que dans le second. 

Ues coefficients de precipitation des fluctuations mensuelles (pti) 
sont de m6me beaucoup plus eleves (ou les coefficients de gradualite 
beaucoup plus faibles) au Danemark qu’au Royaume-Uni, et cela 
aussi bien pour les peintres que pour I’ensemble des travaUleurs du 
batiment. On constate, en outre, au Danemark un certain maximum 
secondaire en ete qui n’existe pas au Royaume-Uni (ce second maxi¬ 
mum est pourtant au Danerraak aussi d’une importance presque ne- 
gligeable : il ne depasse le taux du mois suivant que de 0,4 — en aout 
— pour le batiment et de 0,3 — en juin — pour les peintres, il demeure 
une petite fraction du taux annuel moyen et appartient aux taux 
mensuels les plus bas). 

Et malgre ces enormes differences entre les dimensions annuelles, 
comme entre les fluctuations saisonnieres, du taux de chdmage dans 
I’industrie du batiment des deux pays, nous pouvons constater que 
bien des caraetdres de ce chdmage saisonnier se retrouvent aussi bien 
au Danemark qu’au Royaume-Uni. 
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Nous pouvons ainsi constater que dans les deux pays le maxi¬ 
mum de cliomage se place h la fin du mois de janvier, et cela aussi 
bien pour I'ensemble de Tindustrie du batiment que pour la profession 
des peintres. — Pour les deux pays, nous pouvons constater que, dans 
I’ensemble du batiment, le chomage baisse a partir du mois de fcvrier 
jusqu’aux mois juin-juillet pour remonter dans la suite lentement 
jusqu’a la fin d’octobre et brusquement depuis la fin de novembre. — 
Pour les deux pays et pour les deux categories pofessiomielles, nous 
constatons que le chomage depasse la moyenne annuelle pendant 
tiioins de temps (5 mois) qu’il ne reste au-dessous d’elle (7 mois) et 
que par consequent les ecarts en plus de la moyenne sont plus forts 
que les ecarts en moins. — Nous constatons encore que malgre la 
grande difference qui existe entre les deux pa^^s au point de vue de la 
precipitation (ou de la gradualite) des variations mensuelles du cho¬ 
mage, le degre de concentration de ces variations reste dans les deux 
pays tres faible et s’exprime pour les deux pays et pour les deux ca¬ 
tegories professionnelles par un chiffre presque constant = 0,22 
a 0,25 ; = 0,07 a 0,08 ; — 0,82 a 0,85). — Dans les deux pays, 

les fluctuations mensuelles du chomage presentent des series qui sans 
etre parfaitement symetriques, le sont pourtant a un haut degre. 

On constate de menie que dans les deux pays les peintres accu- 
sent non seulement un taux de chomage annuel moyen {vm) superieur 
a celui de I’ensemble du batiment, mais encore et surtout que les 
fluctuations saisonnieres du chomage sont chez eux beaucoup plus 
fortes. Au Danemark, ou le batiment accuse en general des fluctua¬ 
tions saisonnieres formidables, I'amplitude des variations et les ecarts 
inoyens, tant moyennaux que successifs, sont pour les peintres de 
60 p. 100 environ plus forts encore que pour rensemble du batiment ; 
au Royaume-Uni, ou I’ensemble du batiment accuse des fluctuations 
saisonnieres beaucoup moindres qu’au Danemark, les fluctuations 
saisonnieres du chomage (a, , a, et c;) sont pour les peintres cin(i 

fois plus fortes que pour le batiment en general. Meme relativement 
au taux annuel moyen du chomage (i;^) qui pour les peintres est plus 
eleve que pour Tensemble des travailleurs du batiment, les fluctuations 
saisonnieres se montrent bien plus fortes pour les peintres que pour 
le batiment en general: de quelques 30 p. 100 au Danemark et de 3 
a 4 fois au Royaume-Uni. On constate encore que dans les deux pays, 
la baisse saisonniere du chomage finit pour les peintres plus t6t (tout 
en tombant plus bas) que pour Tensemble des travailleurs du bati¬ 
ment (minimum absolu fin mai au Royaume-Uni et fin avril au Da- 
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nemark). Aussi, peut-on constater pour les deux pays que la precipita¬ 
tion des variations saisonnit^es du cliomage est pour les peintres bien 
plus forte que pour le batiment en general [pj2 — 0,31, pour les pein¬ 
tres et 0,25 pour Tensemble du batiment au Danemark ; au Royaume- 
Uni, nous trouvons respectivenient 0,16 centre 0,07). Comme le mon- 
tre notre dernier tableau, on pent dire que les fluctuations relatives 
du cliomage saisonnier des peintres du Royaunie-Uni ressenible plus 
a celles observees cliez les peintres du Danemark qu'a celles constatees 
chez les autres travailleurs du batiment dans leur propre pays (*). 

§ 77. — Prenons encore un plienoniene du domaine techniquement 
economique, et nous nous arreterons. Nous envisagerons la consomma- 
tion journaliere moyeniie de gaz d’eclairage a Geneve (servant pre- 
saque exclusivement au chauffage). 

I^a consommation de gaz a Geneve, comme dans bien d'autres 
villes, subit des variations determinees non seulement par la ten¬ 
dance generale vers la hausse, par la conjoncture economique et par 
des circonstances fortuites, mais encore par une triple periodicite, 
fortement prononcee et strictement controlee : 

lo une periodicite annuelle caracterisee par une forte baisse 
en hiver (k cause d’une plus grande consommation de charbon pour les 
cuisines), avec le minimum principal en janvier, et par une forte 


(*) tant doniK^ la grande precipitation des variations mensucllcs cons¬ 
tatees pour le Danemark et pour les peintres du Royaume-Uni, etant donne 
encore Tabsence presque complete de tetra-symetrie dans ces variations ainsi 
a 

que la valeur eievee de , on ne saurait representer ces fluctuations par une 

simple sinusoide. Pour le chomage dans I’ensemble du batiment au Royaume- 

a 

Uni (qui a tme alliure beaucoup plus graduclle, ondulatoire, et 011 a une 

Vpi 

valeur relativement faible, la perequation par une sinusoide ayant pour for- 
mule : y = 7,5 1,69 sin;r doime une serie de chiffres qui s'ecarte assez peu 

/ Siv — yi \ 

de la sdrie typique reelle len efiet - ^-= 3 P- 100 IJ cependant meme 

ci, recart entre la perdquation et la realite envisage par rapport k la seule 


partie variable du chdmage demeure considerable 


y| ^ 

si 


20 p. 100 


sans parler meme des autres inconvenients d'une telle pdrequation. Pour 
cette perequation, voyez Les Fluctuations saisonnUres du chomage dans VIndus¬ 
trie du bdtiment, p. 36). 
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hausse au debut de Tete, avec son maximum en juin, suivie d'une se- 
conde baisse en juillet-aoflt (nombreux departs en villegiature) et 
un nouveau maximum (a pen pr^s egal au premier) en septembre ; 

2° une periodicite hebdomadaire, accusant elle aussi de fortes 
variations, selon les jours de la semaine, et 

30 une periodicite diurne accusant des variations plus fortes 
encore, selon les heures de la journee. 

Ces fluctuations creent des problemes economiques et techniques 
importants, car les installations techniques de Tusine k gaz ainsi que 
son personnel et, par suite, aussi les frais generaux doivent etre mo- 
deles sur les besoins des moments de la consommation maxima, ce 
qui rehausse dans des proportions considerables le coiit de la produc¬ 
tion et les prix du gaz. Ici (puisqu’il s'agit principalement de la 
demonstration de la methode), nous nous arreterons surtout sur la 
periodicity hebdomadaire de la consommation du gaz presentant une 
serie periodique de 7 termes. 

Nous nous demanderons d*abord si les variations selon les jours 
de la semaine sont les memes pendant la baisse d'hiver et la hausse du 
debut de Tete et nous comparerons ensuite ces periodicites hebdoma- 
daires (de la baisse hivemale et de la hausse printani^re) avec Ja perio¬ 
dicite annuelle du m@me phenom^ne. Pour etablir les deux series 
hebdomadaires typiques, nous avons pris la consommation moyenne, 
par jour de la semaine, d'une part, pendant les huit semaines allant 
du 3 janvier au 27 fevrier (inclusivement) et, de Tautre, pendant les 
huit semaines allant du 2 mai au 26 juin (inch), le tout selon les don- 
nees de 1927 et en commen^ant dans les deux cas par un lundi. Pour 
la periodicite annuelle, nous avons simplement admis comme typi¬ 
ques les donnees de 1927. Nous avons obtenu ainsi le tableau IV de 
notre Annexe II. — Selon notre schema, les caracteres de ces varia¬ 
tions periodiques peuvent etre representes de la fa^on suivante : 
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Comparant entre elles les pcriodicites hehdomadaires, celle obser- 
vee pendant la baisse liivernale et celle constatee pendant la hausse 
de printemps, nous pouvons reinarquer qu'en mai-juin les chiffres 
absolus sont de 30 p. 100 environ plus eleves qu’en janvier-fevrier; 
la consomniation joumaliere moyeune {Vv%) est k ces deux epoques 
de I’annee de 53.631 et de 41.688 soit dans le rapport de 129 a 100 ; 
le minimum principal de mai-juin (dimanche : 48.916) est encore bien 
superieur au maximum principal de janvier-fevrier (samedi : 43.108), 
et ainsi de suite. Malgre cela, la periodicite hebdomadaire garde pen¬ 
dant les deux epoques de Tannee les niemes caracteres essentiels. Aux 
deux epoques, elle presente une courbe bicephale, ayant son maximum 
principal le samedi et son minimum de beaucoup le plus profond le 
dimanche, et dans les deux cas le second maximum n'est que legdre- 
ment inferieur au maximum principal. — L'importance relative des 
fluctuations, journalieres est presque identique dans les deux cas : 
par rapport a la consomination joumaliere moyenne de la semaine. 


I’amplitude des variations | ^ | est dans les deux cas de 12 a 13 p. 100 
(plus exactement 12,0 et 12,6) ; dans les deux cas, Tecart moyennal 
arithmetique moyen (t) est de 3 p. 100 et Tecart moyennal quadra- 

tique moven( - ) est de 4 p. 100 ; dans les deux cas, I'ccart successif 
\Vm/ 

arithmetique moyen a exactement la meme valeur j ^ — 4,0 p. 100 ) 

\Vm / 

de meme que Tecart successif quadratique moyen ( ^ — 5.6 p. 100 1 • 

Dans les deux cas, il s'agit d’une courbe ayant une forte concentration, 
beaucoup plus forte que toutes les courbes examinees dans ce chapitre, 
la journee de dimanche accusant a elle seule presque la moitie de toute 
la somme des ecarts moyennaux de la serie). — Dans les deux cas la 
courbe accuse une symetrie relativement faible, plus faible que toutes 
les autres courbes de ce chapitre. I^a seule difference intcressante en¬ 
tre la periodicite hebdomadaire de mai-juin et celle de janvier-fevrier 
(sans parler des dimensions absolues des fluctuations), c est le fait que 
le second maximum comme le second minimum tombent k Tepoque 
mai-juin un jour plus tard qu'en hiver (le second maximum est ob¬ 
serve le mardi en janvier-fevrier et le mercredi en mai-juin, le second 
minimum est respectivement le jeudi et le vendredi). 



Si nous voulons etablir un parall^le entre les periodicites hebdo- 
madaires et la periodicite annuelle de la consonimation du gaz, nous 
pouvons marquer les traits suivants : 

Comme la periodicite hebdomadaire, la periodicite annuelle pre¬ 
sente line courbe biccphale ; ici encore, le second maximum (juin) 
atteint presque la hauteur du maximum principal (novembre) et, 
comme pour la periodicite hebdomadaire, le second minimum (aofit) 
est au contraire tres loin de tomber au niveau du minimum prin¬ 
cipal. Sous les autres rapports, il existe cependant des differences 
essentielles entre les deux especes de periodicites. D'un cote, la perio¬ 
dicite annuelle accuse des variations qui absolunient et relativement 
sont beaucoup plus fortes que celles qui marquent la periodicite heb¬ 


domadaire. Ainsi, I’amiJitude des variations 



est dans la periodi¬ 


cite annuelle i)lus du double decclleobsen^eepcmr la periodicite liebdo- 
madaire (0,28 contre 0,12 et 0,13). II en est de meme de recartemer.t 

( dm 

etant de 8 p. too pour la periodicite annuelle et de 3 

Vm 


p. TOO pour la periodicite hebdomadaire et " etant respectivenient de 

9etde4p. 100^ . Tv'ecartement des termes successifs est aussi pour la 

periodicite annuelle plus fort que pour la periodicite hebdomadaire 

/ ^ 

I est respectivenient de 6,3 et de 4,0 p. 100 et est de 7,5 et de 5,6 

\ Vm Vm 

p. 100^. D’un autre cote, la periodicite annuelle est beaucoup nioins 

concentree, son coefficient de concentration Cja (-- 0,11) etant de deux 
a trois fois plus faible que celui de la periodicite hebdomadaire (0,26 
a Tepoque de la hausse et 0,33 a Tepoque de la baisse de la consomma- 
tion du gaz ; la difference sous ce rapport est fortement attenuee 
par le coefficient kn). La periodicite annuelle est aussi moins asymetri- 
que (ayant d*une fa^on generate des coefficients de symetrie bien plus 
eleves). C'est que la periodicite hebdomadaire se trouve determinee 
surtout par le caractere en quelque sorte exceptionnel de deux mo¬ 
ments de la serie (la journce de dinianche et, par anticipation, celle 
de samedi) tandis que la periodicite annuelle est le resultat de 
Taction incessante, bien qu’indirecte, d’un facteur continu — la ro¬ 
tation de la terre autour du soleil. 
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ANNEXE I. 

Tables des coefficients pour series & 12, ^ 24 et 7 termes. 

Tabie I, A. 


Coefficients de concentration (c) en fonction de — et coefficients 
de precipitation [p] des siries piriodiques nionocephales en fomtion de - • 
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Tabi,k I, A, (Suiie). 













































174 


Tabi,e I, A, {suite et fin). 
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Tabi^e I, B. 
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0,16 


0,28 

0,57 

0,65 

0,46! 0,48 

ji 

0,97 

0,97 

0,96 

1 

0,09 

0.03 

0,19 

■” 1 

j 0,29 

... 

0,60 

0,66 

0,49] 0.49 

0,98 

0,99 0,98 

... i 

0,10 j 

[ 0,07 

0,22 

— 

1 0,30 

0,62 

0,68 

0,52 

i 0,50 

1,00 

T ,00 

1,00 

■ 1 

0,11 

0,10 

0,25 

; — 

! 0,31 

0,64 

0,70 

0.54 

i 




0,12 

0,14 

0,28 

— 

0,32 

0,66 

0,72 

0.57 

1 




0.13 

! 

I 0,17 0,31 

— 

0.33 

' 0.68 

0,74 

0,60' 




0,14 

i 0,20 

0,34 


0,34 

0,70 

0,75 

0,621 

il 




0,15 

1 

1 0.24 

0,36 

0,03 

0.35 

0,72 

0,77 

0,65 





0,16 

1 0,27 

. 0,39 

0,07 

0,36 

0,74 

0,79 

0,67 





0.17 

j 0,30 0,41 

0,10 

0.37 

0,76 

0,80 

0,70 





0,18 

1 

1 0,32 

0.44 

0,14 

0,38 

i 0,78 

\ j 

0,82 

0,72 

1 




0,19 

! 0,35 

0,46 

0,17 

0,39 

0,80 

' 1 

0,84 

0,75 





0,20 

j 0,38 

0,48 

0,21 

0,40 

I 0,821 

0,85 

0,77 
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Table II, A. 

dm 

Coefficients de nivelU'^nent (v) en fonciion de . et coefficients de gra- 

(j 

dualite {g) des series pdriodiques monocdphales en fonction de ~ . 


dm 

a 

ou 

6m 

% 

Va4 

OU 

dm 

a 

ou 

6m 

? 

Via 

ou 

Va4 

ou 

524 

1 

1 1 

; 

1 ou 

gy 

1 

dm 

a 

ou 

em 

? 

Via 

ou 

gl2 

V24 

ou 

^24 

V7 

ou 

gy 

dm 

a 

ou 

6m 

1 ^ 

Via 

ou 

gl2 

Va4 

OU 

gS4 

1 

> ou 

g7 

1 

1 

i 


0,40 

— 

i 

1 0,16 

j — 

0,60 

i i ! 

1 0,321 0,44 0,14 

1 0,80 

0,66 

1 0,72 

0,57 

1 


0,41 

0 

0,17 

1 — 

0,61 

1 0,34! 0,45 

0,16 

1 

0,81 

0,6810,73 

1 

0.59 

i 


0,42 

0,02 

0,18 

i 

j — 

0,62 

1 1 

! 0.36 0,47 

0,18 

0,82 

0,70 

1 

1 0,75 

0,61 

1 

1 

1 

0,43 

0,04 

1 

0,20 

— 

0,63 

i 0,38 0,48 0,21 

0,83 

0,711 0,76 

0,63 



0,44 

, 0,05 

1 i 

0,21! — 

1 i 

0,64 

1 

0,39 

0,49 

0.23 

i 

0,84 

0,73 

0.78 

0,66 

I 


0,45 

0,07, 

1 0,23 

— 

0,65 

0,41 

1 0,51 

0,25 

0,85 

0,75 

j 0,79 

0,68 



0,46:0,09 

0,24 

— 

0,66 

0,43 

i 0,52 

0,27 

0,86 0,76 

j 0,80 

0,70 



0,47 

i 

! 0,10 

0,25 

— 

0,671 

0,44 

0,54 

0,29 

0,87 0,78 

0,82 0,72 


1 

0,48 

1 0,12 

0,27 

— 

0,68 

0,46^ 0,55 

0,31 

0,88 

0,80 

0.83 

0,74 

0,29 

0 

0,49 

0,14 

0,28 

1 

— 

0,69 

o,48j 0,56 

0,33 

0,89 0,81 

0.85 

0.76 

0.30 

0,02 

0,50 

I' A 
i 

1 0,30 

— 

0,70 

0,49: 0,58 

0,36 

0,90 

0.83 

0,86 

0.79 

0,31 

0,03 

0,51 

! ■ 

0,17, 

i 

0,31 

— 

0,71 

1 

0,51 

1 

0,59 

* 0,38 

0,91 

0.85 

0,87 

0,81 

0,32, 

0,04 

0,52 

0,19 

0,33 

— 

0,72 

0,53 

* 0,61: 

1 1 

0,40 

0,92 

0,87 

0,89 

0,83 

0,33! 0,06 

0,53 

0,211 

t 

0,34 

— 

0,73 

0,54 

0,62! 

1 

0,42 

0.93 

0,88 

0,90 

0.85 

0,34 0,07 

0,54 

1 

0,22; 

1 

o,35j 

0,01 

0,74 

0,56 

0,63! 

1 

0.44 

0,94 

0,90 

0,92 

0,87 

0,35 0,09 

0,55 

1 

0,24 j 

0,37 

0,03 

0,75 

0,58^ o,65| 0,46 

0,95 

1 

0.92 

0,93 

0,89 

0,36! 0,10 

0,56 

0,26 

0,381 

0,05 

0,76,0.59 

1 

0,66 0,48 

0,96 

0,93 

0,94 

0,91 

0,37 

0,11 

0,57 

0,27 

1 

0,40 

0,08 

! 

0,77, 

0,61 

jo.68 

0,51 

0,97 

0.95 

0,96 

0.94 

0,38 0,13 

0,58 

0,29 

0,41 

0,10 

o. 78| 

0,63 

0.69 

0,53 

0,98 

0,97 

0,97 

0,96 

0,39 

0,14 

0,59 

0,31 

0,42 

0,12 

o,79| 

0,65 

0,70 

0.55 

0,99 

0,98 

0,99 

0,98 

0,40' o,i6 

i 

0,60 j 

0,32 

0,44 

0,14 

o,So| 

0,66 

0,72 

0,57 

1,00 

1,00 

1,00 

1,00 
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TabIvE II, B. 


Coefficients de nivellement (v) en Sanction de 


S* d 
S d^ 


et coefficients de gra- 


dualiU (g) des series pdriodiques monocephales eu fonction de 


4 

■ 





1 


i 


1 

'^ d \ 

j 


il 


1 



VX 2 

V24 . 

■V7 


Vi 2 

V24 

V 7 


VX2 

V24 

V7 


Via 

V24 

ou I 

OU 

OU ' 

uU 

OU ■ 

ou 1 

ou 

ou I 

ou 1 

OU 

OU 


ou 

OU 

OU 



. 

g 7 

4 a 2 

gt 2 

gH 

g 7 !| 

4 

gr 2 

g 24 

g 7 

4 

gt 2 ; 

g ^4 

2^^ , 


I 

|i 

1 

1 


ll 

il 




1 




2,0 

0 


0 

4.0 

0,29 

0,17 

o. 47 j 

6,0 

0,50 

0,30 

0,84 

8,0 

0,69 

0,40 

2,1 

0,02 

0 , 0 T 

0,03 

4.1 

0,30 

0,17 

i 

o. 49 | 

6,t 

0.51 

0,30 

0,86 

8,1 

0,70 

0,41 

2,2 

0,03 

0,02 

0,06 

4.2 

0,31 

0,18 

1 

0,51 

6.2 

0,52 

0,31 

0 

00 

''1 

8,2 

0,71 

0,41 

2,3 

0,05 

0.03 

0,08 

4.3 

0,32 

0,19 

0.53 

6,3 

0,53 

0,31 

0,89 

8.3 

0,72 

0,42 

2,4 

0,07 

0,04 

o,ti 

1.4 

0,33 

0,T9 

0.55 

6,4 

0.54 

0,32 

0,90 


0,73 

0,42 

2,5 

0,08 

0,05 

0,13 

4.5 

0,35 

0,20 

0,57 

6.5 

0.55 

0.32 

0,92 

' 8,5 

; 

0.73 

0,43 

2,6 

0,10 

0,06 

0,16 

4,6 

0,36 

0,21 

0,59 

e.e 

0,56 

0,33 

0,94 

i 8,6 

0.74 

0,42 

2,7 

0,TT 

0,06 

0,19 

4.7 

0,37 

0,22 

0,61 

1 

6,7 

0,57 

0,34 

0,95 

8,7 

0,75 

0.4^ 

2,8 

0.13 

0,07 

0,21 

4.8 

0,38 

1 

0,22| 

0,63 

1 

6,8 

0,58 

0,34 

0,97 

! 8,8 

0,76 

0.4-1 

2,9 

0,14 

0,08 

0,23 

1 4.9; 

0.39 

0,23: 

0.65 

1 6,9 

0,59 

0,35 

0,98 

! 

0.77 

0.42 

3.0 

0,16 

0,09 

0,26 

5.0 

0,40 

0,24’ 

0,67 

7.0 

j - 

0,60 

0,35 

1,00 

; 9.0 

0.77 

0.42 


0,17 

0,10 

0,28 

1 

i 

5,1; 

t 

0,41 

0,24 

0,68, 

7.1 

o,6t 

0,36 

— 

l! 9,1 

1' 

0.78; 

o,4( 

3,2 

0,18 

0,11 

■ 0.30 

1 

5.2’ 

0,42 

0,25 
' ) 

0,70! 

li 

1 7.2 

0,62 

0,36 

— 

!: 9.2 

0,79 

0,4^ 

3,3 

0,20 0,TI 

1 

• 0,33 

1 1 

5,3; 

1 

0,43 

0,25! 

0,72 

7,3 

0,63 

0,37 


9,3 

0,80 

o.4y 

3,4! 

0,21 

0,12 

0,35 

1 

5.4; 

1 

0,44; 

0,26 

0.74 

7.4 

0,64 

0,37 


9.4 

0,81 

0,47 

1 

3,5 

0,22 

: 

I 0,37 

1 

5.5 

0,451 

0,27, 

0,76 

7.5 

0/5 

0,38 

— 

9.5 

0,81, 

0 

00 

3,6| 

! 

0,24 

0,14 

0,39 

5.6 

0,47; 

1 

1 

0,27: 

0,77 

7.6 

0,66 

0,38 

— 

9,6 

0,82 

0,48 

3.7 

0,25 

o,T5 

0,41 

5.7 

0,48 

0,28 

0,79 

7.7 

0,66 

0,39 

— 

9.7 

0 

00 

0.49 

3.8 

0,26 


0,43 

5,8 

0,49 

1 

0,29 

i 

0,81 

7.8 

0,67 

0,39 

i 

— 

9.8 

0,84 

j 

0,49 

3,9 

0,27 

0,16 

i 

0,45 

5.9 

1 

0,50 

I 

0,29 

0,82 

7.9 

0,68 

0,40 

— 

9,9 

0,85' 

0,50 

4»o 

0,29 

0,17 

0,47 

6,0 

0,50 

0,30 

0 

8,0' 

0,69 

0,40 

— 

10,0 

0,85' 

! 

0,50 


12 






Table II, B. [suite et fin). 


ou 

4 a^ 

V12 

! 

: gi2 

V24 

ou 

:£^d 

\:^d^ 

1 ou 
i 4 a^ 

1 

V24 

ou 

4^24 

22 

2 6 / 2 , V24 

ou ou 

4 g 24 

| 2^2 , 

V ,4 

1 OU 1 ou 

4 i g2^ 
| 2 «. 1 

22 1 / 
2 ^/ 2 , 

vu 

-1 : 

2.21 

V24 

ou 

^''24 

2 =^; 

2 rf., 

ou 

4 ! 
2^2 

V24 

ou 

g 24 

ou 1 

4 «.| 

Se* 

V24 

t 4 U 

gu 

10,0 0,85 

' 

0,50 

12,0 

} 

0,59 

1 

14,0 0,67 

1, 

! . 

; 16,0 0,74 

II 

|! 

1 

18,0 

■ 

1 

0,81 

20,0, 

0,88 

22,0^ 

0,94 

10,1 

0,86 

0,51 

! 

' 

12,1 

0,59 

j 1 

'14,1; 0,07 

1 

16,1. 0,75 

18,1; 

0,81 

20,1 

0,88 

22,1 

0,94 

10,2 

0,87' 0.51 

12,2 

0,60 

14,2! 0,68 

16,2 0.75 

' 

, 1^,2 
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20/2 
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22,2 

0,95 
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0,51 

12,3 

II I " ' 
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0,82 

20,3 

0,89 
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0,95 
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0,89 
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0.32 

, 
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T ^>5 
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■ 
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' 
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20,6 

|i : 

0,90/ 22,6 
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! !; 
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o,62|: 14,8 0,70 
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18,8 
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20,8 
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22,8 

0,96 
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! 
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1 ~ : 

^ 3.1 

0,63 

15.1 0,71 

, 

17,1 0,78 

19,T 

0,85 

1 

21,1 

0,91 
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1 
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.i 
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1 
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21 , 3 , 
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0,98 

iM 
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T5.4 0,72 

17.4 0,79 

19,4 

0,86 

21 , 4 , 

0,92 

23.4 
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0.57 
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0,65 

1 
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0,86 

2 I, 5 j 

0,92 

23.5 
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0.97 
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17,6 o,8oj 
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21,6 

1 

0,93 

23.6, 

! 
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0,98 
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13,7 
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1 

17,7 0,80 
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21,7 

i 

0,93 

23.7 

1 
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0,99 
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1 
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0,99 

o, 58 j 
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o,66| 

15.9 0,74 

17,9 0,81 

19,9 
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1 

21,9 

1 

0,94 
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j 
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1 

1,00 

0.59 

I! 
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16,o| 0,74 

18,0 0,81 

I 
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22,oj 
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i 

24,0 1,000 
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ANNEXE II. 

Tableaux statistiques. 

Tabi.bau I. 

Donnees bimensitelles sur les variations de la temperature de Vair at- 
mosphcrique et du sol a et a 3’" de profondeur d Berlin (moyennes 
des 5 ans 1910-1014). 

D’aprA^ les chiffres dii Statisii^ches Jahrbuch der Stadl Berlin, vol. 33, Berlin 1916. 
(Dcyrcs centigrades). 


I>I o 1 s atmo^plx ii«iuc pntioudeur i™ profondfur 3® 



le 1'“'^ 

Ic 15 

le i**' 

le 15 

le 

le 15 

Janvier. 

T,6 

1.7 

5.b 

4»4 

9,5 

9.0 

Fevrier. 

3/> 

1 

4.2 

3>i 

3.3 

8.3 

7.8 

Mars. 

6,8 

9,0 1 

4»3 

5.T 

7.5 

7.5 

Avril. 

12,5 

II.I 

j 

6,2 

6.6 

7.6 

8,0 

Mai. 

14*3 

i«.5 1 

9,2 

10,6 

8,4' 

9.1 

Juin. 

21,1 

18,7 i 

1 

12.4 

14.2 

10,0 ' 

10,9 

J uillet. 

1 20,7 

j 

1 

25.5 

14.7 

15.7 

! ii.s 1 

! 

12.3 

Aoiit. 

24»5 

18.2 

16,6 

16,5 

^3.1 

13.6 

Septembre. 

20,2 

17.8 i 

16,0 

! 14.7 

I i 

1 13.9 1 

13.9 

Dctobre . 

i5»4 

1 

9.4; 

13.^ 

11.4 

T3.7 i 

1 

13.3 

SToverabre. 

7.1 

i 

7.2 j 

1 

10,2 

8,6 

12,5 i 

12,0 

Decembre. 

5.0 

6,4 

1 

6,6 ! 

6.4 

II,I 1 

10,4 


- -- 

i 

— 

1 ^ 

-'' 

--- 

Moyenne de I’annee . . . 

1 

12.5 

9,8 

10,63 
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Elements du calcul des divers indices et coefficients. 

(D’apr^s Ics donnto relatives ti la temperature du sol h lOi dc profondeur observe? 
le 15 de chaque mois {v). 


M 01 s 

! 

1 ^ 

__ ^ 


1 ^ 

8 

1 

e* 

I. 

• • • • ! 4.4 

-- 5.4 

' — 2,0 

-i T.34 

j 29,16 

4,00 

II. 

• • • i 3»3 

—6.5 

, — 

' ' 2,44 

1 42.25 

1,21 

Ill. 

• • • • ! 5.1 

— 4.7 

1,8 

! 0,64 

! 22,09 

3.24 

IV. 

. . . . 6.6 

— 3.2 

1 

— 0,86 

: 10,24 

2.25 

V. 

• • • . 1 10,6 

i- 0,8 

, i 4.0 

— 3.^6 

0.64 

16,00 

VI. 

• • • ’ 14.2 

4.4 

1 3.6 

■ 0,34 

19,36 

12,96 

VII. 

... 15,7 

. 5>9 

1.5 

' 1,84 

! 34.81 

2,25 

VIII . .. 

• • • 16,5 

. 6.7 

H- 0.8 

; 2,64 

44.89 

0,64 

IX. 

• • • 14.7 

■ 4.9 

- - 1.8 

0,84 

1 2^,01 

3.24 

X. 

• • • 11,1 

1,6 

-- 3.3 

— 2,46 2,56 

10,89 

XI. 

. . . , 8,6 

1,2 

— 2,8 

— J,S6 

1.44 

7.84 

XII. 

6,f 

~ 3.1 

— 2,2 

— 0,66 

ij ,56 

4.84 

S. 

. . . 117.5 

14^.7] 

[-26. |] 

[20,r8| 

243.01 

69.36 

Moyeniie. 

• . . : 9,8 

4,06 

2,2 , 

1,68 

20,25 ’ 

5.78 


16°,5 — 3°,3 == i3®.2 ; 


I3‘’.2 

r.s 


1.35 


a = 1/200,25 == 4°,5 ; ? - ^^50,78 = 2°,4 


dm 4 °,06 Cm 20,2 20 °, 18 

; 0,90 ; = = 0,92 ; A =- 

a 4“.50 <; 20,4 ^ 48°,; 


0.415 


4°.50 ^ _ <; 20,4 

dm 40,06 Cm 20,2 ^ 

c„ = 0,69 {I,II — I) = 0,08 ; fit — 0,69 (1,09 — I) — 0,06 ; 
kit = 0,6 A = 0,6.0,415 = 0,25 


et ainsi de suite. 

Pour le calcul des coefficients de symetrie, nous procedons de la 
fa9on suivante: 





















Symetrie des ecarts moyennaux : 

Centre de symetrie maxima: i novembre. 
Bcarts moyennaux des termes equidistants {d’ et 


d ' 

<r 

d'r 

( d'Y ( d’Y 

+ 1,6 

— 1,2 

— 1,92 

2,56 1,44 

+ 4*9 

— 3,4 

— 16,66 

24,01 11,56 

+ 6,7 

— 5,4 

— 36,18 

44,89 29,16 

+ 5»9 

-- 6,5 

— 38,35 

34,81 42,25 

+ 4.4 

— 4-7 

— 20,68 

19,36 22,09 

+ 0,8 

— 3,2 

- - 2,56 

0,64 10,24 


ILd ’ d " -- 

— 116,35 ; 

I , d '‘ — 243,01 

Sd - 

116,35 X 

243,01 

2 232,70 

-- — ' =:r — 0,958 

243,01 

Symetrie des ecarts 

successifs: 



Centre de symetrie maxima : 15 aout (egal a i6<^,5). 

t 

c 


c'tT 

{.'Y (■•')’ 

— 0,8 

— 1,8 

+ 1,44 

0,64 3,24 

-- 1,5 

— 3,3 

+ 4,95 

2,25 10,89 

- 3,6 

- 2.8 

4- 10.08 

12,96 7,84 

— 4,0 

— 2,2 

+ 8,80 

16,00 4,84 

— 1,5 

— 2,0 

+ 3,00 

2,25 4,00 

— 1,8 

— i,i 

+ 

H 

00 

3,24 1.21 


Se'e' = 

= + 30,25 ; 

Sc* = 69,36 

s, = 

30,25 X 
69,36 

2 60,50 

~ 69,36 

= 0,872 


et ainsi de suite. 
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Tabi:<eau il. 

Dech d'enfants de moins d’un an , par mois , en Suisse (1926-30), en 
France (1926-29) etdans I ’ U . R . S .. S . (1926-27) : tnoyennes par jour . 

(D’aprds AperQu de la dimographie des divers pays du monde public par I’Office Permanent 
de rinstitut International de Statistique, 1931. I^a Haye, 1932). 


! 

Mo IS 1 

1 

Suisse j 

1 

1 

lYancc j 

U.R.S.S. 

! 

1 

Janvier.! 

1 

12,2 

184,6 

i 

2 053 

Fevrier. 

i 

1 

1 

197,0 

2 309 

Mdrs. 

1 

1 

12,6 

199,5 

2 393 

Avril.* 

ii »9 

186,3 

2 474 

Mai. 

10,5 

179,3 

2 041 

Juin. 

9,8 

159.8 

2 155 

J iiillel. 

9.2 

192,7 

3 540 

Aout. 

8.9 

227,9 

4 063 

Septembre. 

8,8 

231,5 

2 810 

Octobre. 

8,7 

180,1 

I 991 

Novembre. 

8.9 

139,7 

I 676 

D^etnbre. 

9.9 

166,6 

I 801 

Moyenne de Tann^ . . . 

10,36 

187,1 

2 439 















183 


Tableau III. 

Chomeurs au Royaume-lini (p. loo assures ; 1913-27) ei au Danetnark 
(p. 100 syncliques ; 1910-26) dans Vindustrie du bdtiment ei spi-- 
cialement partni les peintres : nombres typiques obtenus par le 
precede de «medianes elargies». 

(Donnas cmpninl^es h notre 6tiide I^es flucluations saisonnicres du chomage dans Vindustrie 
du bdtiment de certains pays europiens, Gendve, 1929, Bureau International du Travail). 

Royanme-Uni Danemark 



liAlimenl 

Peintres 

Uatiment 

Peintres 

Janvier. 

9,5 

20,5 

40.2 

55,3 

Fevrier. 

9.3 

13.9 

35.8 

46,6 

Mars. 

8,3 

7.0 

22,5 

21, 

Avril. 

7.1 

3.5 

8.4 

I.O 

Mai. 

<3,5 

2,8 

5.3 

1.5 

Juin. 

5.9 

4.2 

5.3 

3.5 

Juillet. 

6,1 

: 1 

I 5.9 

1 

5.2 

3.2 

1 

Aout . 

6,3 i 

6,3 

7.0 

1 5.5 

Septembre. 

i : 

i 6,8 

9,4 i 

1 

6,6 

1 

1 6,2 

Octobre. 

7,1 

' 1 

13,6 

1 

9,8 

j 14.4 

Novembre.^ 

1 

1 

17.9 

19,5 

37.6 

Ddcembre. 

8.9 

20,0 

34.7 

54.1 

Moyenne de I’ann^e , . . 

10 

10.4 

16,7 

20,9 


















i84 

TABI.EAU IV. 

Consommation journali&re moyenne de gaz d Gentve (en m 3 ) en 1927. 


a) ^elon les mois : 


MOIS ! 

1 in 3 1 Mois 

1 m 3 

Janvier. 

40.885 

Jnillet. 

50-558 

F^vrier. 

42.130 

Aont . 

49.230 

Mars. 

43.860 

Septembre. 

54.087 

Avril. 

46.366 

Octobre.I 

48.025 

Mai. 

53085 

Novembre. 

45.664 

Jilin . . . '. 

53965 

Decembre. 

45-176 

Bn moyenne de I’aimee . . 



47-774 


b) selon les jours de la semaine : 


Jours 

en 

janvler-f6vricr 

en 

1 mai-juin 

1 

Lundi. 

40.921 1 

1 

1 

1 

52.010 

Mardi. 

42.704 

54014 

Mercredi. 

42.689 

55-429 

Jeudi. 

41.971 

54-781 

Vendredi. 

42.366 

1 

54-596 

Samedi. 

! 

43.108 

55-668 

! 

Dimanche. 

38.058 • 

j 

48.916 

Bn moyenne. 

41.688 

53-631 


(D'apr^ les donn^es mises aimablement ii notre disposition 
par la Direction de Tusine ^ gaz de Gendve). 
































P. R. RIDER 


The third and fourth moments 
of the generalized Lexis theory 


I. Introduction. — Consider the n independent quantities yx,..., 
yn. lyet y = {ijn) S* yi. Then the mt\\ moment of the y's, about their 
mean value y, is {ijn) Si (yi — y)^. The first moment is zero. The 
second moment is called the variance of the y's, and its square root is 
called their dispersion or standard deviation. The third moment di¬ 
vided by the cube of the standard deviation is termed the skewness 
and the fourth moment divided by the fourth power of the standard 
deviation is termed the kurtosis. 

If each yi is a variable quantity, let us suppose that 


E {yi) = ai,E (yj) = £ (y?) == an , E (yj) = a< 


where E ( ) denotes the expected value of the quantity in the 
parenthesis. CooIvIdge * has shown that the expected value of the 
variance is 


n- 


I 



I) S {Ai — a\) + £ {ui — aY 

♦ X ♦ ■= I 


where a = (ijn) hi at. This he calls the fundamental dispersion 
theorem. He has also developed a general formula for the variance 
of a set of statistical observations, which reduces for special cases 
to the corresponding formula for so-called Bernoulli, Lexis, and Poisson 
series respectively. 

It is the purpose of this paper to derive, by the method employed 
by CoouDGE, formulas for the expected values of the third and fourth 
moments, and to show how the usual formulas for the third and 


• J. L. CooUDGE, The dispersion of observations, « Bulletin of the American 
Mathematical Society#, vol. 27 (1920-21) pp. 439-442. Sec also C001.IDGB, An 
Introduction to Mathematical Probability, pp. 66-71. 
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fourth moments of Bernoulli, Lexis, and Poisson series emerge as 
special cases. 


2. The fundamental formula for the third moment, — The third 
moment of the y's is 

(1) (i/n) S (y< —y) 3 --(i/w) S J[(y. — «<) — (y—«)]+(«<—«) 

i ~ i t«« 1 

From this we get 

(2) S (y,- — y )3 = S [{y< — a,-) — (y — a)]’ H- 

i i 

+ 32 [(y< — a<) ~ (y — «)]* {at — «) + 

i 

+ 32 [(y. — a.) — (y — a)] (a,- — a)^ + S (a, — a)^ . 

% i 

Now let us write the term in the square brackets as follows : 

n 

(3) (y< — «<) — (y — «) == {y< — a.) — (i/«) S (y, — a,) = 

/=« 

^ ^ / X I 

=--+ . . . + (y» - I - ai - i) + 

n n 

+ (y* + X-+ x) + • • • “h (yn-^^n)] . 


When this last expression is cubed and summed over all values of i 
from I to n we get 


( n — i \3 3 (w — i)^ 

~n / f ■ „3 2. (y*' — «•■)* (y/ — a,) + 


» ±j 

3 (» — x) I 

+ -- ■ - S (y.- — ai) (yi — ai)^ — , S (y/ — a,')^ = 

” » ± ;■ 




» ± ;■ 

(« — i)s n —I 


(m — l) (m — 2) 

£ (y< - fl,)3 =. -- 2 (y<—a.-)3 


since the middle pair of terras vanishes on summation. (It is to be 
noted t^t the last term in the first member of (4) is to be summed 
over both i and 7, * ± /, and that it is therefore equivalent to 
— M~*2i(y« — Ui)^ occurring n — i times). The expected value of 
the last expression in (4) is m- * (« — i) (ft — 2) S,- (a< — 3 ^ < a, +2 a?l. 
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The expression 3 [(y< — a<) — (y — a)]* (a< — a) involved in the 
second term on the right side of (2) may be written, by using (3), 

(5) 3 »- * [(« — x)* (y< — «<)* — 2 (m — 1 ) (y< — a.) (y,- — a/) + 

+ (y>—«»)*] («< —a) • 

Summing this up, we get 

3»-»[(m —i)*(y, ——a) + ... -f {« — 1 )»(y„ — fl«)’(«» — «)] 4- 
+ (yi — atY {at — a) + .. . + (y, — «,)* («» — a) + 

+ . + 

+ [(y» — a«)« («! — a) 4-. .. + (y„ — «»)* («» -1 — «)] — 



— an-’-'* (n — 

-I) 53 

{yi — ai) (y,- — «,) («< — 

a) = 









= 3«~ 

*|(y. 

-a.)» [( 

« — i)’ 

* {Ux — cC) -f- {CL2 -fl) -1-* 

. . . + {Un - 

-a)] 4- 

+ 

• . 

. . . . 

. . . 

. 


• • + 

1 

+ 

[(«- 

-iY{a 

» —a) 4-(ax —a) + ... 

+ {dn^i — 

-«)](- 

— 

2 

(« —1) 

53 {yi- 

— at) {yi—a,) {ai — a) 

= 





i±i 




= 3«“* 

[n(n~ 

-2) (y,- 

- ai)* (<ii 

—a) 4-...4-«(»— 2 )(y, 


—a)]— 

— 

2 «- * 

(« —i) 

s (y.- 

— a<) (yj — Ui) {ai — a) 

= 





• ±> 




= 3«- 

I (W — 

-2)53(y< 

ft 

— 

{ai — a) — 



— 

2 «- * 

(« —i) 

53 (y< 

a«) (yj <?>) {ai — a) 






The expected value of this is 

(6) 3«-'(« — 2 ) S {^. — «?)(«< — a). 

The expected value of the third term on the right side of (2) 
is zero, and the expected value of the last term is its ostensible value. 
Thus, the expected value of the third moment is 

n 

J (« — i) (m — 2 ) S (a,- — 3 Ai Oi +2 «J) 4- 

♦ — I 

n n 

4 - 3 — 2 ) S {Ai — a?) (a< — «) 4- * 53 (a< — «)* . 

» *■ I Z 


( 7 ) 
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4 

3. The fundamental formula for the fourth moment. The fourth 
moment of the set of y's is 

(8) (i/n) S (y< — y)* == (i/«) s I [(y<—«<) — (y—«)] + («< — I* 

♦ - X * 

from which we get 

(9) S (y< — y)+ = S [(y-i — a.) — (y — «)]^ + 

i * 

+ 4 S [(y< — a<) — (y — «)]* («< — «) -I" 

« 

+ 6 S [(y.- — «<) — (y — «)]’ («< — + 

+ 4 S [(y.- — aO — (y — «)] («< — a)’ + S (a< — a)^. 

« 

By using (3) we find that 

(10) [iy> - «•) - (y - (” „ “0 

_- (yi — a »)3 [(yi — ai) + . . . + (y* - i «* - i) + 

+ (y,- + X — di^t) + • • • + {y^ + 

4. (y^ — aiY [(yi — flx) + . . . + (y. - X — -1) + 

+ (y* + X — +1) + • • • + (y*» 

— (y,. — a,) [(yx — «i) -f . . . + (y* - X ^ *- 0 + 

^4 

+ (y^ + X — +1) + • • • + (yn — + 

4_ [(yx — ax) + ... + (y.-x—a»-x) + (y*+i —«<+i) + • - + (y~— 

The sum of this with respect to i is equal to ' 

s {yi — atY + ^ S (yi — a<)* (y# — ay)» + 

\ n / i ^ i±i 

+ s (y.—a.)* + _ (y<—(y# “ + 

+ terms whose expected value is zero. 



The expected value of this expression is 

(11) I (« — !)♦ + {n — i)] S {a< — 4 a< + 6 a? — 3 af) + 

+ [6 („ _ I)* + 3 (n- 2)] 2 (Ai - a\) (/t,- - a^) = 

i±i 

= «- 3 (» — i) («* — 3 » + 3) S (a,- — 4 a< a,- + 6 /!< «? — 3 «?) + 

% 

+ 3 «- 3 ( 2 « —3) —a*) — 2 (^. —<)»]( . 

The expected value of the term 4 S< [(yj — ai) — (y — a )]3 (a< — a) 
in (9) is, after some reductions similar to those used in getting from 
(5) to (6), found to be 

(12) 4 n- “ (n* — 3 « + 3) S (ok — 3 + 2 a?) (a< — a) . 

i 

We may use (3) to expand the third expression on the right side 
of (9) as follows : 

6 S [(y» — a,) — (y — a)]* {ai — aY = 

i 

= 6 {«-'(» — i) (yi—a,) —[(ya — aa) + ... + (yi* — «»)] !* (at—a)» 

+ . 

+ 6 {M- ‘ (w — i) (yn — an) — n- • [(yi — a,) + . . . + 

4” (y»— t — a* — i)] j® (a* — a)* — 

= 6 n-* ){n — i)® S (y< — a<)* (ai — a)* + 

/ i 

+ (ya-^la)* (Ui - uY + • • • + (y»- ^nY "i” 

+ (yi-(«a-+ (ya-^3)* -«)* + ...+ (yn-^*n)* (fla —a)* 

+ ... + (yi — ^lY (^» — + • • • + (yn -1 — un-iY (^»* — | 

+ terms whose expected value is zero. 

The expected value of this is 

6 n-^ )(n — i)« S (At — a?) (a* — aY + 

/ ♦ 

+ \.(Ai — a*) + .. . + (An — O] (^* — + 

+ [(^i — aj) + (A^ — ap + •.. + (An — aj)] (<*s — a)* + 
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+ • • • "f" [{At -+ . . . -f- {An — I-— t)] (<*«-<*)* I = 

= 6 M- * I (« — 1 )» s {Ai — a?) («< — «)» + 

+ {Ax — aj) S (a,- — a)' — {At — aj) (a, — a)* + . . . + 

+ {An — a*) S {at — a)* — {An — a“) (a» — a)* / = 
i S 

(13) =6n-*|w(« — 2)2(^<—«*)(«.•— a) +'L{Ai — aJ)S(a< — a*)|. 

The next to the last term in (9) has the expected value zero, and 
the expected value of the last term is its ostensible value. Making 
use of these two facts and of (ii), (12), (13) we find that the expected 
value of the fourth moment is 

n 

(14) «-•* {n — i) («* — 3 « + 3) S (a, — 4 a< a< + 6 . 4 < aj — 3 aj) + 


2 (^. -a*)*! + 


+ 3 M--‘( 2 « — 3 ) 2 {Ai — a]) 

n 

+ 4 «- 3 {fit — 3 « + 3) S (a< — 3 i4,- a* + 2 a?) (a< — a) + 

i = X 
n 

4 - 6 «- * (« — 2 ) 2 {Ai — a*) (a< — a)* + 

» — I 

4-6«-3 2 {Ai — aj) 2 (a< — a)*+«-' 2 (a< — a)*. 


4. Application to the Lexis theory. — Tet us now multiply (7) and 

(14) by n and then replace such expressions as »-*(«'+ Ci . 

+ Ck) by unity when k = I and by zero when k> 1 .* We are then 
led to the approximate equations 

(15) £'2(y< —y) 3 =: 2 [(a, —3/4,a<+2a?)+ 

< 

+ 3 {Ai — a?) (a< — a) + {at — a)*] . 


* H. If. Rietz has avoided this approximation in considering the variance 
of observations. {On the Lexis theory and the analysis of variance « Bulletin of 
the American Mathematical Society », vol. 38 (1932), pp. 731-735). It is suffi¬ 
cient, however, for the purposes of the present paper to use this approximation. 
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(16 ) jES (y< —y)+ = S —4o« + 6^<aJ —3aJ) + 

+ 4 (am — 3 /!<«,•+ 2 a]) (fl,- — a) + 6 (Ai — aj) (a< — a)* + (a, — a)«j_ 

To show how these equations may be applied to the l^xis theory, 
let us suppose that we have N sets, each of s observations: 

5 

(17) f • • • * Xis I S Xi j Xr 

j »= X 

s 

Xai I , . . . , X^s I A^a / = ^a 

; = I 


^iVx * ^iVa 1 • • • »J ^ 

I = I 

IvCt us suppose further that the probability associated with x^j 
is pij , this being the chance that Xi j takes the value i, while in the 
opposite case it takes the value 0. Then * 

(18) E {xi j) = Pi j , E [x% j pi ;)* = pij p\^ 

E [Xi j pi ;)3 == pi j Zp\i P\ j 

E [Xi^ — pijY pii~ 4 Pij + ^Pif — 3 Pir 
Now let 

s N N 

(19) 2 Pij^spi , 1: pi^Np , I, Xi^Nx. 

/—X *=x »=x 


From (19), E (xi) = s pi, and since Xi — s pi ~ Sy {Xi y — pi j), 
it follows that 

la 


(20) 


E {x, — s Pi)* = E 


S [xi j pi j) 


t = a 


— -E S {Xi y pi jY — E [pi j Pi y) 
y«»I y =» X 


(21) 


E [xi — s piY = E 


2 [xi j Pi j) 


E 2 (xii-Pi^Y= 2 (pif- 3 Ph + ^Ph) • 

y-x y-x 


♦ Cf. T. C. Fry, Probability and its Engineering Uses, p. 471. 
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This last expression corresponds to ou — 3 + 2 a? in (15). 


< — s p,)* = £■ f S {Xii — pi i) 

L/-1 


( 22 ) E {x, 


= £ S {Xi i — pi ,)♦ + 3 £ S {Xi j — pi ,Y {xi H — pi hY = 

/“I /±* 

= S (^. 7 —4/>*/+6/.?, —3/>?/)+3 S {pii — pU{h<>—Pik) 

/ - I / ± * 

corresponding to — 4 a* Ui + 6 Ai — 3 in (16). 

By (15) and (16), we get, respectively, 


(23) 


N N r s 

E S {xi — x)^== S S 


ipii — 3 A-/ + 2 ^1,-) + 


+ 3 s (pi i — PI) (pi — p)+s^ (pi — PY 


( 24 ) E 2 (a;.- — ^)^ = S j S (/>,• , — 4 Ph- +- 6 />?,- — 3 Ptf) + 


• — X / *= 1 

+ 3 S (pii — Ph)(Pi'i — Pik) + 
>'±* 


+ S 

»• -1 L 


1^4 s (/>< i — 3 + 2 PI,) (pi — p) + 

+ 6 s> (Pi ,• — (A - PY + (Pi — />)^11. 


To reduce the right sides of these equations to the desired form 
we need the following formulas, which are not very difficult to derive : 


(25) 


2 pi 1 — s pi , S Plj — 5 ^* + 2 {pi f piY 


1 -1 


*1 

/-I /-I 

5 S 


2 Ph-sp^, + 3 pi S (Pii — Pir+ 2 [p^i — PiY 

/-X ;-x /-X 

s PU-^Pt+^P" S (A; —A)*+4/>i S —A) + 

/-X /-I /-X 

+ 2 [pii — piY 

/-X 

2 PijPii,z=. s(s — i)p]— S (Pif — piY 

/ ± * J » X 
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S P*nPih-=s{s — i) p»f +{s^3)pi S (Pa — pi)* — 

/±* /-I 

- i {pii — pi )^ 

S = +2(s —3)^i S ^Pii—piY — 

i±>> /-I 


— 4 S (/>< i - + S (/>. < - — S y - 

/-X L/“I /-X 


Substituting these values in (23) we find 

N N i 

(26) E S (xi — x) 3 = S js/>< — Zsp\+2sp\ + ^s*p*i{pi — p) — 
~3s*Pi{Pi — P) + sHPi — p)^ — 3[{q — p) +{s — 2 ){pi — p)] 


s (p^f — p,)^ + 2 s {Pif—pi)^\ 

i-t f-i 


in which 5' = i — p . 

A further reduction may be effected by means of the relations 
(27) S pi==Np, 2 p*^Np* + S (/>. — ^)* 

i=»i »—i 

S A^=iV/> 3 + 3 ^ S (/>< — />)*+ S (•/>. — />)» 

»«-X »— X ♦-*! 

AT N N N 

S pt = Np*+ 6 p* S (/•, — />)»+4— +S (/)<—/>)-•. 

♦ -■X »=»X **■! »—I 

Using (27), we can readily reduce (26) to the following form: 


(28I E S {xi — x) 3 ^N$pq{q — ^)+3s(s — i) (9 — P) S {pi — p)* 

X i-x 

4-S (s —I) (s —2) S (^• —^)3 —3 (? — />) S {pa—pi)* 
— 3 (s — 2) 2 {pi — p) 2 {pH — Pi)*+2 2 {p,t — Pi)*- 

*»X /-I ♦-X,/«X 
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Returning now to (24). into which we substitute (25), we get 

N N ' 

(29) E 'E (Xi — xV=:= E jsA'+[—4s+3s(s —!)]/>» + 


+ [6 s — 6 s{s — i)] /)? + [— 3 s + 3 s (s — i)] 4- 

+ 4 s« (Pi — p) Pi — 12 s* (Pi — p) p\ + 8 s» (pi — p) p\ + 

+ 6 sJ (pi — pY (pi — /)’) + s4 (p^ — pY 4. 

+ [ 4 + — i8/>? — 3 — 6(s — 3) pi +6(s — 3)/)? — 

—i2s(Pi—p) -(- 2 isPi{pi—p)— 6 s^(Pi—pY] i (Pa—piY + 

I 


+ [12 — 24 /.< + 8 s (Pi—p)] S (Pa—piY — 6 E (Pa — 



piY + 


Making use of (27), we can reduce the foregoing to 

N 

(30) E S (xi — xY = N[spq(i — 6 /) y) + 3 s* p* q’] + 

♦ — I 

N 

+ S(s —1)[7+6(s —6)/)y] s (P^-PYY- 

• =■ I 

JV 

+ 6 s (s — i) (s — 2) (9 — /)) S (Pi — PY + 

» = I 

N 

+ s(s —i) (s —2) (s —3) s (pi — pY — 

i = I 

— [7 + 6 (s — (>)pq] S (pii — piY — 

« —I.; —X 

— 6(s —2) S [■^{q — p)(pi — p)^ 

+ {s — 2 i)(Pi-pY] s (pi^-piY+ . 

+ i2(y —S (Pa —piY-Y 

i-x.i-l 

+ 8 (s — 3) S (Pi — P) i (Pa — /)<)s_ 

/ “• I I — I 

— 6 s {/></ —+3 s f s —A)*l*. 
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Equations (28) and (30) are our fundamental formulas. Eet 
us see how they reduce for special cases. 

Bernoui<i,i Series. — In a Bernoulli series the probability is 
constant throughout, that is, />. , — /)< = p. Equations (28) and (30), 
after division by N, reduce to 

(31) N-'^E Y. (Xi — xY = spq{q — p) 

» == X 

N 

(32) N-^ E I, {Xi — x)* = spq(i — 6 pq) + ^s*p^q* 

i » X 

which are recognized as the third and fourth moments respectively of 
a Bernoulli series. * 

IvExis SERIES. — Here the probability is constant within a set, 
but varies from set to set : />* ,• = pi^ p. Formulas (28) and (29) 
become 

(33) AT- ‘ E 2 {Xi — xY = spq{q — p) + 

» * X 

3 s (s — i) {q — P) A'- ' 2 — PY + 

» = X 

N 

+ s (s — i) s — 2) N- ^ 2 (/>, — PY 

* ^ 1 
N 

(34) at- « E 2 (X 4 — xY ~ Spq {1 — 6 p q) + ^ s* p^ q* + 

» = X 

+ s (s — i) [7 + 6 (s — 6) /> y] iV- ‘ 2 [pi — pY + 

» = X 

« 

N 

+ 6 s{s — I (s — 2) (q — p) N- ^ 2 (pi — pY + 

» = X 

+ s (s — i) (s — 2j (s — 3) N- * 2 (pi — PY • 

i ~ I 

These are the third and fourth moments of a Lexis series. ♦♦ 
Poisson Series. — In this type of series the probability varies 
within the set, but all sets are comparable: p^jz\zpi = p. We get 
from (28) and (30) 


♦ See Fry, op. cit., p. 471. 

** See Charges Jordan, Statistique Mathdmatique, pp. 113-115. 
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V 

N i 

(35) N-^ E i: {xi — x)i = spq{q — p)— \ 

X 

-3(?—S (A-, —A)*+2 s iPa — fi)^ 

N * * 

(36) N- ‘ £ S (-r< — x)* = s p q (1 — (>pq) + 

» *, I 

^ p^q^ — [7 + 6 (s — 6 pq] S {pii—p,Y + 

X 

+ 12 iq-p) 2 [Pi^-Ph^- 

/ = I 

-6 2 (^..-^.) 4 + 3 [ s 
7-x L/“=x 

which are the formulas for the third and fourth moments of a Pois¬ 
son series. * . 

5. Illustration ** of the fundamental formulas for the third and fourth 
moments, — In order to illustrate the fundamental formulas (7) and 
(14) for the expected values of the third and fourth moments respect¬ 
ively, let us consider the accompanying table of monthly precipitation 
in New York City (Table I). For a given year, is the precipitation 
for the ith month. Thus, for 1900, = 4.18 (January precipita¬ 

tion), ya = 5.16 (February precipitation), and so on. The variable 
in the formulas is the mean precipitation for the ith month for the 
entire period of ten years, the mean square precipitation for the 
ith month, a,- the mean cube, and the mean fourth power. The 
values of these quantities are shown in Table II. Substituting them 
in formula (7), in which n is now of course 12, we find that the expec¬ 
ted value of the third moment of the precipitation for a given year 
is 2.3522976. A similar substitution in (14) yields 31.354688 for 
the expected value of the fourth moment. 

For comparison purposes, let us compute these two moments 
for a specific year, say 1907. The mean value of the precipitation 
for this years is y = 3.69, and we find 

2 {y^ — y )3 = (3.26 — 3.69)3 + . . . 4 - (3-91 —3-69)* = 54-713310 
2 (y< — yY = (3.26 — 3.69)* + .. • + (3-91 — 3-69)* = 412.58839640 

♦ Cf. Jordan, op. cit., pp. 109-110. 

*♦ The investigations of sections 5 and 6 were made possible by as¬ 
sistance from a grant made by the Rockefeller Foundation to Washington 
University for Research in Science. 
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Dividing each of these by 12 we obtain for the third and fourth mo¬ 
ments 4.5594425 and 34.382366 respectively. 


6 . Example of the application to the generalized Lexis theory. — 
As an illustration of the application to the generalized Lexis theory, 
the following sampling experiment was conducted ; Four sets of eight 
trials each were made to obtain a sample. Five hundred such samples 
were obtained. The probability of success varied both from trial to 
trial within a set and from set to set as shown in Table III. 

In the notation of section 4 , ^i, = . 02 , . 04 ,. .. The 

average probabilities for the four sets are respectively 

/), = . 09 , . 25 . /)j = . 28 , />4 = . 38 . 

The general average is p — — (Pi + pi + p3 + p*) ~ ■ 25 , and 

4 

9 = I —/■ = •75- 

The values of s and N are 8 and 4 respectively, and it is found that 


S (Pi —py == 0.0434 , S (Pi —p)3 —0.001872 . 

* - I » “ I 

4 

2 (p. — pY — 0.00094178 , 


S (pij- piY = (. 02 — . oq)* -t- {. 04 — . 09)* -f . . . -f- 

= I 

+ (. 16- . 09)* — 0.0168 , 

8 8 
S (Pa — piY 0-2856 , S (p 3 i — PiY - 0.4336, 

S ^4)^ = 0.3968. 

i -= I 

8 8 

s (pii — piY ^. s {pi i — piY = 0.032640, 

;«i 

8 8 

2 (p3l~ PlY == 0.042240 , S [p,i — p 4 ? = O.IIO4OO , 

/-I 

8 8 

S ^ _ p ^)4 == 0.00006216 , S (p 2 i — pzV == 0.02083656 , 

/-I 

8 8 

s (pH — psY = 0.04042816, s (pH- — PiY = 0.06743936. 

i-t 

Substituting the foregoing values in equations (28) and (30) 
we find 
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3 ♦ 

E S (Xi — x)3 = 3-573696 .EJliXi — x)* = 33.29714176 . 

4 ss X ♦ =* X 


Division by 4 yields 0.893424 and 8.32428544 for the expected values 
of the third and fourth moments respectively. 

In the actual sampling experiment, which was conducted by 
means of Tippett *s numbers, * the number of successes obtained in the 
eight trials from set i was tabulated, similarly the number of suc¬ 
cesses in sets 2, 3, and 4 were tabulated. These four numbers con¬ 
stituted a sample. For example, a typical sample consisted of i 
success in the first set of eight trials, 2 successes in the second set, 4 
in the third, and 5 in the fourth. This sample therefore was composed 
of the numbers i, 2, 4, 5, and the various moments could be computed. 

Since we were chiefly interested in the third and fourth mo¬ 
ments, these moments were computed for all 500 samples and their 
mean values were determined to be 0.1005 and 5.9805625 respectively, 
which may be compared with the theoretical values given above. The 
frequency distributions of these moments are exhibited in Tables IV 
and V. 

TABI.B I. 


Monthly Precipitation in Inches, New York City. * 



X900 

X9OI 

X9O2 

1903 

X904 

1905 

January . . 

4.18 

2 .07 

2.28 

i 

3.44! 

338 

3-93 

February. . 

5.16 

0.86 

5-78 

3 83' 

2.18 

2.79 

March . . . 

3.18 

5.18 

4-32 

365 

3-44 

3.65 

April. . . . 

2.06 

6.82 

3.51 

2.88; 

3-94 

2-45 

May .... 

4.08 

7.01 

1.23 

0 - 33 ; 

I.61 

1.12 

June .... 

3-36 

0.94! 

5*91 

! 7 42 

2.70 

4.18 

1 1 

July. . . . 

4-33 

5 - 4 ij 

3 I 2 j 

[ 3 . 33 i 

4.31I 

6.01; 

! 

August. . . 

2 .bgj 

6.88j 

3*29 

; 5.96 

7.13 

5*23 

September . 

2.36' 

2-33! 

3-59 

2.60 

1 

3.18 


October . . 

4 -i 7 | 

2.2o| 

1 

6.66 

1 ^-55! 

3-21 

i 

2.67 

November . 

4.26I 

i- 3 ij 

1.19 

; 1 

0.90, 

2.62 

1.67 

December. . 

1 

0* 

1.98; 

6.05| 

6.19 

2.81' 

3.87 

1 

; 3-67 


1906 


1 


5 05 o 

3.91,3 

* CooiviDGK, An introduction to mathematical probability, p. 69. 


2.98 

2.57! 

5.58 

5.78! 

4 *671 
1.70 

3-68 

a-sJ 

^• 3 o| 

1.28 

I 

353: 


Z907 I 1908 I X909 
3.84!3.3 

i-52|5-36|4-3i 
3.80 2.1513.19 


3.89; 1.82; 5.93 
I I 
4 -08 9 


3 - 29 ii 

! 

1.18 4 

2 - 48|5 

8.00 I 


10 1.72 

70'3.17 
33' 1-98 

65: 7-94 
60 2.66 


3.82 1.92 0.74 

I I 


• 73 |I -58 
.21;5.00 


* I/. H. C. TiPPET'r, Random Sampling Numbers. 
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Table II. 


Month 

i 


Ai j 

i 

1 

OLi 

a» 

January . . 

I 

3.269 

1 

1 

ir.iooii . 

38.8435949 

139.196824115 

February . 

2 

3436 

14.42000 : 

67.3924510 

334.336897940 

March . . . 

3 

3.814 

15.44608 i 

66.0745912 

296.844512116 

April . . . 

4 

3.908 

17.99144, 

93.5477762 

527.164942004 

May .... 

5 

3.495 

20.54785 

134.8288749 

1032.142427109 

June .... 

6 

3.437 

15.35704 i 

82.3717133 

526.962292323 

July .... 

1 7 

3.721 

I 15.79023 

72.7629637 

355.060233255 

August . . . 

1 ^ 1 

5.093 

29.37^49 

184.4005154 

' 1221.932609866 

September . 

9 1 

3.597 

17.13983 ; 

103.2524895 

1 712.431042707 

October . . 

10 

3.124 

12.37364 

57.7135288 

302.469404132 

November . 

1 

II 

1 

2.061 

6.19429 i 

23.9864181 

! 

104.945005477 

December . 

12 

4.022 

17.82340 1 

88.1333292 

442.393866488 

Total .... 

42.978 

i 

193.560401 

1013.3082462 

1 

I 5995.890057532 


= mean precipitation 
= mean scjuare precipitation 
a, == mean cube precipitation 

= mean fourth power of precipitations. 

Table III. 

Probabilities of Success in 4 Sets of 8 Trials Each, 


Number of Trial. 


j 

i 

I 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 










I. 

.02 

.04 

.06 

.08 

.10 

.12 

.14 

.16 

0 

2. 

i 

.04 

.06 

.10 

1 

.16 

1 i 

.24 1 

•34 

.46 

.60 

13 . 

Jg; 

.02 

.04 

.08 

.14 

•32 1 

.42 

•54 

.68 

4 . 

.16 

.20 

1 

.24 

.28 

•32 

.40 

.56 

.88 
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Tabi^ IV. 


Tabus V. 


Third Moments of Samples, Fourth Moments of Samples, 



Frequency • 

Value 

— 

1 

•f 

-- 

- . _ — . . 

— — 

O 


147 

•09375 

19 

6 

.28125 

30 

29 

•46975 

23 

19 

•65625 

2 


•75 

10 

5 

•84375 

30 

17 

1.40625 

19 

22 

15 

26 

17 

1.96875 

5 

3 

2.25 

8 

6 

2.34375 

I 

4 

2.53125 

I 

I 

3. 

14 

9 

3-28125 

2 

2 

4.21875 


8 

4*5 

I 

7 

6. 


I 

7.03125 

I 

2 

20.25 


I 


♦ The numbers in the column 
headed with a minus sign are 
frequencies corresponding to ne¬ 
gative values of the third moment; 
the numbers in the coliunn headed 
by a plus sign correspond to 
positive values. 


Value 

Frequency 

0 

5 

•0625 

19 

.08203125 

26 

•5 

25 

•76953125 

59 

I. 

8 

1.3125 

15 

2.5625 

38 

2.95703125 

47 

3 64453125 

42 

4.5 

43 

5-0625 

9 

6.64453125 

2 

8. 

12 

8-5 

19 

8.83203125 

41 

11.0625 

24 

11.95703125 

4 

12.3125 

14 

15.51953125 

8 

16. 

I 

19.5625 

9 

20.70703125 

5 

21. 

I 

21.39453125 

8 

22.0625 

I 

24.5 

8 

30.39453125 

3 

42.26953125 

3 

106.3125 

I 







HENRY D. SHEEDON, JR. 


Problems in the Statistical Study of Juvenile 
Delinquency (*) 


I. — Introduction. 

A statistical study of juvenile delinquency should serve three 
purposes: (i) to check the generality of relationships suspected 
from intimate study of case histories and from impressions formed in 
personal contact with delinquents, (2) to uncover previously’’ un¬ 
suspected relationships which may be worth further qualitative 
study, and (3) to develop and evaluate techniques for achieving the 
first two purposes. This third aim must be added because statist¬ 
ical evidence, directly bearing on suspected relationships, is rarely 
available. Hypotheses as to factors in delinquency, as a rule, can 
be checked and discovered only in a round about and devious fashion. 

The present study, making use of records of 6,903 male juvenile 
delinquencies in Cleveland, Ohio, 1928-31 inclusive, seeks to serve 
these three purposes. 

Among the relationships suspected by various writers to be im¬ 
portant, the following have been subjected to a statistical exam¬ 
ination in one form or another in the present Cleveland study: 

1) Other things being equal, is juvenile delinquency a func¬ 
tion of economic status ? 


(i) An appointment as Post-doctorate Research Associate at the Uni¬ 
versity of Wisconsin made this study jKJSsible. The writer wishes to acknow¬ 
ledge his indebtedness to Dr. Samuel A. Stouffer and Dr. Kimball Young 
of tliat institution for valuable suggestions and criticism. The writer is also 
indebted to Dr. Charles E. Gehlke of We.stern Reserve University and to 
Howard Whipple Green of the Cleveland Health Coxmcil for aid in collect¬ 
ing data and to Judge Harry h. Eastman and to M. S. Laird for access to 
the records of the Cuyahoga County Juvenile Court. 
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2) Other things being equal, do children of foreign-bom and 
Negro parentage contribute more than their share of delinquents ? 

3) Other things being equal, are there differences in the 
extent of delinquency among specific nationality groups ? 

4) Other things being equal, is delinquency liigher among 
boys from disorganized families and communities than from well- 
organized families and communities ? 

5) Other things being equal, is delinquency higher among 
boys living close to railroad tracks, industrial zones, ravines, and 
other “ interstitial areas ” ? 

The import of the phrase, “ other things being equalbecomes 
apparent in the following illustration : 

Suppose our impression is that children of Italian immigrants 
are more delinquent than children of Polish immigrants. We wish to 
determine whether or not this difference actually exists. To do this 
it would be necessary to compare the proportion of delinquents in a 
group of cliildren of juvenile court age of Italian parentage witli 
the proportion of delinquents in a similar group of Polish parentage. 
If such a comparison shows a difference, then the further question 
arises as to whether this difference is due to the intrinsic Italian or 
Polish character of the groups compared, or it may be due to dif¬ 
ferences in economic status, family organization, or other factors. 
To answer this question it would be necessary to compare groups of 

(2) These categorical questions, in the interest of clearly defining the 
issues, over-simplify the question of causality. In point of fact there are many 
conflicting points of view and much conflicting evidence on these issues. 
These are adequately summarized in E. H. Sutheri^and’S Criminology, Chap¬ 
ters V-VII. Evidence on most of these qucvstions is presented in W. Hkai^y 
and A. F. BronnER, Delinquents and Criminals — Their Making and Unynak- 
ing in their analysis of extensive series of delinquents, both in Chicago and 
Boston. The theory of particular interest here had its origin at the Uni¬ 
versity of Chicago. Areas of deterioration ” or disorganization within 
the city are postulated. These areas are low in economic status, contain a 
predominantly foreign-born population, possess little or no commimity mo¬ 
rale, and are adjacent to railroad yards and industrial property. The relation 
of these areas to delinquency is described in detail in C. R. Shaw, Delinquency 
Areas, and sketched in general by R. E. Park, Community Organisation 
and Delinquency Chapter V in R. B. Park and E. W. Burgess, The City. 
Personal and social disorganization as related to the immigrant and to 
delinquency is described by W. I. Thomas and F. Znaniecki, in The Polish 
Peasant, Part IV, Section II. The r 61 e of railroad yards and industrial areas 
is emphasized by F. M. Thrasher, in The Gang. 
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Italian and Polish children roughly uniform as to these other factors. 
To answer it exhaustively and completely, comparison should be 
made in all sub-classes of one factor, other factors held constant, and 
then this analysis extended to the remaining factors, each in their 
turn. In short, a complete cross-classification of the original groups 
of Italian and Polish children, with respect to all factors considered 
as causal, is implied. If, in most of the sub-classes, there appears 
to be a higher proportion of delinquents among Italians, and if this 
difference is sufficiently large to occur infrequently by chance, ^3) 
then the conclusion that Italians per se are more delinquent is 
justified. 

The practical difficulty is that while considerable information 
is available for the classification of delinquents according to this 
ideal scheme, similar information is not available for Italian and 
Polish juvenile populations. In the face of this difficulty the census 
tract becomes a useful but imperfect device for control of factors 
considered as causal. As a small geographical area, the census 
tract limits a group of persons. It is possible to describe the 
characteristics of these persons in terms of delinquency and depen¬ 
dency rates, median rentals, percentage of homes owned, and the 
like. 

The census tract as an instrument of this sort suffers from two 
major defects : (i) If used as a unit of comparison, complete homoge¬ 
neity is assumed implicitly, but does not exist within the tract. 

(2) The number of tracts is insufficient for complete cross-clas¬ 
sification. 


(3) The deterrainatiou of whether or not observed differences in propor¬ 
tions or rates of delinquency would happen by chance alone frequently or 
infrequently offers some rather special difficulties which will be given later 
discussion, (see p. 214). 

(4) The question as to how far results are vitiated by this lack of homo¬ 
geneity will be discussed later, (see p. 211-214). 

(5) This would also be true of the ideal scheme outlined. In cross¬ 
classification the number of classes increases in geometric ratio. Thus if 
there were three factors each divided into ten groups the number of classes 
would be 10 X 10 X 10 = 1000. This would mean that if all our cases of 
delinquencies were to be classified there would be on the average less than 
seven delinquencies to a class actually, and a large number of classes without 
frequencies. This effect would come into play earlier in the case of tracts, 
since there were only 184 of them. 
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This latter difiSculty was met in part by the use of partial cor¬ 
relation as a means of controlling factors. The use of this method, 
however, introduces further difficulties: it requires the erection of 
rather elaborate logical superstructure and is valid only when data 
fit this superstructure. Moreover it is easy to lose sight of mean¬ 
ings and to misinterpret findings which become more and more 
involved as the number of variables increases. 

In analysing the Cleveland data, the method of partial corre¬ 
lation was first used. The apparent findings were then examined 
and amplified by an intimate comparison of tracts. 


II. — The data. 

In the Cleveland metropolitan area there were in 1930, 252 
census tracts. These are not political subdivisions but simply the smal¬ 
lest areas for which census summaries exist. This total included 
tracts for the city of Cleveland proper and the four principal suburbs : 
East Cleveland, Cleveland Heights, vShaker Heights, and Eakewood. 
It was found that with one or two exceptions delinquency in 
the suburban cities was negligible, and since figures in some series 
were not available for these cities the study was confined to Cleveland 
proper. This left 201 tracts. Of these one was eliminated, and 
a number were combined to insure a minimum of at least 80 boys 
10-17 years of age in each tract. The combinations were made on 
the basis of contiguity, and an effort was made to combine tracts 
approximately homogeneous with respect to available indexes. 
These combined tracts fall into two groups : tracts in the central 
business district of the city and tracts on the outskirts of the city. 
There were then 184 tracts with which to work. 

Six series were selected for the partial correlation analysis. 
There were male delinquency, 1928-31 ; home ownership, 

(6) Notably IyW-17 — an industrial area high in delinquency and per¬ 
centage of foreign-born, and low in economic status. 

(7) Z-i - population 85 ; families, 23 ; no delinquents nor dependents. 

(8) G-i, G-6 and G-8; G-2 and 0^3 : G-4 ana G-5 ; G-7 and G-9; 
H-i and H-2 ; I-i, I-4, J-i and J-2 ; T-8 and U-7 ; U-5 and U-6 ; W-i 
and W-4; W-.2 and W-5 ; W-7 and W~8; X-2 and X-3 ; X-5 and X-6. 

(9) Male Delinquency Rate, With the aid of the Department of Socio¬ 
logy of Western Reserve University and the Cleveland Health Council, all 
cases oi male delinquency for the five city areas for the years 1928-31 were 
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1930 ; equivalent rental, 1930 ; dependency, 1928; 
unemployment, 1930-31 ; **3) native white of native parentage, 
1930. 


tabulated. The following information was noted : address, offense number, 
family case number, case numbers of co-delinquents, previous offense number, 
offense, race, birthplace of father and mother, and age. Bach offense was 
then allocated to a census tract, and a delinquency rate expressed as the 
annual average of offenses per thousand boys 10-17 years of age in 1930 was 
computed. This rate, when plotted against other variables, tended to produce, 
in some cases, fan-shaped distributions, and in others curvilinear distribu¬ 
tions. It was found that a reasonably linear relationship was obtained by 
plotting the logarithms of the tract rates. A similar examination of the 
relationship among the other indexes indicated that several series behaved 
in a similar fashion; and in consequence, they were converted into logarithms 
for pur|X)ses of correlation analysis. (10-17 male population in H. W. GreEN, 
Population Characteristics by Census Tracts, Cleveland, Ohio, 1930, Table i, 

pp. 73-123). 

(10) Percentage of Hornes Owned, 1930. The basic figures for this series 
come from the 1930 census. The number of families owning homes in which 
they live is expressed as a percentage of the total number of families in the 
given tract. A home is classified as owned “ if it is owned wholly or in 
part by any related member of the family living in the home. A home 
owned by a lodger, however, is coimtcd as rented. ** This percentage 
was used directly in all calculations. (Series in Ibid., p. 60, Table 10, 
pp. 208-214). 

(11) Equivalent Monthly Rental, 1930. This figure is the median of a 
distribution of rented dwellings combined with owned dwellings whose value 
has been equated to rental. The logarithms of this series were used in all 
calculations (Series in Ibid., 6/|). 

(12) Dependency Rate, 1928. Cases know to the Assocaited Charities 
Jewish Social Service Bureau, Mother's Pension, and Red Cross allocated to 
tracts were furnished by Mr. Green. A rate per 1000 families was computed 
for each tract. The logarithms of these rates were used in calculations. 
(Family population of tracts in Ibid., Table 9, pp. 202-207). 

(13) Percentage Unemployment, 1930, 1931. The number of persons 
unemployed in each tract was expressed as a percentage of the number of 
persons reporting themselves gainful workers in each tract, for the two years 
respectively. The two scries were converted into logarithms. The correla¬ 
tion between them was found to be, 80. They were combined into a single 
index, (the average of the logartihms), and appear as such in subsequent 
calculations. (Two series in Ibid., pp. 46-47.) 

(14) Percentage of Native White of Native Parentage, 1930. Persons, native 
white of native white parentage expressed as a percentage of the total popula¬ 
tion of each area. This percentage figure appears in subsequent calculations 
in natural numbers. (Series in Ibid., pp. 30-32,) 

14* 
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III. — Correlation analysis. 


Table I. Intercorrelation of the six selected series, ^*5) 




Delin¬ 

quency 

z 

Homes 

Owned 

2 

Rental 

3 

Depend¬ 

ency 

4 

Unem¬ 

ployment 

5 

Native 

White 

6 

Delinquency . . 

. . I 


—.70 

-.58 

•75 

.69 

—.51 

Homes Owned . 

. . 2 

—.70 


.27 

—•59 

—.46 

.18 

Rental .... 

• • 3 

-.58 

.27 


—•73 

—.81 

.72 

Dependency . . 

. . 4 

.75 

—.59 

—•73 


.82 

—.60 

Unemployment . 

• • 5 

.69 

—.46 

—.81 

.82 


—.71 

Native Wliite . 

. . 6 

—.51 

.18 

.72 

—.60 

—.71 



An examination of Table I indicates that all five independent 
variables show a moderately high relation ship with delinquency, but 
it will be noted that with the exception of home ownership about the 
same degree of relationship exists among themselves. This situation 
suggests that there is a certain element of duplication in these series. 
vSince, as we have noted, it is desirable to keep the number of varia¬ 
bles at a minumum, it was of interest to discover whether any of 
these variables might be eliminated. 

To this end a multiple regression equation predicting delin¬ 
quency from the five independent variables was computed : 

A’. == 1.3343 + (—.934235) (^2) + (—.228746) (A3) + 

(.219.826) (A4) + (.199194) (A5).+ (—.366082) (Ae). 

While none of the variables appear precisely negligible, it seemed 
questionable whether the control gained by the inclusion of all of 
them compensated for the complexity introduced into the analysis. 
The multiple correlation between delinquency and the other five 

(15) It should be noted that these coefficients obtain only for the parti¬ 
cular areas used. In general, it appears that if the size of areas is increased 
(and the number of areas, in consequence, decreased) observed correlations 
tend to increase. The problem here, analogous to that in agricultural expe¬ 
riments, is the determination of an optimum area-size which insures maximum 
stability of indexes, and at the same time, minimum heterogeneity. Ap¬ 
parently this problem can be solved only in an empirical and common-sense 
fashion. Since in agricultural experimentation a much greater degree of 
control is possible, more confidence can be placed in an empirical solution. 
In the present study the smallest available units of area have been used. 
With exceptions, the indexes seem fairly stable; and heterogeneity, although 
by no means eliminated, has been reduced in this respect to the lowest level 
possible in terms of the data. 






variables was found to be .84, which, incidentally, indicates a rather 
high degree of control for this type of study. But it was found that 
the multiple correlation of delinquency with home ownership and 
rental was .80. If the objective, then, is merely to obtain a reason¬ 
ably close fitting prediction ** equation for delinquency, this can 
be done about as readily from a knowledge of rental and home 
ownership as from a knowledge of all five variables. Close predic¬ 
tion '' is not precisely our objective, however; we are concerned 
rather with the importance of each of these factors in delinquenc3^ 
** other things being equal. " Table II presents evidence on this 
point. 


Tabi.K II. Partial correlation coefficients : (Xi) delinquency and {X^ 
home ownership, {X^ X^) rental and unemployment, {X^) depen¬ 
dency, and (Xe) native white. 


ri 2 

—.70 

Kt -35 

.68 

ri 4 

-75 

ri 6 

—•51 

ri2.3 

-.69 

*Ri. 35-2 

.61 

ri 4.2 

•59 

ri 6.2 

-•56 

^ 12.34 

—-52 

*i?i. 35.24 

.29 

>-14-23 

•31 

>-16.23 

—.26 

^12.345 

— -51 

*/ei.35.246 

.16 

>• 14-235 

.22 

n6.234 

—.21 

^12.3456 

—•53 



>-14.2356 

.21 

>-16.2345 

—.18 


From Table II some interesting observations may be made: 

1) The factor of home ownership is quite closely associated 
with juvenile delinquency. Even with four other factors held con¬ 
stant the partial correlation stands at .53. 

2) As compared with what previous less controlled studies of 
delinquency have suggested, the factor of nativity has a surprisingly 
low association, with the other factors held constant. The final 
correlation is —.18, which, however, seems to be significant since a 

(16) ** Prediction ” here is used in the sense of accomiting for a maximum 
amount of delinquency in terms of other variables at the given time of the 
study and has no implications for predicting delinquency in the future. 

(*) Representing the multiple correlation between juvenile delinquency 
and rental and imemployment after holding constant the variable or varia¬ 
bles indicated in the second set of .subscripts. Hereafter in the text a corre¬ 
lation of this type is called a combined partial correlation. The formula 
may be written : 

R 1.35-246 = I — (1 — 13-246) (i — »'* 15-2346) • 

For a discussion of this new measme see SamuEi, A. Stouffer, A Coef¬ 
ficient of combined Partial Correlation « Journal of the American Statistical 
Association », March, 1934. 





208 


negative coefficient of this magnitude would wotild occur by chance 
less than once in 50 times. 

3) Rental, unemployment, and dependency were originally used 
as indexes of economic status. Their ''combined partial'* corre¬ 
lation with juvenile delinquency, with other factors held constant, 

345.26, was found to be .40 (not included in Table II). These 
factors taken together are clearly important. Dependency, howe¬ 
ver, seemed to differ markedly from the other two indexes in 
its relation to juvenile delinquency. The partial correlation between 
delinquency and dependency, all other factors constant, is +.21, 
which, while rather low, could happen (with a positive sign) less than 
once in 100 times by chance. It is evident, then, that even if areas had 
the same economic conditions as measured by rental and unemploy¬ 
ment and also had the same home ownership and nativity, those 
districts wifh more dependency would have more delinquency. 
What is '' dependency, other indexes of economic status constant " 
really measuring ? This question will be discussed subsequently. 
After taking out dependency, the relation between delinquency and 
rental and unemployment is less marked. With all other factors 
constant, the " combined partial" correlation iJ1.35.246 drops to 
.16, which is low, though clearly on the verge of significance. 

It would be expected, then, in considering individual areas in 
Cleveland that, other factors held constant, areas high in home owner¬ 
ship would be low in dehnquency, that areas high in dependency and 
low in other economic indexes would be high in delinquency, and that 
large foreign-bom and Negro elements in the population of a given 
area might, on occasion, be associated with a high delinquency rate. 

IV. — Sbi;^ction and comparison of divergent tracts. 

The preceding partial correlation analysis provides a general 
pattern of delinquency expectation, but it has by no means accounted 
for all delinquency, nor has it defined causal factors except in terms 
of indexes of somewhat ambiguous reference. • A detailed compa¬ 
rison of tracts limits this element of ambiguity and permits the 
examination of hypotheses which cannot be framed in quantitative 
terms. Such comparison in itself, however, is often meaningless 
unless its relationship to the general pattern can be specified. Using 
this general pattern set up by the correlation analysis as a frame of 
reference, a detailed comparison of certain selected tracts was made. 
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The tracts, arrayed with respect to percentage of native whites 
were divided into quartiles. Each of these groups was divided, in 
turn, into fifteen sub-classes defined in terms of an economic index, 
thus creating some sixty categories in which economic status 
and nativity were held relatively constant. Categories in which 
more than four tracts fell were selected for further analysis. The 
tracts in each of the categories were plotted on scatter diagrams 
indicating the relationship between home ownership and dependency. 
The delinquency rate for each tract plotted was then written in. 
If the tracts conformed to the general pattern, those low in home 
ownership would be low in dependency and vice versa, and those low 
in home ownership and liigh in dependency would have high delin¬ 
quency rates, while those low in dependency and high in home 
onership would have low delinquency rates. Tracts which failed 
to conform to this pattern were selected for further scrutiny. Fi¬ 
gure I illustrates this procedure: 

Figurk I. 

Distribution of Tracts with Respect to Dependency and Home Ownership. 



(17) The sum of the deviations of the rental and dependency series from 
their respective means deflated by their respective standard deviations {%.€., 
a standard score ”). 
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In Figure I a group of tracts are presented which are relatively 
uniform with respect to nativity and economic status. As 
far as dependency and home ownership are concerned, these tracts 
conform to the general pattern. There are, however, a number of 
discrepancies in the delinquency rates. H-y and Af-q are roughly 
similar with respect to dependency and home ownership, but there 
is considerable difference in delinquency; /-S, /-5, and A/-9 have 
about the same delinquency rates, but M-q is much higher in depen¬ 
dency and lower in home ownership. These divergent tracts, then, 
are indicated for further study. 

Tliis method of analysis is valuable in that it permits the iso¬ 
lation of tracts which are similar in respect to several factors but 
differ markedly in respect to one factor ; in short, it represents about 
the closest approach possible to a ‘'controlled experimentin this 
type of datSi. 

A number of tracts were selected by this procedure. The 
writer examined them personally, and interviewed social workers, pro¬ 
bation officers, and other persons thought to have an intimate know¬ 
ledge of the areas under consideration in an attempt to explain de¬ 
viations and discrepancies. While the results of this investigation 
were not as productive as had been anticipated, issues of consider¬ 
able interest were raised. 

One of the first additional factors which suggested itself as a 
means of explanation of the failure of this group of tracts to conform 
to the general observed pattern was that of nationality. Wliile it 
was found in those comparisons which involved tracts predominantly 
Negro and predominantly white that the Negro tracts had a higher 
delinquency rate than expected, this was not true in all cases. 
Tracts involving other nationality groups showed no consistent 
differences. Among tracts predominantly Polish, for example, 
some were found with higher and other e with lower delinquency rates 
than would be expected from a knowledge of the five variables used 
in the correlation study. Consideration was also given tracts of 
mixed nationality composition on the assumption that delinquency 
might be augmented as the result of the conflicting mores of the 
several groups. Here again the results were inconclusive. At this 
level of evidence, then, it would seem that with the possible exception 
of Negroes, specific nativity in itself is not a significant factor in 


(i8) Percentage of native white : 13-24 ; economic index —151 to —200. 
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delinquency. It must be recognized that this finding is tentative 
and suggestive rather than conclusive. 

The hypothesis that the “ interstitial area ** (defined in terms of 
railroad property) tends to augment delinquency was then examined 
as a means of explaining the non-conformity of tracts. As in the 
case of nationality, this factor did not seem to explain differences 
in delinquency, at least in this frame of reference. Comparable 
tracts, seemingly equally interstitial in respect to railroads, had 
delinquency rates both higher and lower than expected. Moreover, 
among comparable tracts both interstitial and ‘‘ non-interstitial,'' 
several non-interstitial tracts appeared with liigher delinquency 
rates. 

A comparison of tracts ^-5 and il/-3 led to the consideration 
of a further hypothesis as to factors in delinquency rates. From the 
type of analysis illustrated in Figure I attention was called to dis¬ 
crepancies in these two tracts. They are uniform in respect to rental, 
ixircentage of native white, and unemployment. ^-5, however, 
has a much lower depeiidenc}^ rate and a much liigher percentage 
of home ownership ; moreover, 69 per cent of the population of Q-5 
is Italian, while 81 per cent of the population of il/-3 is Negro ; con¬ 
sequently more delinquency would be expected in il/-3, but actually 
the rates are approximately the same. A probation officer whose 
district includes ^-5 suggested that the rate in Q-5 was higher than 
expected because there were a few large families in the area, the 
boys from which were liabitually delinquent. 


(19) Considering the city as a whole, it is generally true that tracts adja¬ 
cent to railroad and industrial property have the highest delinquency rates; 
but these are also tracts of low rental, low home ownership, low percentage of 
native white, and of high dependency and unemployment. Thus if the in¬ 
terstitial area is to be attributed independent efficiency as a factor in de¬ 
linquency, it must be defined in terms which differentiate interstitial ’* 
tracts from tracts of low economic status in general. A definition in terms 
of railroad property is undoubtedly too narrow but does afford one of the 
few clear-cut bases of differentiation. A satisfactory definition would have 
to grow out of an intimate knowledge of where boys actually gather and their 
migratory habits. The lake front, for example, with its docks, junk piles, 
and other industrial properties, seems an ** interstitial area ” in 'Crasher's 
sense. The fact that boys from many distant parts of the city come to tlie 
lake front in summer vitiates a statistical picture of delinquency in terms 
of continuity of the lake of tracts in which they reside. For a discussion 
of the concept to interstitial areas '* see Thrashbr, The Gang. 
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In order to examine this hypothesis some thirty tracts, with 
a sufficient number of delinquencies to warrant some confidence in 
results, and with high and low delinquency rates, were analysed with 
respect to number of families from which delinquents came and 
number of offenses committed by the same boy during the period 
under consideration. 

This analysis indicated, for the tracts examined, at least, that 
recidivism appeared to be a relatively constant element in offenses. 
It also indicated that while a small proportion of families contribu¬ 
ted a large proportion of offenses [e, g., in (?-5,30 per cent of all fami¬ 
lies contributing offenses contributed 6o per cent of all offenses) this 
was true of most of the tracts examined. 

While the analysis of these thirty tracts failed to produce ade¬ 
quate evidence that a small number of families contributed a large 
proportion bf offenses in tracts in which the delinquency rate was 
highei than expected, it did show rather clearly that the number of 
families contributing delinquents seemed consistently to be a small 
proportion of the total number of families in the tract. These fam¬ 
ilies contributing delinquents, then, could differ quite markedly 
from the rest of the families in the tract and still not appreciably 
affect other indexes for the tract. At the same time, they would have 
a marked effect on the delinquency rate and thus might throw this 
rate out of line with the other indexes. This effect would obviously, 
marked, be most when, in addition to differing from other families, 
the families contributing delinquents were, on the average, larger 
than other families. Tracts in which this situation obtains are cited 
in the following section, which deals specifically with the problem of 
heterogeneity within tracts. 

V. — The problem of heterogeneity. 

It was noted in the introduction that the use of the census 
tract to define groups implied homogeneity, within tracts, and that 
complete homogeneity did not exist. That is if, one is ascribing 

(20) It will be noted that the size of families contributing offenses, which 
is the crucial factor in an analysis of this sort, has been ignored since it was 
unavailable. Average family size for tracts, mirelated to recidivism or to 
specific families contributing delinquencies, shows little correlation with the 
delinquency rate (r = .12). This correlation in terms of boys, rather than 
persons, per family is similar (r = . 13). 
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delinquency to economic status, to a given nationality group, or to 
the presence of apartment houses in a given area, it is tacitly as¬ 
sumed that the juvenile population lives on the average in homes 
of the same rental as the average for the tract, that this juvenile 
population lives in apartment houses to about the same degree as the 
rest of the inhabitants, and that the percentage of a given nation¬ 
ality is closely reflected in the juvenile population. 

Tliis assumption has been subjected to sharp a priori question¬ 
ing : If 50 per cent of the families in an area own homes, does it fol¬ 
low that 50 per cent of the boys live in owned homes ? If, in an 
area, 50 per cent of the inhabitants are Greeks, are boys of Greek 
parentage in the same proportion, or do the 50 per cent Greeks re¬ 
present a community of single males ? On what basis can it be 
assumed, that because the population of an area is 75 per cent Polish 
and the dependency rate is high, that in the area Poles are essentially 
a dependent group ? 

The foregoing analysis of offenses within tracts with respect 
to large families and recidivism indicated that there is empirical 
basis for questions of this sort. Table III presents a group of tracts 
which give further basis for questioning and specific illustration of 
the type of heterogeneity previously discussed. 


Tabt^E III. — Heterogeneous tracts [selected). 


Tract 

Delin¬ 

quency 

Rate 

Depen¬ 

dency 

Rate 

Percentage 

Homes 

Owned 

Equiva¬ 

lent 

Rental 

Percentage 
Unemployment 
1930 1931 

Percentag e 
Native 
White 

G-i-6-8 

46 

102 

2 

42 

16 

25 

47 

M-i 

48 

30 

5 

57 

7 

13 

52 

L-8 

25 

28 

9 

55 

8 

12 

63 

R-g 

19 

8 

13 

63 

3 

6 

61 

5-5 

19 

2 

28 

74 

3 

12 

37 

R -7 

12 

6 

22 

80 

3 

8 

52 

The first four tracts presented in Table 

III have the 

following 


characteristics in common : they have the lowest number of boys 
per family in the city ; they are all hotel, apartment house, or room 
ing house areas, and on scatter diagrams of delinquency with per¬ 
centage of native white and with rental they stand out as possessing 
a too high delinquency rate. 

In the case of G-i, 6, 8, and M-i the explanation of this rate 
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is clear: Most of their population is a hotel and apartment house 
population, relatively prosperous and predominantly native white 
but in the main childless. M-i is adjacent to a Negro area and 
G-i, 6, 8 to foreign-bom areas; the population of these adjacent 
areas has infiltrated into the tracts under consideration, introducing 
a minority which differs radically from the populations of the tracts 
as a whole. This element contributes the delinquencies. In M-i 
21 out of 25 offenses were contributed by Negro or foreign-bom fam¬ 
ilies and in G-i,6,8, 13 out of 15,offenses were contributed by the 
same element. 

In contrast, L-8 and jR-9, while generally similar to the preced¬ 
ing tracts, are not adjacent to Negro or foreign-bom areas, nor do 
these elements appear among their delinquencies. In consequence, 
if a heterogeneous element contributing delinquencies exists, there 
are no data' available with which to specify such an element. 

In tracts S-5 and R-y the delinquency rate is high with respect 
to percentage of native white. S-5, a high-class residential area, 
contains apartment houses whose rentals are among the highest 
in the city, but it also has a fringe of two-family houses. R-y con¬ 
tains a central core of fine residences and a periphery of apartment 
and two-family houses of much lower rental. The high-class resident¬ 
ial areas contribute the rental figure and the remaining sections the 
delinquents. 

In summary then, in has been noted that the use of census 
tracts as units assumed internal homogeneity, that this assumption 
might be readily questioned, that an examination of some thirty 
tracts in respect to proportion of families contributing delinquents 
provided empirical grounds for such question, and that certain tracts 
failed to behave as expected as a result of heterogeneity. The ser¬ 
iousness of this difficulty depends on the investigator's objective. 
If his aim is a precise and exhaustive mathematical analysis of fac- 


(21) Kmphasis should be placed, not on nativity alone, as the explanatory 
factor, but rather 011 its probable association with lovv economic status, low 
home ownership, and the like. 

(22) In the case of S-5 the two-family element can again be defined in 
terms of nationality. The section in question is inhabited largely by Hun¬ 
garians. Of the 14 offenses in the tract 12 were contributed by families of 
foreign origin, and 7 of these 12 by families of Hungarian origin. In the 
case of however, 5 of the 6 delinquencies came from native white 
families. 
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tors in delinquency, heterogeneity within tracts would seem to prove 
a serious, if not insurmotmtable, obstacle. If, on the contrary, this 
aim is a rough evaluation of alleged causal factors in terms of mass 
phenomena, and the development of a frame of reference for detailed 
case and community studies, heterogeneity is by no means so serious 
a difficulty. The correlations observed among the various series, 
although they could scarcely be invested with ultimate significance, 
were sufficiently high to indicate that, in a measure, in areas where a 
large number of homes were owned, the number of delinquencies was 
small, and in areas where the equivalent rental was the low, number 
of delinquencies was large. It seems probable also that there exists 
a good deal of overlapping, that is, that a fair share of non-delin¬ 
quents live in owned homes and that delinquents come from homes 
whose rental is no higher than that of other homes in the tract. 

If attention is focused on specific tracts, heterogeneity becomes a 
greater hazard, but the detaile consideration of these tracts usually 
leads to the discovery of heterogeneity, and thus it can be taken into 
account. Moreover, its discovery in the specific instance often 
opens the way to refinement of indexes and thus makes possible the 
reduction of heterogeneity in the general study. In short, hetero¬ 
geneity very probably prevents the reduction of factors in delin¬ 
quency to a mathematical formula. It does not, however, prevent 
productive study of these factors by the use of census tracts. 

VI. — Problem of significant differences in delinquency rates. 

It was indicated in the introduction that an ideal scheme for 
testing hypotheses as to factors in delinquency involved some de¬ 
monstration that observed differences were sufficiently great to 
happen infrequently by chance alone. The fact that sub-classifica¬ 
tion reduces the number of frequencies in any category makes some 
demonstration of this sort imperative. This is particularly true of 
offenses; the reader has probably noted in the discussion of hetero¬ 
geneity that, m the tracts selected, the highest number of offenses 


(23) Another view might be taken of this matter : namely, that home 
ownership or dependency, in addition to indicating the immediate home 
environment of boys of juvenile court age are also imperfect indexes of a 
local cultural or psychological milieu, which is the crucial factor in delinquency. 
In this case the question of heterogeneity becomes unimportant except in 
cases where the ^act encompasses several distinct t3rpes of communities. 
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was 25 and asked the question whether the alleged " highness 
of the delinquency rates had any meaning, or was merely a chance 
highness. 

Unfortunately, such a demonstration seems impossible in terms 
of present data and present techniques. All error formulae are based 
on the assumption of independent events. This implies for delin¬ 
quency that in a given category each offense occurs independently 
of every other offense. Obviously this condition is not met, since a 
given offense is related to and conditioned by previous offenses, other 
offenders in the family, and associates in group offenses. This dif¬ 
ficulty could be overcome only partially by making comparisons in 
terms of single offenders. In the correlation analysis, however, enough 
variables are held constant to give one some confidence in consider¬ 
ing the residuals from the multiple regression plane sufficiently 
independent to provide a basis for estimating chance errors of regres¬ 
sion coefficients. Likewise the computation of the chance error of 
the partial correlation coefficients seems to be defensible. 

VII. — Consideration of indexes. 

In this section are considered certain findings relevant to an 
evaluation of some of the series used in the partial correlation study. 

Delinquency. The anal^^sis of selected tracts with respect to 
family size and recidivism certainly raised the question as to what 
constitutes the most adequate index of delinquency. A rate of 
families contributing delinquents per 1,000 families proved to be 
impractical. The logical rate would seem to be, of course, that 
of dehnquents per 1,000 boys (rather than dehnquencies per 1,000 
boys) ; on the other hand, if one is interested in the total problem of 
delinquency, recidivists are as important as first offenders. 

The examination of these selected tracts, however, seemed to 
indicate that it made little difference whether rates were computed 
in terms of boys or offenses. That is, in tracts where the number 
of offenses was fairly large a relatively constant ratio seemed to ob¬ 
tain between boys and offenses. This stability, from another angle. 


(24) It was found that this rate was determined more by the number 
of one-and two-member families than by the number of families contribut¬ 
ing delinquents. If the one-and two-person families were ruled out, there 
still remained the problem of making adjustment for the differential size of 
the remaining families. 
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was indicated further by a consideration of the relationships obtain¬ 
ing among rates computed from total offenses, offenses against 
property, and group offenses. The correlation coefficients among 
these rates were found to be .90 or higher. The correlation between 
rates based on the 1928-29 and 1930-31 delinquencies respectively 
was found to be .86, which gives added confidence as to the stability 
of the delinquency series. 

Home Ownership. This series was defined in terms of the per¬ 
centage of families owning their own homes in a given area. If, 
however, an area contains only two-family houses the maximum 
percentage of ownership would be 50 ; if an area contained only four- 
family apartments this maximum would drop to 25 per cent. It 
might reasonably be supposed that the renters in two-family areas 
are essentially of the same character as the owner in these areas and 
thus the original series under-estimates home ownership. In view 
of this supposition another index was obtained, home ownership per 
100 dwellings, Since, is this index, a dwelling is defined as a 
building, 100 per cent ownership is poSvSible in all areas, and the dif¬ 
ficulty in two-family areas in corrected. This second index was 
correlated with other variables used in the partial correlation analysis 
with the following results : 


Percentage Homes 
Owned .... 
Homes Owned per 
100 Dwellings . 


Delia- Percentage Equiva- 
quency Homes lent 
Rate Owned Rental 


-.70 .27 


—.68 .85 .28 


Depen¬ 

Percentage 

Percentage 

dency 

Un- 

Native 

Rate 

emplo>’ment 

White 

—59 

—.46 

.18 

—.62 

—50 

.10 


It wotild seem, then, that nothing was to be gained statistically 
by defining home ownership in different terms. 

Percentage of Native White, It will be noted that in the use of 
this series the assumption is that the percentage of native white of 
native parentage tends to reduce delinquency, while percentage of 
foreign or Negro parentage tends to increase delinquency. Among 


(25) H. W. Green, Real Property Inventory of the Cleveland Metropolitan 
Districts, p. 7. 

(26) Also in other areas. However, in apartment-house and slum areas 
it is the apartment or slum character of the area rather than the proportion 
of resident owners which is important. 
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the foreign-bom group, however, are included native white of German 
and British parentage. This group, culturally nearest akin to the 
native white group, and probably most easily assimilated, might 
well be regarded as an element tending to reduce rather than raise 
delinquency. In view of this theory the percentage was computed 
for each tract. This series was then correlated with the original 
series with the following results : 



Delin¬ 

Percentage 

Kquiva- 

Depen¬ 

Percentage 

Percentage 


quency 

Homes 

lent 

dency 

Un¬ 

Native 


Rate 

Owned 

Rental 

Rate 

employment 

White 

Percentage Nat¬ 
ive White of 
Native Par¬ 







entage . . . 
Percenage Nat- 
tive, British, 
and German 

—•51 

.18 

.72 

-.60 

—•71 


Parentage . . 

—•57 

.24 

.70 

—63 

—.70 

•97 


Here again a refinement of tlie native white series on adequate 
a priori grounds failed to produce a substantial change in the rela- 
tionsliip of this index to the other indexes considered in the study. 

Dependency. Another dependency series for the year 1931 was 
obtained after the correlation study had been completed ; therefore 
it was not used in the original computations. It has, however, been 
correlated with the original series: 



Delin¬ 

quency 

Rate 

Percentage 

Homes 

Owned 

15 <iuiva- 

lent 

Rental 

Depen¬ 
dency 
Rate 1928 

Percentage 

Un¬ 

employment 

Percentage 

Native 

White 

Dependency 1928 

•75 

—59 

—73 


.82 

—.60 

Dependency 1931 

•77 

—56 

—77 

.90 

.86 

-.64 


These correlations seem to indicate a rather consistent behavior 
on the part of dependency both in a period of prosperity and in one 
of depression and thus permit added confidence in the dependency. 

A comparison of predominantly Jewish tracts with non-Jewish 
tracts of similar economic status in terms of rental and unemploy¬ 
ment revealed disproportionately high rates of dependency in the 
Jewish tracts. Informants and available figures failed to give ade¬ 
quate explanation of this discrepancy, but the general impression 
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seemed to be that the differences observed reflected differences be¬ 
tween the administrative and recording policies of the Jewish Social 
Service Bureau and the Associated Charities rather than actual 
differences in dependency. 

Equivalent Rental. A comparison of tracts predominantly Negro 
in population with non-Negro tracts of similar character seemed to 
indicate that Negroes paid higher rental than whites. The evidence 
for this supposition lay in the fact that while rental in the Negro 
tracts was generally higher than the rental in the white tracts, at 
the same time, contrary to expectation, dependency and unemploy¬ 
ment were also higher in the Negro tracts. This inflation of rental 
was also found to be true of certain rooming-house and apartment 
areas. 

This examination of series points to two conclusions; (i) that 
in a general description in terms of the correlation of indexes, these 
indexes show a surprising stability, if not inertia ; (2) that, while 
these indexes appear stable when considered in toio, when attention 
is focused on a given index of a specific area, it is necessary to deter¬ 
mine precisel}' the character of that index before using it as a basis 
for generalization. 

Working Concepts vs. 

Theoretical Concepts. One of the chief difficulties in a study 
of this sort is that of bridging the gap between theoretical concepts 
and the index or working concepts necessarj- for statistical pur¬ 
poses. The three factors considered in the correlation analysis 
have been economic status, nativity, and community and family 
disorganization. The relationship between economic status and 
rental, dependency, and unemployment is sufficiently clear to 
obviate further discussion, likewise, nativity, while it has impli¬ 
cations for disorganization, is a theoretical issue in its own right. 

While adequate definitions of family and community disorgan¬ 
ization as theoretical concepts are possible only in terms of elaborate 
and extended dialectic, their general sense may be indicated briefly. 
A disorganized family may be considered as a family which has not 
made adequate adjustment to its social environment. In a disorga¬ 
nized area the behavior of individuals is not regulated by social con¬ 
trols proceeding from a single integrated pattern of mores, attitudes, 
and values. Here own standardes not in harmony with that of the 
larger community. That is, communitj' disorganization implies 
either the absence of such a pattern, the existence of competing 



220 


and conflicting patterns, or a single pattern which does not conform 
to that of the larger community. 

Obviously these definitions do not lend themselves readily to 
statistical analysis. It becomes necessary then to turn to indexes 
which appear to reflect the central psychological and sociological 
core of disorganization. That is, for a working concept one is reduced 
to symptoms of disorganization which can be expressed quantitati¬ 
vely. In terms of a working concept a disorganized family is charac¬ 
terized by dependency, parental conflict, desertion, drunkenness, 
immorality and the like. A disorganized area is an area of high 
dependency, unemployment, density, percentage of foreign-born 
and Negro, and mobility ; of low economic status and home owner¬ 
ship, of decreasing population ; and an area usually adjacent to rail¬ 
road, industrial, or business property. 

For the purposes of this study two series were selected as a basis 
for a working concept of disorganization : home ownership and depen¬ 
dency. Home ownership was selected on the ground that families 
able and desiring to own homes were better able to manage their 
children, and on the ground that communities in which homes were 
owned possessed a more stable community morale. Dependency 
was thought to have similar implications in addition to its obvious 
relation to economic status. 

VIII. — CONCI.USIONS AS TO DEUNQUENCY. 

I. The three series (rental, unemployment, and dependency) 
taken as indicative of economic status considered separately, other 
factors held constant, showed no very dose relationship to delin¬ 
quency. This result was to be expected, since they were so highly 
corrdated among themselves. When these factors, however, were 
combined in a " combined partial" correlation, with home ownership 

(27) This list, of course, represents a catalogue of traits which have been 
attributed to the disorganized area by various writers. Actually it would 
be extremely difficult to discover any great number of tracts which fitted 
the definition on all counts. 

(28) Other series might have been used. An adequate index of broken 
homes, if available, might have been valuable, although it appears that de¬ 
pendency covers much the same ground. Other indexes such as population 
increase or decrease and density were discarded since their bearing on disorgan¬ 
ization seemed less direct than the above series, and scatter diagrams showed 
them to behave in approximately the same fashion as the series used. 
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and percentage of native white held constant, the coefficient became 
.40. This would indicate economic status as a significant and impor¬ 
tant factor in delinquency. 

2. The series used as indexes of family and social disorgani¬ 
zation in both cases showed a significant relationship with delinquen¬ 
cy. The partial correlation between delinquency and home ownership 
was — .53 and that between dependency and delinquency was .21. 
This latter coefficient, while not so strikingly large as the former, is 
significant. A combined partial " correlation between delinquency^ 
and home ownership, other factors held constant, would seem to 
indicate the total effect of disorganization on delinquency, that is, 
the effect of home ownership plus that part of dependency which ap¬ 
pears to be non-economic. The value of this coefficient was found 
to be .66. ^ 3 ®^ Thus it would appear on the basis of this correlation 
analysis that social disorganization is the most important single fac¬ 
tor in delinquency. Tliis finding more than any other partakes of 
the nature of a genuine positive contribution. 

3. The partial correlation of percentage of native white with 
delinquency was found to be —.18, which is significant but lower 
than might be expected from the evidence on this question which 
has grown out of case studies. 

4. A series of exploratory forays made by the comparison of 
tracts wliich did not conform to the general pattern of expectation 
failed to produce any evidence that such factors as nationality, 
interstitial areas, size of family, or recidivism were efficient. This 
analysis, however, did not demonstrate that these factors were 
irrelevant. In short, the evidence on these issues was inconclusive. 

IX. — Conclusions as to methodology. 

I. Correlation analysis is an effective tool for constructing a 
general pattern of delinquency expectation. Such a frame of refe¬ 
rence is almost imperative if the results of detailed case and historical 
studies are to be genuinely significant and meaningful. A general 

(29) Dependency seems to involve an element not strictly economic. 
By holding home ownership constant in obtaining the correlation of .40 it 
is thought that allowance is made for the non-economic element in depen¬ 
dency. (See p. 207). 

Again by holding economic factors constant it was thought that 
that part of dependency with economic implications was held constant. 
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description of this sort serves as a point of reference both for selecting 
problems for detailed study and checking and evaluating the results 
of such study. 

2. Correlation analysis has definite limitations: [a) Since it is 
based on units of area, general and final significance cannot be attri¬ 
buted to coefficients computed; (b) since it describes the situation 

on the average,significant detail is always obscured ; (c) since it 
is necessary to isolate the independent causal efficiencies of factors 
considered, partial correlation is essential. Successful and clear- 
cut interpretation of partial correlation becomes increasingly difficult 
as the number of variables is increased. 

3. Within these limitations this study has indicated a reason¬ 
able basis for a considerable confidence in the results of such analysis. 
The multiple correlation between delinquency and the independent 
variables considered was found to be .84. As noted, this figure indi¬ 
cates a rather high degree of control for data of the type used. The 
correlation between the delinquency rates for 1928-29 and 1930-31 
was found to be .86 and that between the dependency rates for 1928 
and 1931 was found to be .90. These coefficients indicate a supris¬ 
ing stability in the two indexes wliich on a priori grounds seem sus¬ 
ceptible to the greatest fluctuations. vStability is also reflected in 
the high relationsliips observed among delinquency rates whether 
based on total offenses, offences against property, or group offenses, 
and in the similarity of behavior, with respect to all variables, of two 
somewhat different indexes of home ownership and of a similar pair 
of indexes of nativity. 

4. The method illustrated in Figure i is valuable in selecting 
divergent tracts wliich in turn indicate problems for intensive study, 
heterogeneity, and defective indexes. 

5. The presence of heterogeneity and defective indexes seems 
inevitable. This situation imposes a serious limitation on any com¬ 
plete large scale statistical analysis of urban communities. It also 
means that in a detailed comparison of tracts account must be taken 
of these factors before the comparison can be used as evidence 
bearing on any given hypothesis. 

6. In the comparison of groups defined in term of tracts or 
otherwise, it is extremely important to specify the rdle of chance in 
observed differences. With respect to delinquency such a procedure 
requires either special techniques or special types of data, neither 
of which are at the present time available. 
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7- The chief methodological contribution of this study is the 
development of a method by which [a) a general pattern of delin¬ 
quency for an entire city is described ; {b) tracts which do not conform 
to this pattern are isolated; (c) heterogeneity and defective indexes 
may be identified and hypotheses may be given preliminary testing. 
The ground is then cleared for intensive historical study of crucial 
areas and case study of delinquents in these areas. The results of 
such a study would be particularly^ valuable, since it would be a study 
of a problem significant in terms of the general pattern, and the re¬ 
sults could be oriented toward that pattern. Moreover, a considerable 
increase in knowledge might be expected from the interaction of these 
two methods. The intimate study would point the way to improve¬ 
ment and refinement of indexes which would make possible greater 
refinement in a general statistical analysis which in turn would specify 
more clearly problems for further intimate study. 


Prof. Corrado Gini, Dirett re respo isabile. 
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ROBERTO MOGNO 


Di un metodo di interpolazione statistica 


SOMMARIO 

Parte prima — i. Considerazioni su Tlnterpolazione — 2. — 3. — 4. — Metodo 
delle sintesi — 5. Pregi del metodo — 6. Applicazione alle ftmzioni para- 
boliche — 7, Esempi — 8. Equivaletiza del metodo a quello del minimi 
quadrat! nel caso delle fimzioni paraboliche. 

Parte seconda — i. Formule per calcolare le sintesi seconde — 2. Formule 
per calcolare le sintesi terze. — 3. Formule per calcolare le sintesi — 
4. Formule per calcolare le sintesi quarte — 5. Esempi pratici di calcolo 
per le sintesi dei valori osservati — 6. Esempi pratici di calcolo per le sin¬ 
tesi dei valori teorici. 


PARTE I. 

Metodo deeee sintesi. 

§ I. — Diremo, col Gini, *) die T interpolazione e quel procedi- 
mento col quale, ad una data successione di dati, die esprimono 
valori, o somme di valori, assunti da una funzione y corrisponden- 
teniente a valori, o classi di valori, assunti da una variabile indi- 
pendente x, si sostituisce una successione di dati piu completa, die 
puo includere i dati della successione originaria, oppure put) sosti- 
tuirli tutti o in parte, con altrettanti dati teorid. 

I procedimenti ai quali piu spesso si ricorre, sono analitici, ed 
in tal caso, ha particolare importanza, la distinzione tra interpolazione 
mateiiiatica, in cui, do6, la formula interpolatrice corrisponde ad una 
curva che passa per gli n punti del piano, e interpolazione statistica, 
in cui la formula interpolatrice corrisponde a una curva che passa 

*) C. Gini. Considerazioni su Vinterpolazione e la perequazione delle serie 
statistiche, iMetron*, Vol. I, N. 3, 1921. 




accanto agli n punti del piano; in quest’ultimo caso, fissato il tipo, 
il grade della funzione e il numero k dei suoi parametri, vi sono molti 
metodi che insegnano a determinarli, in mode che i valori calcolati 
della funzione risultante dall’interpolazione soddisfino a certe condi- 
zioni o a certe altre. Il piu semplice dei metodi di interpolazione 6 
quello delle somme, che soddisfa alia condizione che, raggruppando 
gli n dati osservati in k classi, la somma dei valori die rientrano in 
ciascuna classe, riferita o no a valori contigui, sia uguale alia somma 
dei corrispondenti valori calcolati della funzione. 

Analoga condizione ^ soddisfatta, nel caso che la variabile sia 
continua, dal metodo delle aree. 

Nel presente lavoro, esporremo un metodo di interpolazione sta- 
tistica, prendendo le mosse dal metodo delle aree e delle somme, 
quest’ultimo'nel caso che le somme di cui interessa la coincidenza 
nella distribuzione teorica e nella effettiva, siano riferite a valori 
contigui. 

§ 2 . — Siano dati i valori: 

a, ttg ®n +1 

fydx,jydx,....Jydx i) 

*1 *f| 

rappresentazioni continue delle somme dei valori che una funzione 
statistica y assume in corrispondenza ai valori di x compresi negli n 
intervalli; 

(Ui , flj) , (Ut , flj) , . . . . (fln , Un + i) 2) 

e sia: 

F(x,H,,H^.....Hk).k<n 3 ) 

la funzione interpolatrice scelta. 

La determinazione dei k parametri della 3 ), eseguita col metodo 
delle aree, ci conduce a vari sistemi di valori a seconda del modo col 
quale si suddivide in k intervalli il campo di variabilitk della x, 

Questo fatto, quando non vi sia alcuna ragione di preferenza per 
la scelta di una particolare suddivisione del campo di variability 
deUa x, rappresenta un inconveniente, tanto pih grave, quanto piii 
i dati i) si allontanano da una curva regolare della forma che ha la 3 ). 

Col metodo che qui esporremo, si ha, invece, il vantaggio di otte- 
nere un unico sistema di equazioni che permette di determinare uni- 
vocamente i k parametri della 3 ). 
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§ 3 - — Supponiamo che la riduzione degli n intervalli 2) al nu- 
xnero di k, mediante unioni di intervalli contigui, si possa fare in un 
certo numero h di modi, ed indichiamo con : 



S I , I 

i s a , X ; .. 

. . s* 

con : 

^ I , a 

J s a , a ; . . 

. . SA, 

con : 

; s 1,3 

I s a , 3 ; .. 

. . S A 

con : 

: Si. A 

; s a, * ; .. 

. . S A 


i valori assunti da f y d x nei k inter¬ 
valli relativi al dei modi suddetti, 
i valori assunti da f y d x nei k inter¬ 
valli relativi al 2° dei modi suddetti, 
i valori assunti da f ydx nei k inter¬ 
valli relativi al 30 dei modi suddetti, 
4 ) 

i valori assunti da f ydx nei k inter¬ 
valli relativi aWh^ dei modi suddetti. 


Per la determinazione dei parametri della 3), anziche considerare 
solo i k valori s relativi ad uno di questi h modi, si considerano, invece, 


»= A 

A 

i 


S s I, t 

^ S a . » 

S A , » 


a)*>' 

‘hr 

C) 

5) 


die sintetizzano tutti i valori 4) e che, percio, chiameremo sintesi 
medie degli n valori i) e per brevita indiclieremo con : 

Vx , F, , . . . . y* 6) 

Se indichiamo ora con : 

Yx , Ya , . . . . Y* 7) 


le sintesi medie dei valori interpolati corrispondenti ai valori i), 
bastera porre la sola condizione che le sintesi medie dei valori noti 
siano uguali alle corrispondenti sintesi teoriche, ossia che : 



8 ) 



Parte II». 


^ la somma delle frequenze con le quali i valori i) entrano nelle 5). 
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sistema di k equazioni che determina le k incognite : 

§ 4. —II metodo esposto, si pud owiamente estendere al caso 
che i valori della funzione statistica siano dati in corrispondenza a un 
numero discrete di valori della variabile. 

Basterh adattare al caso considerate il concetto di sintesi k"**, 
e porre una condizione analoga alia 8). 

Supposto infatti che siano : 

yi. ya, Va , • • • ■ y» , I') i valori che la funzione statistica y 
assume in corrispondenza ai punti: 

Xi, Xi, Xj,. . . . Xn , 2') della variabile, intemi rispettivamente 
agli intervalli: 

{(it , da) (da , dj) ; (Hj , dn) , . (dn , dn + t), 

e supposto, come prima, che la riduzione di essi al numero di k , 
eseguita mediante unioni di intervalli contigui, si possa fare in h 
modi diversi, indichiamo con ; 

St, I ; St, t..... Sk, t le somme dei valori che y assume in 

corrispondenza ai punti 2') intemi 
rispettivamente ai k intervalli rela- 
tivi al I® dei suddetti modi; 

con : St ,3 ; s*s*, 2 le analoghe somme relative al secondo 

dei suddetti modi; 


con : St ,k ; S2, k ..... Sk, k le analoghe somme relative all’ A*® dei 

suddetti modi. 

Attribuendo alle s che compaiono nelle 5) del § precedente, que- 
sto nuovo significato, esse si diranno sintesi medie degli n va¬ 
lori 1’). 

Per la determinazione dei parametri basterk porre la condizione 
gik vista tra le sintesi dei valori noti e le sintesi tebriche. 

§ 5. — Questo metodo, oltre al gik accennato pregio della deter¬ 
minazione univoca dei parametri della funzione interpolatrice, ha 
anche quello della semplidtk, perchk le formule date nella Parte IP> 
permettono il rapido calcolo delle sintesi. Ma, il pregio pih notevole, 
che, quando non vi sia rt^one alcuna di suddividere in un certo modo 
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particolare il campo di variability della x, rende il metodo preferibile 
a quello delle aree ed a quello delle somme, 6 di assicurare una migliore 
approssimazione, nella rappresentazione di tutti i dati, di quella che 
generalmente si otterrebbe applicando i metodi accennati. 

Cid y intuitive, dal memento che alia determinaziene dei para- 
metri della 3) centribuisceno i valori s relativi a tutti gli h modi nei 
quali gli n intervalli 2) posseno essere ridotti al numero di k, mediante 
unione di intervalli contigui. 

Ma, a meglio lumeggiare la ragiene di ci6, giova, a questo prepe- 
site, osservare che, quando la funzione interpelatrice scelta si pud 
porre sotto la forma : 

(y) = Ht + HzX HiX^ + . , . . 9) 

e quando, inoltre, i valori della variabile sono in progressione arit- 
metica, si ottengono, con questo metodo, per i paranietri gli stessi va¬ 
lori che si otterrebbero, con calcoli pin complicati, applicando il 
metodo dei minimi quadrati ♦) ; se, invece, i valori della variabile 
non sono in progressione aritmetica, i risultati si avvicinano tanto pin 
a quelli che si otterrebbero col metodo dei minimi quadrati, quanto 
minore e la variability delle diflFerenze prime dei valori della variabile. 

Quest'ultimo risultato ci fa comprendere perch^, almeno quando 
la funzione interpolatrice ^ la 9), e quando, inoltre, il campo di varia¬ 
bility della X sia diviso in intervalli uguali, applicando il metodo delle 
sintesi, anzich^ quello delle aree, si ottiene, generalmente, un'appros- 
simazione migliore della curva interpolatrice ai dati osservati. 

Supposti, infatti, abbastanza piccoK ed uguali, gli intervalli in 
cui y suddiviso il campo di variability della x, si puo porre con errore 
trascurabile : 

/ydx= (aa — Ui) yi , 2 10) 

dove y y la funzione statistica considerata, e yx, 3 ^ un valore di y cor- 
rispondente ad un qualunque valore di x interno all’intervallo (ax, aa), 
ad esempio corrispondente al punto che lo bipartisce. 

Eseguire, perci6, Tinterpolazione col metodo delle sintesi, equi- 
vale praticamente, in questo caso, ad applicare il metodo dei minimi 
quadrati all'interpolazione dei valori : 


*) Dimostrazione nella nota, alia fine di questa prima parte, § 8. 
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y*. a i y*, 3 i ys, 4 ; • • • • y»* - x, n, 

che la funzione statistica y assume in corrispondenza ai punti medi 
degli intervalli: 

{dx , , {dz , ^* 3 ) , (^3 > ^ 4 ) » • • • • > ^»») • 

§ 6. — Consideriamo ora il caso che la funzione interpolatrice 
scelta sia la : 

Hi + Hzx + +_ii) 

il sistema 8) ^diventa : 

I Y, = H^+ X^ + Hi Xf + ^4 X?) + . . . . Hk X?-‘) 

y, = ^. + H, X, + Hi Xf + ^4 X(>» + .... Hh x'*-«) 

12) 

Yk = Hr+ H^ X* + Hi Xf + H^Xf + .... Hk X<*-« 


nel quale le : Yi, Yx..... Yk , sono le sintesi medie dei valori 
noti, che si possono calcolare facdmente con le formule 6), 20) 24) 
25) 26) 27) (Parte IP), e nel quale le: 

Xx, Xi..... Xk sono le sintesi k”* medie dei valori della varia- 

bile, 

le : Xj*’, X® ..... X^** sono le sintesi medie dei quadrati dei va¬ 
lori della variabile. 


le : XJ* , Xf Xjf sono le sintesi k"** medie delle potenze 

(A —1)"“ dei valori della variabile. 

Quando gli n valori della x sono i primi n numeri natural!, le 
;sintesi delle potenze dei valori della variabile, si possono esprimere, 
come gia sappiamo (Parte IP), in funzione di t», ed in tal caso, per 
il calcolo delle sintesi teoriche conviene usare le formule 7), 15), 16), 
43). 44). 45 ) [Parte IP]. 

Ad esempio, se la funzione interpolatrice i la retta di equazione : 




y = Hi Ha X , {Hi e Ha yk Q), il sistema che determina i parame- 
tri, applicando le 7) (Parte IP), diventa : 


y, = Ha 


Ya^H, + Ha 


13) 


Dal quale si ottiene ; 


H, = 2 Yi—Ya 
3 {Y. — Yi) 


Ha = 


« + I 


i 4 > 

15) 


De quali ultime due formule, danno per Ht ed Ha gli stessi valori 
che si otterrebbero col metodo dei minimi quadrati. 

Se la funzione interpolatrice k la: 

y = Hi + Hax + H3 x*. applicando le 15) e 16) (P. IP), il sistema 
che determina i parametri diventa : 


Yi== Hi + Ha + 

4 


(„ + ,) («-|) 


10 


H3 


y. = ff. + H. + <!L±iL<?.’l±i) H, 


10 


y. = «. + L!^±i)fl. 


(« + I) 




H 3 


4 10 

dalle quali si ottiene : 

Hi^zYt —3 

(12 n + 14 ) y, —(20 n + 20 ) y* + (8 « + 6 ) Ys 


Ha = 


Hi = 


— (« + i) (n + 2) 

-10 yi + 20 ya —10 yj 

— (« + I) (n + 2 ) 


i6> 

17) 

18 ) 
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Analogamente, se la ftmzione interpolatrice h la ; 

y = Ht ■¥ HtX Hi X* + , applicando le : 

43). 44). 45). (P- II*), si ha ; 


H, = 


^. = 4^.—6y»+4i"3—^^4 19) 

— (6 «» + 18 « + 14) Yt + (14 «* + 37 « + 27) Yt ^ 

20) 


+ 


{n + !)(«+ 2) (w + 3)/5 
— (ii «* + 25 « + 18) Vj + (3 «* + 6 « + 5) Y4 


(« + !)(« + 2) (» + 3)/5 


iy _ ^4” +5) Yi —(ii« +12) y, -f (i 04 t +9) Ya —(3w +2) 1^4 ^ 
^ (n + i) (« + 2) (» + 3)/i5 


H = -y» + 3 l ^^ - 3 ^ 3 + ^ 4 , 

^ (» + !)(«+ 2)'(« + 3)/35 ■ 

Analoghe formule si potrebbero ricavare per la determinazione 
dei parametri di una parabola di ordine qualunque, formule che 
d danno gli stessi valori dei parametri che si otterrebbero con calcoli 
piii laboriosi applicando il metodo dei minimi quadrati. Quando, 
invece, gli n valori della variabile non sono in progressione aritmetica, 
il calcolo delle sintesi teoriche si eseguisce pih agevolmente appli¬ 
cando le formule : 4), 12), 13), 14), 28), 29), 30), 31) (P. II). Termi- 
niamo con qualche interpolazione, eseguita col metodo deUe sintesi, 
alio scopo di metteme in evidenza i vantaggi offerti. 


§ 7. Esempio I. — Nel censimento del 31 Dicembre 1871, sono 
riportati i dati suUa distribuzione per etk della popolazione italiana, 
di anno in anno. 
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Questi dati, riuniti in gruppi quadriennali di etk, sono indicati 
nel seguente prospetto, a partire dal gruppo 27-30. 


Gruppi di ctk 

Ammontare 
dei censiti 
(migliaia) 

Vx 

27-30. 

1 

1765 

U27 

31-35. 

1327 

U31 

35-39. 

1429 

Uii 

39-43. 

1412 

U39 

43-47. 

1162 

U ,3 

47-51. 

1301 

U47 

51-55. 

817 

Vil 

55-59. 

756 

Ui 3 

59-63 . 

834 

Vv > 

63-67 . 

550 

U63 


Supponiamo che la distribuzione per etk della popolazione possa 
«ssere rappresentata bene da una funzione della forma ; 


F {x) = H, + Htx + H3 -t* + 7/4 x 3 . 

AUora, per deterrainare i quattro parametri deUa funzione interpola- 
trice scelta, basterk uguagliare le sintesi quarte dei valori osservati 
Ux, alle corrispondenti sintesi teoriclie. 

Le sintesi quarte delle Ux, gia calculate nel § 5 della P. II® sono : 


318.47 8 

210 


= 1516,5619 ; Yx = 


266.262 

210 


1267,91, 


y,= 


214.218 

210 


1020,09; ^4 — 


15 477 8 

210 


737.04 • 


Fissando, per semplicitk, I’origine all’etk 47, ed assunto il qua- 
driennio ad unitk di misura delle ascisse, i valori teorici corrispon¬ 
denti alle Ux, sono: 


J F (x) d X — Hx —4,5 Hx + 20,33 H3 —92,25 H^ 
-1 
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J F {x)dx = —3,5 + 12,33 — 43.75 

-~4 

f F {x)dx = Hj —2,5 Hi + 6,33 Hi — 16,25 ^4 

— 3 

f F {x)dx = Hj —1.5 Hi + 2,33 Hi — 3,75 H^ 

— 2 

f F {x) d X = Hi —0,5 Hi + 0,33 Hi — 0,25 H4 

— I 

J F {x) d X = Hi + 0,5 Hi = 0,33 Hi + 0,25 H^ 

O 

J F {x) d X = Hi + 1,5 Hi + 2,33 Hi + 3,75 H^ 

X 

f F (x) d X = Hi + 2,5 Hi + 6,33 Hi + 16,25 ^4 
2 

/V (x)dx = Hi + 3,5 Hi + 12,33 Hi + 43,75 H^ 

5 

5 

J F (x) d X =: Hi + 4,5 Hi + 20,33 ^3 + 92.25 H^ . 

4 

I/C sintesi quarte *) di quest! died valori, uguagliate alle corri- 
spondenti sintesi delle Ux, danno il sistema lineare di quattro equa- 
zioni con quattro incognite : 

I Hi —3,3 Hi + 12,73 Hi —51,62 H^ = 1516,56 

j Hi —1,1 Hi + 3,93 Hi — 9,0357 H^ = 1267,91 

j Hi + i,i Hi + 3.93 Hi + 9,0357 H^ = 1020,09 

1 Hi + 3,3 Hi 4 -12,73 Hi + 51,62 H^ = 737,04 

dal quale d ricava : 

Hi = 1151,7 Hi = —101,5 Hi = —1,96 H^ = —1,35 • 

Dall'espressione generate dell'integrale definite della F (z) fra 
* ed a; + A : 


*) § 6 e § 5 Parte II* 
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M+k 

F {x) d X = Hi [{x + h) — x\ H —^ [{x + hy —\ + 

2 




u H 

H-I (^ + —a;*} H- ^-{{x + hy — x^\ , possiamo ora ottenere 

3 4 


il numero delle persone di eta compresa fra a: ed a; + A. 

Eseguendo il calcolo per gU intervalli annual! di eta fra 37 e 
57 anni, otteniamo i valori riportati nella colonna 2) del seguente 
prospetto, nel quale confrontiamo quest! risultati con i dati del cen- 
simento del 1871 e con i risultati che si ottengono applicando il metodo 
delle aree del Cantelli ♦). 


Classl di ttk 

x — {x + X) 

y calcolate 
(Metodo 
delle Sint) 

y 

osservate 

y calc. — y oss. i 
met. Sint. 

A, 

y calcolate i 
(met. delle j 
aree) j 

y calc. — y oss. 
met. aree 

As 

X) 

2) 

3 ) 

4) 

5) 

6 ) 

37-38. 

343 

309 

H- 34 

351 

+ 42 

38-39. 

336 

340 

— 4 

345 

■f 5 

3^40 . 

329 

234 

+ 95 

339 

4 105 

*40-41 . 

323 

634 

— 3 “ 

332 

— 302 

4I--42. 

316 

237 

79 

326 

-f 89 

42-43. 

310 

307 

+ 3 

319 

-J- 12 

43-44 . 

304 

242 

-)- 62 

313 

+ 71 

44-45 . 

297 

274 

+ 23 

306 

-f 32 

*45-46. 

291 

367 

— 76 

300 

— 67 

46-47. 

285 

280 

+ 5 

293 

+ 13 

47-48. 

278 

248 

+ 30 

286 

+ 38 

48-49. 

272 

281 

— 9 

280 

j 

— I 

49-50. 

265 

207 

4 58 

1 273 

-u 66 

*50-51. 

258 

565 

— 307 

i 266 

— 299 

5^-52 . 

251 

198 

-f 53 

259 

f 61 

52-33. 

244 

242 

-f- 2 

251 

-f 9 

53-54 . 

236 

179 

-f 57 

244 

+ 65 

54-55. 

229 

198 

+ 31 

236 

+ 38 

*55-56. 

220 

228 

— 8 

228 

0 

56-57. 

212 

197 

+ 15 

220 

-f 23 




]S|Ax|==I262 


E|A.|=I 338 


•) F, P, CanTEW, SvlVadaitamenio di cmve ad una serie di tnisure 0 
di operazioni, Roma, 1905. 


























Quest’esempio mostra che., anche nel caso che vi sia ragione di 
preferenza per la scelta di una particolare suddivisione nel campo 
di variability della x, applicando il metodo deUe sintesi si ottengono 
dei risultati piil soddisfacenti di quielli ottenuti col metodo delle 
aree. Dalla precedente tabella si constata, infatti, che la somma dei 
valori assoluti degli scostamenti dei valori osservati dai valori cal- 
colati col metodo delle sintesi, h pih piccola della analoga somma che 
si ottiene quando I'interpolazione 6 eseguita col metodo delle aree; 
inoltre, solo in corrispondenza alle eth rotonde, (segnate con I’asteri- 
sco) i I Ai I hanno un valore superiore ai corrispondenti | Aa |, mentre, 
in corrispondenza alle altre sedici class! di etk, succede I’opposto. 
Si ha, cioy, che la serie 2) si awicina di pin a quei dati che si ha ra¬ 
gione di ritenere pin corrispondenti al vero e rappresenta, percio, 
meglio delta serie 5), la distribuzione per eth della popolazione. 

Risultati 'anche migliori di quest!, relativamente a quelli che si 
otterrebbero col metodo delle aree, si otterrebbero applicando il 
nuovo metodo, quando non vi sia ragione di preferenza per una par¬ 
ticolare suddivisione del campo di variability della x. 


Bsbhpio II. —Si consider! la somma del risparmio italiano alia 
fine di ciascun anno, dal 1881 al 1911. 


Anni 

X 

Ammontare 

del 

rispannio 
(mUioni); y 

Anal 

X 

Ammontare 

del 

risparmio 
(milioni); y 

Anni 

X 

Ammontare 

del 

risparmio 
(milioni); y 

Anni 

X 

Ammontare 

del 

risparmio 
(milioni); x 

1881 

979 

1889 

1757 

1897 

2.199 

1905 

3-491 

1882 

1.041 

1890 

1.792 

1898 

2.273 

1906 

3.862 

1883 

1.151 

1891 

1.820 

1899 

2.400 

1907 

4-350 

1884 

1.304 

1892 

1.928 

1900 

2.512 

1908 

4.703 

1885 

1.420 

1893 

1.977 

1901 

2.621 

1909 

5.04J 

1886 

1.602 

1894 

1-975 

1902 

2.790 

1910 

5-369 

1887 

1.662 

1895 

2.072 

1903 

2.990 

I9II 

5-588 

1888 

1.726 

1896 

2.109 

1904 

3-257 

— 

— 


Supposto che I’andamento del fenomeno possa essere rappresen- 
tato con buona approssimazione mediante una funzione della forma : 

y Ht + Hz X + Hi X* + Hi x^ , determiniamone i parame- 
tri con questo nuovo metodo, per mettere in evidenza la semplicitk 
dei calcoli occorrenti. 
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Posto nelle : 19), 20), 21), 22) del § 6 [P. I*], « = 31 , si ha : 


H, = ^Y.—6Y,+4Yj—Y^ 

—6338 Y, + 14.628 Yt —11364 Yi + 3074 ^4 
7180,8 

^ ^ 129 y, —353 y, + 319 Y^ 

’ 2393,6 

H _ -y.+3y»-3ys + y4 

* 1025,8285 


Calcolando le Y col metodo esposto nella Parte II® § 5, 
si ottiene: 


46.622.835 

31-465 


1481,7363 


y 3 


86.152.507 

31-465 


= 2738,0424 


y. 


63.364.623 

31-465 


2013,8129 


127.697.795 

31-465 


= 4058,4075 


Sostituendo questi valori nelle formule precedenti, si ottiene: 
Hi= + 737.83 Ht= + 198,75709 


Hi = —13,3042 ^4 = + 0,39381 

e I’equazione della parabola interpolatrice 6 : 

y == + 737.83 + 198.75709 X —13,3042 Jc* + 0,39381 x 3 , che 6 

-quella stessa che si ottiene, con calcoli molto pin laboriosi, applicando 
il metodo dei minimi quadrati. 


Bsempio III®. — Consideriamo la distribuzione dei redditi delle 
persone fisiche in Sassonia, nell’anno 1908: 


Reddito (ar) in marchi 

Ntunero (y) delle peisone 
con reddito 


8 Ui)eiiore ad x 

2.200 

175.842 

8.300 

22.792 

26.000 

4.822 

54-000 

1-634 

100.000 

572 

250.000 

lOI 

500.000 

17 

1.000.000 

2 




PoicM la relazione tra y ed 6 espressa abbastanza bene da una 
formula del tipo : 

y = Ht x~^* i) a partire da un certo reddito minimo > di zero, 

y 

adottiamo come formula interpolatrice la : y = -- log Hr — 

logy 

y 

— --X (log x) Hz 2) che si ricava dalla i). 

logy 

I valori teorici, corrispondenti agli otto valori dati di y, sono : 


33.524,88 log Hr — 112.054,22 Hz 


5.230,19 log Hr — 
1.309,18 log Hr — 
508.52 log Hr — 
207,44 log /f. — 
50,39 log Hr —■ 
13,82 log Hr — 
6,64 log Hr - 


20.497.53 Hz 

5.779.99 Hz 
2.406,51 Hz 3) 
1.037,20 Hz 
272,00 Hz 

78,75 H* 

39.84 Hz 


uguagliando le sintesi seconde dei valori y, alle sintesi seconde dei va¬ 
lori 3) si ottiene il sistema: 

I 46.674,2333 = 9.179,0730 log Hr —31.654,168 Hz 
( 1.141,5666= 352,8407 log i?, — 1.517,907/fa 

risolvendo il quale, si ottiene: 


log Hr = 10,26771 Hz = 1,5029206 
I^a funzione interpolatrice 6; 

y = (1,8522944) 10™ . X- i.5<»9»o6 ^ dalla quale si ottengono 
i valori y interpolati, corrispondenti ai valori y dati: 


Valori 

interpolati 

Valori osservati 

yr = 

175-515 

175.842 

ya = 

23.857 

22.792 

y3 = 

4.289 

4.822 

y * = 

1.430 

1-634 

yi = 

561 

572 

y« = 

143 

lOI 

y,= 

50 

17 

y» = 

18 

2 


che sono abbastanza prossimi ai valori osservati. 
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§ 8. Nota. — Dimostri 4 mo, ora, che quando la funzione interpolatrice 
y si pud porre sotto la forma: 

{y) = H, + X + H 3 x* + x3 + - (^ ■/: 0) i) 

e quando, inoltre, i valori della variabile sono in progressione arit- 
metica, i parametri H, calcolati col metodo delle sintesi, sono gli 
stessi di quelli ottenuti applicando il metodo dei minimi quadrati. 
Comindamo dal caso dell’interpolazione con una retta: 

y = Hi + Hi X. 2 ) 

Col metodo delle sintesi si ha ; [14) e 15) P. I], 

H,-2Y,-Y, 31 = 3-1 3 ) 

W + I 



Dimostriamo prima che il secondo membro della 3') d uguale al se- 
condo membro della 4'). 

Ricordando le 4) P. II», si ha: 



2 (n —i) y, + 2 (n —2) ya + 2 (n —3) yj + ... 2y«-i ^ 
n (n —1)/2 

— {n—i) yn — (n —2) y» —3 y4 —2 Vt —y^ 

n(n —1)/2 


ossia: 


2 Y, —Yi = 


(2 n —2) yx + (2 n — 5) ya + (2 « —8) ya +- 

n (« —1)/2 

(2 n —3 n + 4) y» - I 4 - (2 » —3 » + i) y« 5) 
n (« —1)/2 



i8 


n secondo membro della 4^) h: 

(2 » + i) y. —3 yi + (2 « 4-1) —3 • 2 y. + (2 M + i) y, 


+ 


« (« —1)/2 

•3-3y5 —■•■•( 2 w + i)y»—3-«y« 

« (« — l)/2 


ossia: 


(2«~2)yi + (2W— 5 )ya + (2«—8)y3 + ■(2.«— 3 W + I)y» 

«(« — 1)/2 


6 ) 


che 6 uguale al 2® membro della 5). 

Dimostriamo ora che il secondo membro della 3") h uguale al 
secondo membro della 4"). 

Infattd, ricordando le 4) [P. II"], si ha : 


(« —i) y» + (« —2) y« - I +-yj 


«+I «+ I j y, 


n (n —1)/2 


+ 


-2)y2— —y*-i 


n (n —1)/2 


ossia, supposto n pari; 


3 (y._y.) = ^j---U-rij 


« + I ' ' ' « + 1 / M (« ~ l)/2 

D’altra parte, il secondo membro della 4") 6 : 

3 («—i)yi + (»t—3)y« + («—5)y3 + •••—(»—3)y— — {»—i)y-‘ 

n + i «(« —1)/2 

ossia, supposto » pari, uguale a: 


7 ) 


2 j(« —i) (y» —y*) + (« —3) (y—.--y») +...(y» y»)) 

«+l( «(«—1)/2 ) 

che 6 r^uale al secondo membro della 7) 


8 ) 


Passiamo ora al caso della parabola di secondo ordine :y = ffi + 
H2X + Hi 3^ e dimostriamo, prima che la 18) [P. P], k uguale alia 9’) 
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di questa Nota. Infatti poich^ : 
6o 


—10 y, = 


n{n — i){n — 2) 


(«—i)(m —2) (n—2)(«—3) 

-- y,-^-y. 


(n—3)(«_4) („_4)(n_5) 4.3 

---y,---y,_..__y._^. 


3.2 2.1 

. y, _ 3- y, _ , 

2 2 


-10 y, = 


60 


’ «(n—i) (n—2) 

(n —4) (n —5) 


( 2.1 3x2 

- 2->'^- 


(n —3) (n —4) 

y, _ 3---y« _ 2 — 


(n — 2) (n — 3) {»—i) (« — 2) 

-y» - I-—-y* 


+ 20 yi = 


60 ^ 

« (« — i) (n — 2) I 


+ 2 . (» —2). I. y, + 2 (« —3). 2 yj + 


+ 2{n —4) . 3 >'4 + • . • +2.3(n — 4)y,_j + 

+ 2.2 . (« —3) y» _ 2 + 2 . I (» —2) y» - 1 1 

sommando membro a merabro, e dividendo poi ambo i membri per 
— (« + !)(«+ 2) si ha : 

_ 60 _ (n—t)(n—i—i) 

* —(n—2) («— i)«. (ft +1) (« + 2) i~i 2 

(t i) (»' 2) 2 I . 


ff. 


60 


— (« —2) (» —l) «(«+!)(«+ 2) 

+ 3 ,„ + i)._<?.±'L<“±i)!.y, 


X S 

» «» I 


— 3 ** + 


9 ) 
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Col metodo dei minimi quadrati, I’espressione di ft : 

6o 




•(« —2) (ft —i) ft (ft + i) (ft + 2) 




3 Cy< *?] + 


H, 


60 


i-n 


ossia: 


—3 *■* + 


90 


— (ft —2) (ft —i) ft (ft + i) (ft + 2) <-i 
(ft “f“ 2) (ft “j“ i) I 

+ 3 (ft + i) t-^-I yi che ft uguale alia 9). 

Dimostriamo ora che la 17), [P. P], ft uguale alia 10') di questa 
Nota. lufatti poichft: 


(12 ft + 14) Yi = 


(12 ft + 14) (ft—i) (ft— 2) yi + 

ft(ft—i)(ft—2)' 

+ (i2ft +14) (ft—2) (ft—3) y, + (i2ft +14) (ft—4) (ft—5) y, + 

+ (12 ft + 14) (ft —4) (ft —5) y4 + ... (12 ft + 14) 2.1. y» _ 

3 


(8 ft+ 6 ) 7 , 


(8 ft + 6). 1.2 . y, + 


— ft (ft —i) (ft —2) 

+ (8 ft + 6). 3 .2 . y* + ... (8 ft + 6) (ft —4) (ft —3) y«-3 + 

+ (8ft +6) (ft—3) (ft —2) y»_i + f8ft +6) (ft —2) (ft —i) y» 


— (20 ft + 20) Yt = 


— (40ft +40) (ft—2) .y. 


-ft (ft —i) (ft —2) I 

— (40ft + 40) (ft —3) . 2y, —(40 ft + 40) (ft —4) . 3 y^ —.... 

— (40 ft + 40) (ft —2) y,.., 

sommando membro a membro e dividendo poi ambo i membri per 
(ft + 2) (ft + i) si ha : 






(12 ft +14) (ft — t) (ft—t— i) — 


(ft +2) (ft + l)ft(ft —l)(ft —2)t-il 

— (8 ft + 6) (♦— i) (t—2) + (40 ft + 40) (ft—i) (t-1) I yi ossia ; 



n 


H2=- 


3 

--—-- S j—6 (I2» + 1 ) (n + 2 ) (« + i) + 

«(«—i) (« —2)»-,/ 

10 ) 


H2 = 


(n + 2) (« 4 -1)«(«— i) {n — 2) 

+ 4 (8 » + ii) (2 n + i) i —6o (« + i) t» 
Col metodo del minimi quadrati si ha invece : 

3 


Vi 


{n + 2){n + i)n (n —i) (n —2) 

+ 4 (8 » + II) (2 « + il [y< xi] — 6o (n + i) [y< x^] 


—6 (2 « 4-1) (n 4 - 2 ) (m 4 -1) [y<] + 
ossia: loO 


<-» i 


H2 


S J —6 (I 2 « 4 - 1 ) (» 4 - 2) (n 4 -1) 4 - 


(n 4 - 2) (ft 4 -1)«(ft —i) (ft —2) i~t I 
4 - 4 (8 ft 4- ii) (2 ft 4-1) t —6o (ft 4-1) t* che 6 uguale alia lo). 


Dimostriamo infine che la i6) [P. P], h uguale alia ii') di questa 
Nota. Infatti, poich6: 

^Y, = - --- ja(« —i) (» — 2 )yi + 3 (» — 2 ) {« — 3 )ya + 

ft (ft —l) (ft —2) f 

+ 3 (« —31 (« — 4 ) ys + 3 (» — 4 ) (« — 5 ) yf +-+ 

+ 3-4-3y»-4 + 3-3-2y«-,4-3-2.i.y*-aj 

y,= 2 .i.y, 4-2.3.y«4-....4-(»-4H« —5)y«-s + 

ft(ft—l) (ft —2) 

+ (♦» —3) («—4) y«-* + (« —3) {« — 2 ) y»-« + (« —I) (ft — 2 ) y, I 


-3 5 '-,- 6 .(»- 2 )y.- 6 (,- 3 ). 2 n- 


— 6(fi—4) •3-y4—-—6(ft—4)3-y«-j 


— 6 (ft —3). 2 y» -, —6 (ft —2) y« _ i 



as 


sommando membro a membro avremo : 

^ H 


H^ = 


n (n —i). (n —2) 

6(n—*)(*—i){y, = 


♦ — H 

s {3 («—*)(»—* + 1) +(»— i) {*■ — 2) 


n(n—i) (ft —2)<_, 
— 12 « * + 3 «* + 3 « + 2 I y<. 

Col metodo dei minimi quadrati si ha invece : 


» —«/ 

S < 10 »■* —61 — 


II) 


ff.= 


ft (ft —i) (ft —2) 

+ b «* + 3 « + 2) [y<I 


10 [yt —6 (2 « + i) [yi Xi] + 
3 




S (lot* —6t — 


ft (n —I) (n —2)<_, 

I2fti + 3 ft* + 3 ft + 2) y< che h identica alia ii). ii') 


Questa stessa dimostrazione si pu6 estendere facilmente al caso 
che la funzione interpolatrice sia una curva parabolica di ordine ft 
con tutti i coeffidenti diversi da zero. 

Se la funzione interpolatrice scelta poi, della forma : 
y" = Hi + Ht X + Hi X* + ..., dove ft ^ un qualunque numero 
reale, le dimostrazioni date per il caso di ft = i, possono estendersi 
al caso di ft qualunque, sostituendo y” ad y nelle espressioni che danno 
le H secondo i due metodi, ed anche in questo caso si trova che i pa- 
rametri determinati con i due metodi sono identid, sempre perd che 
i valori della variabile siano in progressione aritmetica. 

Analoga dimostrazione si pud fare se la funzione interpolatrice 
pud porsi sotto la forma : (y) = Hi + Hj x + H3 + .... 


PARTE II. 


I/E SINTESI. 


§ I. — Data la definizione di sintesi K"*‘ (Parte P § 2) degli ft 
elementi: 

yi, y», yj. — y*. i) 

diamone, ora, I’espressione algebrica in funzione di quegli ele* 
menti i) che le costituiscono. 
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Comindamo dal caso pid semplice di iiC = 2 ; applicando la data 

i»k 
£ Sx # < 

definizione, si ha che il numeratore della: —/- h la somma di 

0 

h ^ n — I valori s, ciofe si ha che : 

<-«l—X 

2 5x < 

*’ _y«+(yt+y.)+(y.+ya+y3)+...(yi+y*+y3+...y,-.) 

1 :) ■ Cl ■ 

e, analogamente, che: 

• -•—I 

S Sa f 

_y« + (y.+y«-i)+(y«+y»-t+yii- 2 ^+...(y™+y»-i+...ya) 

“(”)■“ I:) ^ 


che si possono anche scrivere sotto la forma; 

(« — i) yi + (« —2) yj + .... y« _ I 


y. 


C) 

(« —i) y, + (m —2) y» _ I + ya 

G) 


4) 


Osservando che ; (n —i) + {» —2) + 
tesi seconde ci appaiono come medie ponderate dei valori • 


y., y,.-y» -. 


e rispettivamente dei valori: 

y«, y« -1..y« 


quando siano: 

(« —I) , (» —2). I 

i pesi corrispondenti. 

Se ora si osserva che le 2) e 3) sono le somme delle somme succes- 





sive prime degU » —i dementi: yi.yt, -y* -1 e rispettivamen- 

te degli » —i elmenti: yn,y*-i, -ya, e se indichiamo 

per sempUdtk, queste somme con i aimboli: 

aSy, ,ya,- yn-t ; aSy»,y,-i,-y, 5) 

si ha: 

aSyi.y,,-y,-, ^ _ aSy«,y«_i,- y^ 

Y , = -——- ; Yt -— - ; 6 ) 

C) C) 


formula utili per calcolare le sintesi seconde degli n valori noti. 

Quando,, poi, gli « valori i) sono i prirai n numeri natural!, le 
sintesi seconde assumono la forma semplidssima: 


« + I „ 2 (» + i) 

- Aa = -:- 

3 3 


7 ) 


formula che permettono il calcolo immediate delle sintesi teoriche 
seconde, quando la funzione interpolatrice scelta h la: 

y = Hi +Ha X (Hi e . 


§2. — Passiamo ora al caso di = 3. Avremo : 

<-» 

Jd Si ,< = Cl yi + Ca (yi + ya) + Cs (yi + yi + ys) + • ... 

i-t 

C» - a (yr + ya + .. . . y» - a) 8) 


dove: Ci 6 uguale al numero dei valori s che costituiscono dascuna 
delle sintesi seconde degli n — i element!: ya, yj, yt, .... y» , cio^ : 
Cl = » — 2 , analogamente : Ca ^ uguale al numero dei valori s che 
costituiscono dascuna deUe sintesi seconde degli « —2 element!: 

ys. y» I-y* , do 4 : Ca = « —3 , e cosl via, fino a C« - a che h 

uguale ad i. 

i-h 

Avremo quindi che : 2 Si, ( ^ la somma di 

<-i 


h = [n —2) + {n —3) +-I 


(n —i) (» —2) 



9) 


2 




*5 


valori s, do6: 

^ ( w- !)(»—a) 

a 

S Si,i = (n —2) y, + (n —3) (yi + y,) + 

+ (»—4)(yi +yaH-ya) + (yi +yj +ys + ....y*-!). lo) 

andogamente: 

( _ (»—!)(»—«) 
a 

2 S3,1 = (« —2) y« + (m —3) (y» + y»-1) + 

+ (w—4) (y« 4-y«_, +y,I (y« +y,_, 4 -y*-a +...ya). n) 

e poich^ il numero degli dementi i) che dascuna di queste somme con- 
tiene t: 


(n —2). I + (« —3) • 2 + (« —4) . 3 + ... + 2 (» —3) + 


+ I. (» 




si ha: 


(n—1)(«—2) (n—2)(»—3) 2.1 

..2 ^-y. + ---- -y.-. 

y.=--- 12) 


(«—!)(«—2) 2)(»—3) 

-y. +-y»-i + 

2 2 


Inoltre, poich^ ogni demento i) compare nelle 3 sintesi terze 

_._ . (« -I) (” -2) . 


complessivamente un numero h == 


di volte, si ha: 


(« —2) ya + 2 (« —3) ys + 3 (« — 4) y« +.... (« —3) . 2 y-a + (« —2) y,_. 


I/e 12), 13), 14) SOHO utili per il calcolo ddle sintesi terze teoriche ; 
quando, poi, i valori i) sono i primi n numeri naturali, queste formule 
assumono la forma semplidssima : 
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= ■, x. = tJl±Jl . Ar,-3±Ltl> 15 ) 


mentre le sintesi terze del quadrati dei priini n numeri natural! as- 
sumoDO la forma : 


(« + 






10 


Xf ^ 


I . ^ (« + I) (3 n + I) 


10 


(m - 1 - 1 ) ^ 6 « +~-^ 


16) 


10 


formule, queste, che rendono immediate il calcolo delle sintesi terze 
teoriche, quando la funzione interpolatrice scelta ^ la ; 

+H^x 


Osservando ora che i numeratori delle 12) 13) e 14) si possono 
porre rispettivamente sotto la forma : 

iyi + 

2yi+iy,-|- 
3yi+2y,-t-iyj + 

4 y* + 3 y* + 2 yj + y4 17 ^ 

{n —2) yi + (n —3) y, + (n —4) y, + (n —5) y4 + .... y, _, 

I y«i + 

2y» + iy„-i + 

3y»+2y»-,+iy,_* + 

4 y* + 3 y» -1 + 2 y* -» + I y» - 3 18) 

(n —2) (y, 4- (n —3) y, _ i + (» —4) y» - 2 -f (» —5) y* - 3 + .... ys 

yt 4 - 

y2 4 - 2 y 3 4 - 

y* + 2 ys + 3 y4 + 

y* 4 - 2 y3 -I- 3 y4 4 - 4 ys + 19) 

y2 4 - 2 y3 -I- 3 y4 4 - 4 yj +-(« —2) y» -1 

che sono rispettivamente, le due prime, le somme delle somme suc¬ 
cessive seconde degli n —2 element!: 



y»» y*. ys . • • • • y» -» e degU n —2 elementi: 

yn , y» -1, y» - a,.... ya , e la terza 6 la somma delle somme 
successive prime degli n —2 prodotti: 

I . ya, 2 ya, 3 y4, . . . . , —2) y» -1 , somme che indi- 

cheremo rispettivamente con i simboli : 

3 Syt,y^,...yn-i^,iSyn,yn-^....y 3 ^,Sy^, 2 y 3 ,■iy^,...{n— 2 )yn-t. 


Potremo allora scrivere : 


V 3^ y.. ya.yn - a a 5 y», y» -.,-ya 

r,--—-- • - 


ya = 


C) '' (;) 

2Sy2,2y3,3y4 .(n —2) y« _ r 

C) 


20) 


formule che rendono facile il calcolo delle sintesi terze dei valori noti. 

Giova osservare che quando si siano calcolate Yi ed Ya, non ^ 
necessario calcolare direttamente la Yj, perche essendo ; 


Yx + Y, + Ya = 


hH yi 

w 


(» —l) (« — 2) 
2 


i=> H 


S y* 



i*=H 

3 S yi 

f B. r 

n 


21) 


cio6, essendo la somma delle sintesi terze uguale al triple della 
media aritmetica degli n valori dati, si avrk: 

¥2= 3M — Yt—Y^ 22) 


dove con M si h indicata la media aritmetica dei valori i). 


§ 3. — Ricordando ora I’espressione generale delle somme suc¬ 
cessive K*** (K intero < n) dei primi n numeri naturali: 




23). 


possiamo generalizzare le formule 20), al caso delle sintesi h"“ (A in¬ 
tero < » ; « i). 



s8 


Supposto, ad esempio, h dispari, le h sintesi si possono porre 
sotto la forma; 


„ _ + . *5y», y, y* 

C) ^ C) 

»-iSya,2yj,3y4.(« —A + i) y,_* + , 

1 2 — 


y*-.= 


y*-.= 


0 

> 

h - iS yn - 1, 2 yn - 2,3 y» - 3 > 

— (« —h + 1 ) y*-i 

(0 


.-*Sy3,3y4,6yj,....^” 

+ 2\ 

n-h + > 

C) 

*-»Sy«_,,3y,_j.6y,_4,. 

i 

(n —h + 2\ 

0 


25 ) 


26) 


y*+.= 


/h — ^ 

(0 


nella quale ultima formula; ■ 

(A —1\«* 

-1 degli 

dementi: 

y in-i , y^3 , — y» + i:zh , moltiplicati rispettivamente 


per 1 numen: 


(t)(‘f).f3f) 


che 
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sono le somme successive 



me 

dei primi n—h+i numeri 


natural!. 


§ 4 - — Ponendo in queste ultime A = 3 , si ritrovano le gii note 
formule delle sintesi terze; dimostriamo ora che ponendo in esse 
A = 4 si ottengono proptio le formule delle sintesi quarte degli n 
valori dati, cio6 che: 




,Sy,,2yj,...{M—3)y,_, 


C) 

3Sy,-.,2y,-,,...(w—3)y3 

C) 


= Y, 


Y,. 


30) 


31) 


Dimostriamo prima la 28). Dalla definizione data di sintesi 
degli n elementi y, si ha : 




S 5x I t 



Ciyi +Cj(yi +yj) +C3(yi +yj +y3) + ...Cii-3(yx +yi-f ....y«i-s) 



32) 


nella quale, se X = 4, Cr 6 uguale al numero dei gruppi s che costitui- 
scono ciascuna delle tre sintesi terze dgli n —i elementi: y», y3,... 


cio6: Cl: 


(«—2){«—3) /«—2 




Ct h uguale al numero dei 


gruppi s che costituiscono ciascuna delle sintesi terze degli « —2 
elementi: y3, y4..... yn, do^: 


C,= 


(« —3) (« —4) 


=(:=0 


2 



3 fi 


e analogamente: 



I coefficienti Ci, C2,.... C» _ j, della 32) non sono altro, quindi, 
che le somme successive prime dei primi (n —3) numeri natural!. 
B poich^ h in questo caso, i^uale alia somma : 


potremo scrivere; 



fi+3+6 + ...^^_yi+ 1+3 + 6 + ... 

1 . ^ + 

S Si, 

ftaBl 

0 

■ 

' C) ■ 

C) 

ossia: 


S Si , < 


■ C) 

C) 

formula utile per calcolare le sintesi teoriche. 

Osservando che: 

(:=:)-(: 

iX:=0+- 


altro che la media ponderata degli element!: 


y. ,y,,y3,... .y,_, 




3* 


quando i pesi rispettivi sono : 


/«—1\ (n—2\ /«—3\ /3\ 

V«-4/ ’ V«-5/ ’ V»-6>/. \ 0 )’ 


Poich^ il numeratore della 33) puo anche scriversi sotto la forma : 


I. y. 

3 . yi + I y, 

6 • yi + 3 +1 ys 

10 y. + 6 y, + 3 ys + y« 





( 0 ’'— 


che 6 la somma delle somme successive terze degli n —3 valori' 
yi. y*) ys. y»-z, potremo, infine, scrivere : 



Con dimostrazione analoga possiamo dimostrare che : 



^4 

(:zOvH :-0 

e che: 





37) 
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che: 


S sj.< 


Y.= 


i-t 


C) 


_ C-0^'++■■•(«) 3 «, 

C) 

jSy,, 2 3/3,3 ^4,- (n —3) yn-a 


e che: 


Y.= 


C) 


39) 


e inhae che: 


S S3, < 


y.= 


i-mt 


C) 


G=>-+C=0"^-+C=6).»-.+ -.G)(«-3).. 


e che: 


^5 = 


C) 

j 5 yn-x, 2 yn- 2 , - (n —3) yj_ 

C) 


40) 


41) 


Come si ^ gik dimostrato per le sintesi terze, anche per le sintesi 
quarte, vale la relazione : 

4^-71-74-74= yj 42) 

•dove Af 6 la media aritmetica degli n valori dati. 

Qaando gli n valori dati sono i primi n numeri naturali, le pre¬ 
cedent! formule delle sintesi quarte, possono esprimersi in funzione 
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di » ed assumono la forma 

» + I 


X^ = 


x,= - 


3 (» + I) 


X.= 


X,= 


2 (n + i) 


4 (w + I) 


43) 


Se gli n valori sono i quadrat! dei primi n numeri natural!, le 
s!ntes! quarte sono: 




n* —I 

15 




3 + 3 w 

15 


^ 6 + 9» + 3 YU) = 10^" + i8^ + 8 

“ 15 ' ^ ♦ 15 


44) 


ed miine le slntes! quarte delle terze potenze de! pr!m! n numer! 
natural! sono: 




«* — »* — 3 « — I 

35 




4W3 +3^*—5”—4 
35 


^■<3)= 10^^ + i8w» +5”—3 . 20«3 + 5o n» + 38n + 8 


45) 


35 


35 


lye 43) 44) 45) godono la propiieta d’avere costant! r!spett!va- 
mente le dlfferenze prime, seconde, terze; propriety che fac!l!ta 
molto la risoluzlone del sistema 12) [Parte P). 

Formule analoglie a quelle trovate, s! troverebbero per le s!n- 
tes! qulnte, seste, etc. Diamo, Infine, qualche esemplo pratico per !1 
calcolo delle slntes! d! n valori not! e de! corrispondent! valori teorid. 


§5. — Esempio I. Deternunare le slntes! quarte de! died valor 

1765 

1327 

1429 

1412 

1163 

1301 

817 

756 

834 

550 
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AppUcando le 28), 29), 30), 31) del § 4, Parte II*, ed indicando 
con Si, Sa, Sj, le somme successive prime, seconde, terze, dei valori 
dati che si considerano si ha applicando la 28) : 


Si 

S2 

S3 

1765 

1-765 

1-765 

3092 

4-857 

6.622 

4521 

9-378 

16.000 

5-933 

15-311 

31-311 

7.096 

22.407 

53-718 

8.397 

30.804 

84.522 

9.214 

40.018 

124.540 



318.478 = 4Si 

e poich^ : Yi = 

= , SI ha : 

C) 

Y, = 1516,5619 

Analogamente, applicando la 29) si ha ; 


Si 

S2 

S3 

550 

550 

500 

1-384 

1-934 

2.484 

2.140 

4.074 

6-558 

2-957 

7-031 

13-589 

4.258 

11.289 

24.878 

5-421 

16.710 

41-588 

6-833 

23-543 

65-131 



154.778 = 4S4 

e poich^ : = 

, SI ha; 

0 

737.0381 


*) Per sempliclt 4 abbiamo indicate 4S y*, y,,... y»—3 con ^S,. 
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c applicando la 30) si ottiene : 


1.327 X I = 

1327 

1.429 X 2 = 

2.858 

1.412 X 3 = 

4.236 

1.163 X 4 = 

4.652 

1.301 X 5 = 

6.505 

817 X 6 = 

4.902 

756 X 7 = 

5.292 

e poichfe : 

II 


Sx 

S3 

1.327 

1.327 

4.185 

5.512 

8.421 

13.933 

13073 

27.006 

19.578 

46.584 

24.480 

71.064 

29.772 

100.836 


266.262 = jSt 
ha: ¥2= 1267,9142 


ora, per calcolare Yj, basta applicare la 42) P. II* 

y, = 4 A/ — y. — y, — 74 


dove Af ^ la media aritmetica dei died valori dati; sostituendo i 
numeri alle lettere si ottiene : 

Yi = 4541,6000—1516,5619—1267,9142 —737,0381 = 1020,0858 . 


§ 6. — Esempio II°. — Determinare le sintesi quarte dei died 
valori: 


Hi — 4»5 Hz 
Hi - 3,5 Hz 
Hi - 2,5 Hz 
Hi — 1,5 Hz 
Hi — 0,5 Hz 

Hi + 0,5 Hz 
Hi + 1,5 Hz 
Hi -b 2,5 Hz 
Hi + 3,5 Hz 
Hi + 4,5 Hz 


+ 20,33 Hi — 92,25 H ^ 
4 - 12,33 Hi — 43,75 H ^ 
+ 6,33 Hi — 16,25 H ^ 
+ 2,33 Hi — 3,75 H ^ 
+ o , 2 zHi — 0,257/4 
+ 0,33 Hj + 0,2s H ^ 
+ 2,33/Tj + 3,75^4 
+ 6 , 33^3 + 16,257/4 
+ 12,33 Hi + 43,75 7/4 
+ 20,33 Hi + 92,25 H^ 


In questo caso, per determinare le sintesi, conviene applicare le 
formule 34), 36), 38), 40) del § 4. P. II*. 
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Applicando la 34) si ha : 


84. 

56. 

35 - 
20. 


10. 

4 - 

I. 


‘Hj — 4.5 Hi + 20.33 —92.25 ^4] = 84 ff, — 378 + 1708 ffj — 

%— 3.5 + 12,33 — 43.75 ^4] = 56 H, —196 H, + 690,66 Hj — 

H, —2,5^4 + 6,33Hj —16,25 ffj = 35 H.— 87,5 H, 4. 221.66 H,— 
'ff,—1,5^4 + 2.33 Hj— 3.75^^41 = *0^1— 30 ffj+ 46.66H3 — 
H,—0,5774+ 0,33773— o,25 77 J = io 77 ,— 5 + 3 . 33 ^j — 

■ff,+0,5774+ 0,33 H,+ 0,25 77 j* 477.+ 2 774+ 1,33 77 j + 

■774 + 1,5774+ 2,33773+ 3,75 iH, + 1,5774+ 2,33 77 j + 


7749 77 * 
245077* 
568,75774 
15 H, 

2 , 577 * 
177 * 
3,75 774 


210 77 ,— 69377,+ 2674773 — 10.840,5774 = 45, 


e poich6: 71 = 


,4, 


si ha: 


X, = H, —3,3 H, + 12,73 Hi —51,62 7/4 


analogamente, applicando la 36) si ha: 


84 

56 

35 

20 

10 

4 

I 


! 77 , + 4,5 77 , + 20,33 77 j + 92,25 77 ,] = 84 77 , + 378 77 , + 1708 77 , + 

Ht + 3,5 77 , + 12,33 77 j + 43,75 774] = 56 77 , + 196 77 , + 690,66 + 

[77,+ 2,577,+ 6,33773 + 16,25774]= 3577,+ 87,5774 + 221,66773 + 
[ 77 , + 1,5 77 , + 2,33 773 + 3,75 77 ,] = 20 77 , + 30 77 , + 46,66 + 

77 ,+ 0,577,+ 0,33773+ 0,25774]= io 77 , + 5 77 ,+ 3,33 773 + 

ff,-o,5 774 + 0,33773- 0,25774]= 4Hi- 2 77 ,+ 1.33773- 
!77,-i,5H4+ 2,3377,- 3.75774]= 1 77 ,- 1,577,+ 2,33773- 


7749774 

2450 

568,75 774 

75774 

2,5774 

1774 

3.75774 


e poich^; Y* — 


4*^4 

4 . 


210 Jffj -I- 693 i/, + 2674 -f 10.840,5 
, si ha: 


y* = /^. + 3,3 + i2,;3 Hi + 51,62 ^4. 


Applicando ora la 38), si ha: 

28.1. [ 77 ,-3,5 77 ,- 12,33773 —43,75774] = 28 77 ,— 98 774 + 345,3 Hi- 1225 

21.2. [ 77 , — 2,5 77 , — 6,33 77 , — 16,25 77 ,] = 42 ff, — 105 77 , + 266 . 77 , — 682,5 77 , 

15.3'[ 77 ,- 1,5 77 ,- 2,3377,- 3.75 77 ,] = 30 77 ,- 67,5774 + 105 .77,-168,75 77 , 

10.4. [ 77 , —0,5 77 , — 0,3377,— 0,25774] = 40ff, — 20 77 ,+ 13,3. 77 ,- 10.774 

6.5. [ 77 , + o,577,+ 0,3377,+ 0,23774] = 3077,+ 15 77 ,+ 10 . 77 ,+ 7,5^H^ 

3.6. [ 77 , +1,577,+ 2,3377,+ 3.75 77 *] = 18 77 ,+ 27 77 ,+ 42 . 77 ,+ 67,5.77* 

1.7. [H, + 2,5 77 , + 6,33 77 , + 16,25 77 *] = 7 77 , + 17,5 77 , + 44,3. 77 , + 113,75. 77 * 

210 77 , — 231 if, + 826 77 , — 1897,5 77 * = ,S, 



Y« = H, —1,1 Hi + 3,93 Hi —9,0357 Ht 


Applicando, infine, la 40), si ha; 

18. [Hi + 3.5 H, + 12.33 H3 + 43.75 HJ = 28 H, + 98 H, + 345,3. 

|l42. [Hi + 2.5 Ht + 6,33 ffj + 16.25 Hj = 42 Hj + 105 4- 266 . 

30. [Hi + 1.5 Hj + 2,33773+ 3.75HJ=3 oH, + 67,5 77 , + 105 . 

40. [H, + 0.5 77 , + 0,33 773 + 0,25 77/] = 40 77 , + 20 77 , + 13,3 . 

30.[H,-0,5 77 ,+ 0,33773- 0,2577^=3077,- 15 77 , + 10 . 
18. [ 77 , - 1,5 77 , + 2.33773- 3,75 77 ,] = 18 77 , - 27 H, + 42 . 
7.[Hi—2,5H, + 6,33773-16.2577,]= 7H,— 17,5 H,+ 44,3. 


210 77 , + 231 77 , + 826 


e poiche: 



si ha: 


r3 + 1225 77, 
^3+ 682,577, 
13 +168,75 H, 
rj+ 10 77, 
'3- 7.5 H, 

h - 67.5 H, 

^3-"3.75H, 


'3 + 1897,5 H, 


Yi= Hz + i,i H, + 3,93 Hi + 9,035; H,. 




HERMAN WOED 


A Study on the Mean Difference, Concentration Curves 
and Concentration Ratio 


I. — More than 20 years ago Mr. Corrado Gini introduced in 
statistics the conception of mean difference in a set of quantities as 
an index of variability, and two years after he introduced the con¬ 
ception of concentration ratio, showing its relations with the mean 
difference ^). 

Contributions to the theory of these tools of statistical analysis 
have later on been given by C. Gini, Iv. Gai^vani, V. Castei.i.ano, 
and others *). 

Thereby the conceptions mentioned have been extended to the 
case of continuous frequency curves, and special distributions have 
been investigated in detail. 

There are, however, some circumstances that render the study 
of this subject rather inconvenient. Firstly, the definitions are dif¬ 
ferent in the cases of continuous and discontinuous distributions ^). 
This is a real inconveniency, for it obviously makes it necessary to 
treat the different cases separately. The natural tool for removing 
this inconveniency is of course the Stieltjes integral, which makes 
it possible to express sums and integrals in one formula. As regards 
the concentration ratio, R, the Stieltjes integral can be applied 


1) Corrado Gini : Sulla misura della concentrazione e della variabilitd dei 
caratteri. Atti del R. Istituto Ven. di S. Iv. A., 1913-14, Vol. 73, II. 

2) For full references, see C. Gmi: Intorno alle curve di concentrazione^ 
« Metron ». Vol. IX, no. 3-4, 1932, p. 3, and V. CastbIiIiANO : Sulle relazioni fra 
curve di frequema e curve di concentrazione e sui rapporti di concentrazione cor- 
rispondenti a determinate distribuzioni, « Metron », Vol. X, no. 4, i 933 * P* 3 * 

3) Strictly speaking : The cases $ and 1) in the statement at the end of 
this art. 
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without obstacles, a formula for R, (12), beeing given in art. 4, which 
is valid for all sorts of frequency distributions. After a slight 
and natural modification in the discontinuous case, of the mean 
difference, g, the same holds true also for g (3*). 

The reasons to adopt the modification mentioned are further 
strengthened by calling attention to an important property of the 
mean difference as defined by the general Stieltjes formula, (3*). Re¬ 
garding the concentration curve it is shown in art. 3 that, from a 
mathematical point of view, the different definitions for continuous 
and discontinuous distributions are analogous. 

In the second place, some confusion may arise from the fact 
that the conceptions regarding concentration are defined only for 
distributions of a non-negative variable, whilst there is no such re¬ 
restriction as regards the mean difference. However, the formula 
(12) already referred to being valid also for a non-bounded variable, 
this lack of generality as regards R is at once supplied. Also the 
conception of concentration curves can be generalized, in this respect, 
as is shown in art. 4. 

Lastly, (3*) and (12) are also well suited to simplify the incon¬ 
venient calculation of g and R in the case of a grouped frequency 
distribution. This is shown in art. 6 where also the Sheppard cor¬ 
rection for these frequency constants is considered. , 

Art. 2 is devoted to a brief sketch of the principal conceptions 
and formulae known before. In view to make the following distinc¬ 
tions between the different cases more clear, we may in the first place 
remind of the following general property of the probability function 
of a statistical variable *) : 

F {x) being a never decreasing function, it is known that F (x) 
can be uniquely represented as the sum of three never decreasing 
functions 

such that 5 (— oo)s= Tfj( — oo) = ^{— oo) = 0 and that ; 

A. \{x) — f (<) dt = f F' (t) dt for all values of x. . 

— 00 —00 

• B. Yj (*), the " saltus function ”, is equal to the sum of the sal- 
tuses of F (*) at all the points of discontinuity which are less than x. 

i) F (;») is the probability function of the statistical variable x,iiP{x<() 
=s F ( 0 , denoting by P (. 4 ) the probability of the event A. 
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C. (x), the " singular function ", is a continuous function 
which has " almost ever3nvhere ” a derivative equal to zero. 

Referring to this statement, we shall, for the different types of 
distribution where one or two of the components ij and 1 ^ are 
identically equal to zero, use the notations 5 , ■>), 5 + •>}, etc. '). 

I use the opportunity to express my best thanks to Mr. H. Cra¬ 
mer, who has read this paper in manuscript, and thereby suggested 
several improvements in the presentation. 


2. — F (x) be the probability function of type ^ of the non¬ 
negative variable x. Denoting by / (^) a derivative of F (x), and 
00 

putting J i f (t) dt = m , the following system of equations : 

0 

f W = if W dt = JdF (<) 

0 0 

q{x) = -- .Jt.f(t)dt= ^ ./t.dF (t), 
mo mo 

X considered a parameter, defines the concentration curve q = ^{p)> 
The concentration curve is bound to the triangle (0,0); (0,i) ; 
and runs from (0,0) to (i,i), q monotonically increasing with p. 




I) The statement above is, regardless of an immaterial modification, li¬ 
terally cited from a paper by my honoured teacher, prof. H. Cram^, viz.: 
On the composition of elementary errors, «Skandinavisk Aktuarietidskrift», 1928, 

p. 59. 
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The case of a distributiaii in the form of a set Xt<Xa<.... 
< Xh of quantities is a special case of type yj. In this case p (x) and 
q (x), as defined by (i), must be interpreted as Stieltjes integrals. 
But p {x) and q (x) now being “ staircase curves ”, q, considered as 
a function of p, is strictly defined by (i) only for the following 

values of p , viz. 0 , P (xi), p (x)» . p (z*) = i. In the special 

case xt = Xa = .= **, “ the case of equal distribution ”, the 

concentration curve thus is strictly defined only in the two points 
(o,o) and (i,i). This difficulty is over come by considering p and 
q as successively built up by infinitely small parts of the " quanti¬ 
ties ” X4. This reasoning leads to the definition of the concentration 
curve in the interval 0 <y<i,0<j<i as that broken straight 
line which connects the points defined by (i); thus in the case of 
equal distribution the line q = P- 

The area A between the line q = P and the concentration curve 
is called the area of concentration. The minimum value of A, zero, 
is reached in the case of equal distribution; the upper limit of ^ is 
1/2. In these limit cases the distribution is said to be of resp. minimum 
and maximum concentration. In accordance herewith, the concen¬ 


tration ratio R is, by definition, equal io -j- = 2 A, and we have 

1/2 

0 < R < I. Analytical formulae for R are, in the case 5 , supplied 
by the integrals 


(2 5 ) R — f {p d q — qdp) = 2 ' f (p — q) d p — 1 —2 . f q . d p . 
^0 0 


The mean difference, g, is in the case ^ defined by *) 

( 3 ^) g=f f \t—u\f{{)f{u)dtdu=:^2j\lf{{)dt.ft{t)dt{dx. 

-00 00 — 00 V—OB * , 

By partial integration in the first formula it is easy to deduce a 
formula, analogous to (2 5 ), showing that g = 2Rm. In the 


i) The transformation is due to h. GAnvAm; Contributi alia determinaxione 
degli indict di variabilitd per alcuni tipi di distribunone. (Mietron*, Vol. IX, 
no. I, 1931, p. 17. 
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special case of type yj already mentioned is, by definition 




Xi —Xi 


k (k —i) 


k 


2{k+l) 

k—1 


.tn *). 


3. — The concentration curve being strictly defined by (i) in 
the case we may try to find a mathematical point of view, from 
which there is full analogy between the cases ? and >). Such a 
point of view is supplied by considering every distribution of type yj, 
or of type 5 + >)» the limit of successive approximations of type 
5, as appears from the following lemma. 


Lemma. Let Ft (x) , Fa {x) , . ... Fn {x) .... be a set of proba¬ 
bility functions of type ^ such that 

lim /d\ Fn (0 — F (/) I = 0 , 

•••—►•00 0 


where F (x) is a probability function of type ^ corresponding 
to a variable wliich is never negative. 

Putting 


( 4 ) 


nin — f t. d F» it) 


m = f t .d F (t) , 


we suppose further that 

( 5 ) lim w, = w > 0 . 

• 00 

Then as n ->• 00 the concentration curve <p* (p) corresponding 
to the distribution F» {x) tends uniformly to the concentration 
curve 9 {p) corresponding to the distribution F {x). 

Before the proof we mention that the lemma easily can be 
generalized. Firstly we observe that (i), interpreted as Stieltjes in- 

i) For the transformation, given by C. Gnu, see e. g. B. DE Finetti ; 
Sui metodi proposH per il calcoh della differema media. « Metron », Vol. IX, 
no. 1, 1931. p. 50. 
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tegrals, determines q (x) and q (p) also in the case 5 + C • Then it 
follows that the lemma still is valid if we consider a general distri¬ 
bution of type ^ -f Yj + C which we approximate successively by a 
set F, (x) of type ? -f- C • 

Owing to our lemma it is often sufficient to analyse only the case 
for the treatment of the case •»} can thereby be brought back to the 
case E . g . , Mr. V. CASTBttANO *), starting from (i), has pointed 
out some general properties of the concentration curves in the case 
Without further notice, however, his theorems are not proved 
for the case ■>] or for the general case ^ -|- t) +1^, where the para¬ 
metric representation (l) for the concentration curve is not applic¬ 
able. By the use of our lemma it is, however, easy to prove that each 
theorem of Mr. Castei,i,ano’s is true for general distributions. 

The essential point of the proof is to compare the trend of the 
concentration curves <p {p) and 9n (/>) in those intervals where p, 

X 

considered as a function p (x) = f d F (t) of the parameter x, is dis- 

0 

continuous. Let Xo be such a value, and put 

Jf®—0 jr#+0 Y *.--0 

pj = f d F it) , p2 f dF (t) , and qi = — . f UdF [t) , 

0 0 mo 

Then we have 

j ^+0 ^ 

= ---- . f t .d F {t) = qi + — (p2 — px) . 
mo m 

In the interval {pi , p2) , the length of which is equal to the 
saltus '' p2 —pi of p {x) '= F {x) in the point Xo, the concentration 
curve <p (/)), according to art. 2, thus coincides with the straight line 

(6) J = jr, 4. , 

m 

Hence, on one hand, e being sufficiently small, when the para¬ 
meter X varies from Xo —e to Xo + c, the concentration curve 9 (^), 
regardless of amounts vanishing with s, runs in an interval of the 


i) Loc. cit. 
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length p2 — i>t, 9 {p) thereby increasing linearly, by — {p2 — pi) 

fH 

in total. On the other hand, examining the trend of the concentration 
curves 9* {p) as the parameter x varies between xo — e and Xc + s, 
we find 

(7) pn (x) = Jd Fn (t) = /Tpn (t) + fd F„ (i) . 

0 0 e 

Further is, according to (5), 

( 8 ) qn(x)^^.ft.dFn{t) = ^.Jt.dFn{t) + ^ jt-dF^U) +K.t. 

tHn W •'0 m 8 

K being uniformly bounded. (8) gives 

( 9 ) 9n(x)= lt.dF,{t)+'''‘'^^~''^f.dFn(t)+K.e, 

m J m 

where — i < 0 (ac) < i. Examining (7) we find that, as * varies 
from Xo — e to «o + e , the concentration curve 9» {p) runs in an in- 

terval of the length j d F»(t) . As n increases, the length of 

e 

this interval tends to p% — pt, regardless of an amount vanishing 
with c. In the same way we find from {9) that for increasing n, 

the increase of qn {x) in the interval mentioned tends to — , (P2 — Pt) 

m 

still regardless of amounts tending to zero with e. However, compa¬ 
ring (7) and (9) we see also that the trend of qn (p) tends to a straight 
line, the variation of pn (x) anc qn {x) being essentially proportional to 

X 

f d Fn {/) . And it easy to see that this straight line must be the 

x,-t 

same as (6). For, examining the concentration curves 9 (p) and 9* (p) 
as the parameter x varies, we have seen that as x passes a point of 
discontinuity of p {x), the limit concentration curve of the series 
9» ip) varies exactly as 9 (/>). And obviously the same holds true 
when X describes an interval without discontinuities in p (x). As 
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further every concentration curve starts in the point (0,0) and ends 
in (i.i), it follows that 9.. (/») must tend uniformly to 9 (P), which 
proves the lemma. 

Regarding the conditions of validity, (5) is obviously also a 
necessary condition. E. g., given a distribution x,, x», . . . xi, of 

type yj, we may not, even if lim e« = 0 , choose for {x) a func- 

» 00 

tion, which for « > ** is equal to 1 —zn .*“*-•». On the contrary 
it is allowed to use for F* (x) a curve which for a; > jc* is equal to 
I — Zn-x-“-^, a being > 2. Further, if for every n we have 
Fn {x) = I for * > const. C > Xk, (5) is always satisfied. 

\^at regards the restriction >» > 0, it is easy to construct a 
set Fn (Af) satisfying (5), and (according to (4)) converging to the dis¬ 
tribution (of type yj) with m = Q, but nevertheless such that 9» {p) 
does not converge to 9 (^) = />. We need only take a set of positive 
numbers ei, cj ,...., e» ,... where e» ->■ 0, and choose 


X , 

— for 0 < a; < e» , 

Fn {X) = 

I for e» < a; . 


A simple calculation shows that 9» (p) here is independent of 
beii^ equal to 4: p. 

The restriction »* > 0 concerns, however, only the very special 
case of equal distribution. It does not enter in the more general 
cases, which are those of practical importance. For the rest, when 
m = 0 is 5' (a;) as a function of x (and a fortiori of p's not strictly 
defined by (i). The only condition of validity of any importance 
for the lemma is, therefore, (5). 


4. — The lemma in art. 3 shows that Mr. Gnu's definition of 
the concentration curve is analogous in the cases ^ and yj. Regard¬ 
ing the concentration ratio the analogy in definition is still more 
complete, for, as already mentioned in art. i, there exists a formula 
valid for every kind of distribution. 

In fact, startup from the case 5, we have for the area of concen¬ 
tration 
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A = — .>f{i>dq — qdp) = — . / f f (u) du — / u. f (u) du\ dt . 
2 2 tn 0 { h 0 I 

Integration by parts gives 

t U t t 

^du. I f (v) dv = t. j f {u) du — f u . f (u) du , 
and thus we find 

(lo) A — I f (t) dt fdu f f (») dv . 

2flt 0 0 0 

u 

Writing (lo) as a Stieltjes integral, and inserting ^ / (v) dv 
^ F (u), we find 


(II) 


A = d F (t). IF (u) du . 


2m 0 


f F {u) du always being a continuous function, (ii) has a meaning 
0 

for every distribution. That (ii) gives the correct value for the area 
of concentration also in the case of a general frequency distribution 
follows from our lemma. Regardig, e. g., the case yj, we can choose 
a series of distributions of type 5 such that fn {p) convei^es to 9 (/>). 
Denoting by . 4 * and A the areas of concentration, it follows that 
lim An = A, and if we further only observe that 

lim . 4 ,= lim —-JdFn{t). fFn(u)du= -- fdF{t).fF(u)du,. 
n—^o> »—►oo^WbO 0 2tno 0 


the validity of (ii) is proved. 

Accordingly we have for the concentration ratio the general 
formula 



JdF{t) ./F (u) du. 


( 12 ) 
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Regarding the mean difference g, the formula g = 2m R does 
not hold true in the case of a distribution , XaXk of type 
7). We have here to introduce a correction, namely 

„ k — I 

g = 2mR.—-- , 
k 


a fact that hitherto has been overlooked. This inconveniency can, 
however, be removed by attaching weight also to the vanishing differ¬ 
ences Xi — Xi\. Then (3’')) becomes 


( 3 ^*) 


f = 


k* 


k h 

ss 

Z X 


Xi 


-Xi = 


k 


Xi 


2 (A 4 -1) 


. w . *) 


Now there,is full analogy between the different cases, the formulae 

t 

g — 2mR = 2 f d F (t). f F {u) du 
0 0 

being true for an arbitrary distribution. Obviously we have in the 
case of a variable not assuming only positive values 

(3*) §' = 2.7 dF (t) . J F {u) du. 

■—00 —00 

The slight modification proposed has another advantage, the 
mean difference g, as definited by (3*), having a property which 
might further justify its adoption. This remark has reference to 
the wellknown <0* — method for testing goodness of fit *). 

F (a;) be a probability function, and Xj, Xz, • • • • Xh he a set of 
independent observations of a variable x. The co*— method for tes¬ 
ting whether F (x) might be considered as the probability function 
of the variable x consists in the computation of the integral 


1) As a matter of fact, this variety of g is mentioned also by Mr. Gmi: 
See Di una estensione del concetto di scostamento medio e di alcune applicazioni 
alia misura della variabilitd dei caratteri qualitativi: Atti del R. 1 st. Veneto di 
Sc. Lett, ed Arti, Vol. 77, nr, 2 (1918) pag. 398. 

2) The CO*—method seems to have been proposed for the first time by H. 
Cram}^, in his Swedish textbook on the theory of probabilities (1925). Explicit 
formulae are there given for the case of a normal distribution. See also his 
paper (already cited), where the case of the P-series of Cramdr (a modification 
of the A -series of CharHer) is treated. See also R. v. MiSES: Wahrscheinlich 
heiUrechnung und ihre Anwendung in der Statistik und Theoretischen Physik. 
Leipzig und Wien, 1931, p. 316-335. 
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J-f[FH {t) —F {/)]* dt , 

where Fh (t) is the relative number of observations < t, J is then 
compared with its mean value, which is 

n — 00 

By partial integration we find 

u [/] = j Jf (u) = ^ . 

g being defined by (3*). From the point of view of the co*— method 
for testing goodress of fit, the mean difference, as defined by (3*), 
thus is a very important characteristic number for a theoretical fre¬ 
quency distribution. The same holds true for the concentration 
ratio as defined in art. 2 or as directly defined by (12). In a recent 
paper nMelron » IX, 1. c.j Mr. Gini has proposed a modification of 2?, 
caused by geometrical argumentation on the maximum value of the 
area of concentration. However, the modified R is not related to g 
by the simple equality (3*), not either to the co* —method *). 

5. —Only a few lines are necessary as regards the generalization 
of the conceptions of concentration to the case of a statistical variable 
assuming also negative values. In the first place we obser\’’e that 
these conceptions are of interest only when m > 0. Assuming a 

i) [The modification proposed by Gmi consists in a generalisation of the 
formule for i? so that the i? values may always have 0 as their lower and i as 
their upper limit. The area of concentration is thus made equal to the maximum 
it can actually attain for the phenomenon imder consideration, a maximum 
equal to the area of the rectangular triangle in which the curve of concentra¬ 
tion is inscribed when the character has no upper or lower limit, but equal to 
the area of a smaller triangle than this, when one at least of the aforesaid li¬ 
mits comes into play. The generalisation is therefore determinated not by 
formal considerations but by conceptual needs and so as to make comparable 
the R values concerning different distributions. It only implies moreover the 
introduction of a coefficient of correction which modifies very little the relation 
of j? to g and to the tj* metliod. (See Gmi: Sul massimo degli indici di varia^ 
bilitd assoluta e sulle sue appiicazioni agli indici di variabilitd relativa e al rapporto 
di concentrazione, “ Metron ", Vol. VIII, N. 3, February, 1930. And see also 
It. Gai,vani : Sulle curve di concenirazione relative a caratteri non limitati e lu 
mitati, " Metron ", Vol. X, N® 3, 1932 ; V. Castkiaano : Sulle relazioni, etc., 
op. cit., note 5 on pp. 16-17). Fd. note\ 
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distribution with m >0 everything regarding the conceptions of con¬ 
centration stated above remains true if we only throughout replace 
zero by — oo in the lower limits for the integrals. The only modi¬ 
fications caused thereby are that the concentration curve no longer 
is bounded downwards by the p — axis, neither is ^ (x) in all cases 

monotonically increasing, nor A < — , nor R< x. 

— 2 ~ 

An example of a general concentration curve of type 5 + >] 
is given in the figure below. 




Fig. 2. — Frequency distribution of ts^pe *). Frequency function, (including 

one saltus) probability function, and concentration curve* 


We may here call attention to the analogy between the fre¬ 
quency constants analysed in this paper and other frequency con- 

i) The distribution describes the risk situation of an insurance company 
at a special form of wholelife assurance with increasing amount. For tbly and 
similar examples regarding the probability function and the frequency function, 
see H. Qram^ir : On the Mathematical Theory of Risk, (tFdrs&kringsaktiebolaget 
Skandia, 1855-1930Stockholm, 1930, p. 22-30 
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stants. E, g. there is a certain formal analogy between the concen¬ 
tration ratio and the variation coefficient of Charlier (f=.ioo.n 

For the sake of simplicity we give the formulae for a distribution 
/ (x) of type 5 - Denoting the two coefficients hy R[f (a;)] and p [/ (ac)], 
R [/ (a:)] as well as p [/ (*)] is of dimension zero, i. e. 


(13) 


I 


R[a.f{ax)] = R[f{x)] 
p[a. f {ax)] = pU (Ac)] . 


Further we have 


ii4) 


(15) 


S m 

R\J{x —a)] = - R \J (;^)] 

m + a 

I p[/(^-«)]=- ^-^p[/(a;)]. 

m + a 

i R[/ {2 m —x)] = R[J{x)] 

( p [/(2 W — AC)] p [/(ac)] . 


These relations, as well as corresponding properties of the mean 
difference, are easily proved by means of (12) and (3*), as may be 
given to the reader to verify. 

The relation (13) shows that a change of the scale for x does not 
affect R. (14) gives the modification of R when the frequency distri¬ 
bution is translated along the A;-axis. (15) shows that R is the same for 
two distributions, which are symmetrical round the vertical through 
the common arithmetical mean of the distributions *). Other 
frequency constants analogous to R, for which (13), (14) and (15) 
hold true, are also *) 


Quartile deviation 
Mean of quartiles 


and 


Mean deviation 
Median 


1) Of course, similar relations have been known long before in the spe¬ 
cial cases 5 and rj; see, e. g., V. Castei^i^o, 1 . c. p. 10-20. 

2) See A. L. Bowiey : Elements of Statistics, 5^ ed., London, 1926, 
p. n6. 
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6. — For the numerical calculation of g and R we must dis¬ 
tinguish different cases. 

a. A distribution in the form of a set of ^ quantities 

Xt<Xt<....<Xh. 

p. A grouped frequency distribution, i. e. 


Xt . Xn 

f {Xi) f (X2) . /(Xn). 


a and p are special cases of type yj. 
y. A frequency distribution of type ^ given in a table of 
equidistant division, thus 


X2 . Xn 

A A * 

f f{Xx +t) dt J f{X2 +t)dt . f f{Xn +t)dt. 

h _h 

' • 2 a 


8. Other cases. 

Ad a. The most convenient formula is here, perhaps, the second 
expression in (s’!*), due to Mr. Gini. As an example we take the 
schematical distribution Xi = t. Accordingly we find 


4 * . 2{k -\-i) 4 * . (^ + i)* 


4 k {k + 1) {2 k x) (A + i)* A* — I 

* 6 ~A "" zk ' 


and 



2 m 


3 * 
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As a first example of the use of (12) we may calculate R as 
follows 


(X) 

Xi 

1 

2 

3 

k 


( 3 ) 

k.dF (Xi) 


( 3 ) 

. 0 ) 


( 4 ) 

k . jF { t)dt 
— 00 


I 

I 

I 


O 

1 

2 


O 

I 

3 




( 5 ) 

k^.dFixi)./F.dt 



The sum of the last column represents . f d F (t), f F {u) du, 

—-00 —00 

which gives 



i. e. the same result as before. 

Ad p. In the case of equidistancy, the formulae (3*) and (12) 
lead to the same simple calculations as in the schematic example 
above. As the case y kads to the same calctdation scheme, we may 
here take a simple example, and choose the following classical distri¬ 
bution of the yearly number of deaths by equine kicks in the Prussian 
army *). 


(I) 

(a) 

(3) 

( 4 ) 

( 3 ) 

Number 
of deaUis 

Frequency 

S( 2 ) 

S{ 3 ) 

(*) . ( 4 ) 




*4 


Xi 

k,dF(xi) 

0 

1 

ST 

k.j F(t)dt 

k».dF{xi) .j F(t)dt 

0 

109 

0 

0 

0 

I 

65 

' log 

109 

7085 

2 

22 

174 

283 

6226 

3 

3 

196 

479 

1437 

4 

I 

199 

678 

678 


200 



15.426 


i) I<. V. BorTkiewicz: Das Gesetx der kleinen Zahlen. l^eipzig 1898, p. 25. 
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As we have k = 200 and m — 0,61, we find by (12) and (3*) 



I 

m 


15 426 

15 426 =-= 0,63 , 

24400 


15 426 

20 000 


0.7713 • 


As is well known, this frequency table may be approximated 
by a Poisson distribution, i. e. 

m* . e- ^ 

dF ( x ) ^ -;— , (x = 0, I, 2, 3, . 

X ! 


In this case we find after some deductions 


w* • (w + I + i) 

^ 0 ^ •' (^ + I) / 


For m = 0,61 this formula gives g == 0.7707, in excellent acco¬ 
rdance with the mean difference of the empirical distribution. 

If the points Xi are not equidistant, the computation of col. (4) 
is a little more complicated. For this case we refer to the completely 
analogous example tinder 8. 

An indirect and approximate method is to calculate g and R 
via the area of concentration. This may be done by means of a 
good planimeter or by numerical integration. For these methods, 
see Mr. Gini*s paper in ((Metronw IX, cited above. 

00 X 

Ad y. Here the problem is to calculate f f {x) d x . f F {t) dt 


from a table giving // (x,- + i) dt for equidistant values of Xi. 

This is a special case of the classical Sheppard problem. Regarding 
the general problem to calculate the mean of an arbitrary function 
k {x), it is known *) that 

/ k (x) . f (x) dx := S X {*<) . f f (Xi -i-i) dt + r , 


i) H. Wou>: Sulla correzione di Sheppard. •Giotn. dell’Ist. Itallano de^ 
Attuaii», Vol. 5, no., 2-3, 1934, p. 308. 
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if 

<i6) 


f (x) . / >i(t) dt -^0 for ± 00 , 

0 


X (jc) being determined by the difference equation 

-*'(, +A), 


A , . X (* + A) —X (3c) 

»“ - rr^ 


and r being the remainder in the Euler-MacLaurin formula 


~ .fx{x)dx . f f {x + t) dt — S X (:r<) . f f {Xi + t) dt + i'. 

h —as * —00 * 

3 3 

In our special case is k {x) = f F {t) dt . Thus we have for the 

-00 

determination of x {x) 

This difference equation gives immediately 

xW = /». S f(x —- + ih 
-00 \ 2 

Observing that 

* 

S }j[x—ih)dx. 

we see that the calculation of g and R in this case leads to exactly 
the same computation scheme as under p. Thus, according to (i6) 
we have for distributions with finite dispersion a, omitting the re¬ 
mainder 2 r, 

L A 

(20) g = 2 h. S f f {xi 1 ) . 'L S f f(xk +t)dt. 

00 

3 3 

As an example we take the distribution f (x) = x .e-*,{x> 0). 
The concentration curve corresponding to this distribution is repre- 
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sented in fig. i. It is easy to verify that here F {x) = i —{x + i). er*, 

S 

fF{t)dt = x — 2 + (x + 2) .e-*, m — 2 , and g — 1,5. On the 
0 

other hand, according to (20), choosing h = — , the approximate 

2 

a 

calculation of g can be made from the integrals f f {t) dt by the 

nl2 

following calculations which are completely analogous to the case 


w 

(2) 

A/2 

(3) 

(4) 

/ h\ 

(5) 

Xi 

/ 1{Xi + t)dt 
—H/a 

P{Xi — x/2) 

2 F( 

, = —00 V. a/ 

(a) ■ (4) 

0,25 

0,090 

0,000 

0,000 

0,0000 

0,75 

174 

090 

0,090 

157 

1.25 

178 

264 

0,354 

630 

1,75 

152 

442 

0,796 

1210 

2,25 

119 

594 

1,390 

1654 

2,75 

88 

713 

2,103 

1851 

3,25 

63 

801 

2,904 

1830 

3,75 

44 

864 

3.7^8 

1658 

4,25 

31 

908 

4,676 

1450 

4,75 

21 

939 

5,615 

1179 

5,25 

14 

960 

6,575 

921 

5,75 

9 

974 

7,549 

679 

6,25 

6 

983 

8,532 

512 

6,75 

4 

989 

9,521 

381 

7,25 

3 

993 

10,514 

315 

7.75 

2 

996 

11,510 

230 

8.25 

I 

998 

12,508 

125 

8,75 

I 

999 

13,507 

_iJ5 

9,25 

0 

1,000 


1,4917 


As 2A = I, we find g = 1,492, showing that the error r in this,, 
rather unfavourable, case is less than 0,01, or 0,68 %. The approximate 
value of i? is accordingly 0,373, whilst the exact value is 0,375. 

For the indirect calculation of g and R by means of the area of 
concentration, see p. 

Ad S. Also in the case of non-equidistant distribution the 
Sheppard transformation from integrals to sums is approximatively 
valid. This leads obviously to the same computation scheme as un- 
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der y, only the calculation of J F (/) dt becomes a little more compli- 

— 00 

cated. The simplest manner to perform the calculation is now, per¬ 
haps, to insert a column with the differences Xi + i —Xi of the cen¬ 
tral points of the intervals. As an example, we take a distribution 
investigated by Mr. Gini (in the paper in «Metronn IX dted above). 


The State of Victoria, 1910. Real Estates. 


(X) 

Central area 

( 2 ) 

Number 

(3) 

(4) 

(5) 

( 3 )-( 4 ) 

(acres) 

x% 

of estates 

« + 1 — *» 

s (*) 

^1000 

2,5 

3469 

7.5 

56 771 

26 359 

lO 

4 420 

12.5 

52 351 

25 933 

22,5 

4854 

17.5 

47 497 

25 279 

40 

3866 

35 

43631 

24448 

75 

6 696 

75 

36935 

22 921 

150 

9 208 

100 

27 727 

20 151 

250 

5422 

75 

22 305 

17 378 

325 

2953 

50 

19 352 

15705 

375 

2951 

75 

16401 

14 737 

450 

2863 

100 

13 538 

13507 

550 

2 212 

75 

II 326 

12 154 

625 

I 650 

50 

9 676 

II 304 

675 

918 

75 

8758 

10 820 

750 

1249 

100 

7509 

10 164 

850 

I 014 

100 

6495 

9413 

950 

I 173 

300 

5322 

8763 

I 250 

2583 

500 

2739 

7 166 

1750 

I 062 

500 

1677 

5 797 

2 250 

514 

500 

1163 

4958 

2750 

270 

750 

893 

4 377 

3500 

329 

I 000 

564 

3707 

4500 

150 

1750 

414 

3143 

6250 

161 

2 500 

253 

2419 

8750 

’ 78 

3750 

175 

I 786- 

12 500 

79 

5000 

96 

1130 

17500 

52 

7500 

44 

650 

25 000 

22 

10000 

22 

320 

35000 

15 

10 000 

7 

100 

45000 

5 

15 000 

2 

30 

60000 

2 






The calculations are in this example carried upwards from 
the foot of the table, the direction obviously beii^ indifferent. Col. 
(5) gives the successive sums of the numbers on col. (4), these numbers 
being wetted by the numbers in col. (3). 

Multiplying the numbers in cols. (2) and (5) and adding, we 
find 1103 808 000. The total number of estates being 60 240, we find 




2.1103 808 000 000 
60 240* 


= 608,3. 


The exact value is 604,6 which might be found by using instead 
of col. (3) the differences between the mean estate areas in consecutive 
groups (not given here). Even in this case it is dubious whether the 
indirect method of calculating g by means of ^e area of concentration 
is more convenient. 

The cases analysed above being those of practical importance, 
it is not necessary to carry the investigation further. The calcula¬ 
tions always can be performed, either by approximating the integral 
.(ii), or by approximate evaluation of the area of concentration. 



N. SMIRNOFF 


Ueber die Verteilung des allgemeinen Gliedes 
in der Variationsreihe 


Nehmen wir an, dass die Folge 

Xt<X2<Xi< _ < x» (i) 

die beobachteten Werte einer zufalligen Variablen X vorstellt, die 
ihrer Grosse nach geordnet sind. Nehmen wir femer an, dass 0 (z:) 
das Verteilungsgesetz von X bezeichnet, so dass 

<D(*) = W[X< x] (*). 

Die Funktion 0 (x) werden wir differenzierbar voraussetzen; dann 
wird O' (*) = / (*) die Walirscheinlichkeitsdichte der Grosse X 
vorstellen. 

Wir woUen die Folge (i) die V a r i a t i o n s r e i h e der Grosse 
X nennen, die durch n Beobachtungen erhalten worden ist und wollen 
vor allem das Verteilungsgesetz des k — ten Gliedes dieser Reihe 
feststeUen. 

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit W [«* < x] erhalt in unseren 
Voraussetzungen folgenden Ausdruck: 


W [** < *] = 


// {Xt)dXjffXt)dX2.. .ff(xi,)dXk jt (z* + ,)ix* + i . . ./f(Xn)dXn 

— 00 _ X _, 

+ ^00 00 « 
y / (xt) dxtjf(xi)dxt -//(*») I 


(•) W [E] wird in dieser Arbeit immer die Walirscheinlichkeit des Ereig- 
nisses E bezeichnen. 
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Das « — fache Integral im Nenner (2} ist gleich — und stellt die 

fl / 

Wahrscheinlichkeit vor, nach n Beobachtungen die nichtabnehmende 
Reihenfolge der Form (i) zu erhalten. Der Zahler ist leicht zum ein- 
fachen Integral 


k~—i hi^kl ~ ' 

zuruckzufiihren imd stellt die Wahrscheinlichkeit einer nichtabneh- 
menden Reihe dar, deren k erste Glieder nicht grosser als x sind. 
Folglich haben wir 

' n! * 

W[xh<x] = Vk{x)= 

R L , n AC . —QJJ 


Wenn die Grosse X eine gleichmassige Wahrscheinlichkeitsver- 
teilung im Interwall (0,1) besitzt, so ist 

/ (0 = I , O (0 = ^ . und folglich 

n! X V 

F. (*) = . (I _ 0 --. . ( 4 ) 


Im allgemeinen Falle konnen wir den Ausdruck (3) transformie- 
ren, indem wir die Funktion a; = T (2) (0 < z < i) heranziehen, 
die zur Funktion O (zr) = 2 invers ist. 

Dann ist: 

wyxxv W] = ^_ A" - ■ ( 5 ) [I -«■ ®]" - * / ( 5 ) i 5 = 

= tZ-rn-kJ/ - ■ (I - y)- * (5) 

In Folgendem woUen wir die Grenzform des Verteilungsgesetz 
(3) untersuchen unter der Voraussetzung, dass n unbegrenzt zunimmt 
und unter verschiedenen Voraussetzungen inbetreff des Ranges des 
k — ten Gliedes der Variationsreihe. 

Hier muss noch auf einen Umstand hingewiesen werden, der 
uns in Folgendem die Mdglichkeit bieten wird unsere Untersuchui^ 
zu vereinfachen. 
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Das Verteilungsgesetz des Gliedes *,_* + , (des k — ten Gliedes 
vom Ende der Variationsreihe gerechnet) wird nach Formel (3) fol- 
gendermassen lauten 


< X] = {X) - (5) [I _<i, (5) 5 

Oder 

{X) = (6). 

Die Funktion i — 0 (— ^) == Oi (^) bestimmt aber das Ver- 
teilungsgesetz der Grosse X' = — X, da W [X' <^] = W [X > —y 
ist und die Funktion / (— die Dichte der Grosse X' vorstellt. 

Das Verteilungsgesetz von x'j,, dem k — ten Gliede der Varia¬ 
tionsreihe der Grosse X' wird nach derselben Formel (3) lauten 

W[x, < a;] = FW ix) == [- 1 ) (7). 

Der Vergleich von (6) und {7) ergibt 

W [Xn - k +I <x] = W [x\ > - x] — W [— x'^ < x] 


Oder 

Fn-* + .W = i-FWW. (8) 

Folglich haben die Grossen Xn-k + i und — x'^ dieselbe Vertei- 
lung. Hieraus folgt, dass ihre Momente verschiedenen Ordnungen 
(wenn sie existieren) ubereinstimmen : 

E (X, - * + 0’ - E (- = (-1)' E (9) 

(s = 0 , I 2 . . . .) 

Insbesondere ist 


E(*»-* + i)‘ = — 

E(xn-k + xy= E{x^\ (10) 


(♦) Mit E (x) wird die mathematische Brwartung der Grosse x bezeichnet. 
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Aus der Pormel (lo) fcdgt, dass die Streuung von *»_* + , der- 
jenigen von x], gleich ist. 


II. 


Untersuchen wir zuerst den Fall, wo beide Grossen k und n — h 
unbegrenzt zunehmen bei der Zunahme von n ; 

Bs sei 

k — I n — k , ^ . 

X* -=-V* ==-X» + V* = i) (ii) 

« — I n — I 


T* = 



( 12 ) 


Wir wollen jetzt mit Hilfe der Formel {5) die Wahrscheinlichkeit 
Wn [zi, ^2] der Ungleichungen 


T (X* + Zt T*) < Xh < T (X* + Zt Tk) ; (Zt < Za) 


(13) 


feststeUen. 

Wir haben 


n! 


X* + »t T* 


Wn [r.. Zz] — - -- -—.-7/ y* - '(I — y)”“ * d y 

~ ^ ~ ^ X* + «. T* 

Oder 

Wn [Z, , 2 a] — -- — -— T* /(X* + WT*)*-' (v*- VZk)’* -d V . (14; 

k — i!n — k! ,, 


(y = X» + V T*) 


Indem wir den Ausdruck 


n / n . n — i / 

k — i/n — k! k — 1 1 n — k! 

nach der Stirlingscben Formel abscbatzen, erhalten wir 
n I I 


wo 


k — i/« — k/ ^2 n 
8« -> 0 fur « ->• 00 . 


+ 8») (15) 



Die Formel (14) wird deshalb folgende Gestalt annehmen 

' *» 

Setzen wir 

SO erhalten wir (indem wir die Dogarithmen als Integrale darstelleny. 
Ig U (v) = (* — i) Ig + (n — k) Ig — V = 


(* —I) T* 
Xk 


dx 


I + ^ 


_ [n —^) t * 
X* 


dx 


I — X 


T/k 


V* 


Oder 


Ig t/ (r) = - 


V 

h 


xd X 




tmd schliesslich, indem wir im letzten Integral die Variablentransfor- 
mation x = vt durchfuhren, erhalten wir 


Ig U {v) = — - v’ <p (d) 


wo 


rf,{v)= I 


2tdt 




gesetzt ist. 

Folglich ist 


(17)' 
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und 


W, 


[Zi , Zi] = ~ - j g-7”’'P i (I + &,) . 


(19) 


Da die Verhaltnisse — 
X* 



unter 


iinseren Voraussetzungen gegen Null streben (bei » -> 00) so kon- 
veigiert <p (t>) gegen 


1 

f 2 idt = I 


(20) 


(was die Gleichung (17) mit Leichtigkeit beweist) und zwar gleich- 
massig inbezug auf v in jedem endlichen Interwall. 

Hieraus ist auf Grund bekannter Eigenschaften der Verteilungs- 
gesetze leicht zu folgem, dass 


lim Wn [zi, Zi] 


n - > 00 


—] e a a V 

^2 K »1 


( 21 ) 


gleichmassig inbezug auf Zi, und Zi. 

Nehmen wir jetzt an, dass der Rang ^ bei « -y 00 einen festen 
Wert bewahrt. 

Wollen wir mit Hilfe der Formel (5) in diesem Falle die Wahr- 
scheinlichkeit Wn [ai, der Ungleichungen 










(22) 


(— k < at <ai<n — K) 


ausdriicken. 


Wir haben 


Wn 


I f 

■ ■’J = k-iin-h) / y*-' (I -y)-* iy 


n n 


Oder 


n H 


A -f 


Wn[a> 


,ai]=- - hi i> f 

k — 1! n — k/ n'' J \ n / 


(23) 


^ 4 " 
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Wenn wir nun die Stirlingsche Formel anwenden, erhalten wir 


n 


n I 

— kin' 


= I + 


(24) 


wo Sh->’ 0 , bei « ->• 00 . 


Wenn wir ausserdem noch bemerken, dass 



= c- ^ (I + p» (v)) 


(25) 


ist, wo p)i (I’i -► 0 wenn v absolut beschrankt ist, erhalten wir 
folgende Grenzleichung 


hni TFn \ui , (I2] 
n - > 00 



* + «. 



yk 


‘dv 


e~ * 
I'ljf) 



(;<: + A)*- 


‘ d X (26) 


(und zwar gleichmassig inbezug auf die moglichen Werte von ax und 

a, — k < Ui < Ui) . 


III. 

Nehmen wir jetzt an, dass die Funktion / {x) = O' (*) iiberall 
stetig und positiv ist mit Ausnahme vielleicht der Enden des Ver- 
teilungsinterwalles (wenn es besclurankt ist), wo sie verschwinden darf. 
Es sei ausserdem 

0 < k < X* < X < I , (27) 

k ' I 

so dass bei der Vergrosserung von k und «, X* = - bestandig 

n — I 

in einem Interwall (X, x) bleibt, dass sich im Inneren des Inter- 
walles (0,1) befindet. 

Es sei = T (X*) ^ (28) 

so dass 

X* = O (i*) ; V* = I — O (^*) . (29) 

Es sei ausserdem 



(30) 
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Wenn wir 


<t> {xk + tak) — O [Xk) 

Xk 


A it) 


(31) 


setzen, erhalten wir 

Y (X* + Z T/t) = Y {Xk + t (I*)] — Xk t Gk (32) 

Bezeichnen wir mit Wn \ti, /s] die Wahrscheinlichkeit der Unglei- 
chungen 

Xk + (T* < Xk < Xk ti Gk . . . [ti < ti) . (33) 

Es ist leicht zu ersehen, mit Hilfe von (32), dass die Ungleichungen 
(33) den Ungleichungen (13) Equivalent sind und dass folglich 

W„ [^,, ti] = W„ [«i, Z2] (34) 


wenn 

Zi = A (ti) 

Z2 = A (tk) . (34'; 

Aus den Bedingungen (27) kann man mit Leichtigkeit schlies- 
sen, dass die Zahlen k und n — k unbegrenzt zunehmen. 

Mit Beriicksichtigung von (21) imd (34) konnen wir die Wahr¬ 
scheinlichkeit W„ [ti, ti] folgendermassen ausdriicken 

W„ \_h , tk] = ; —. f g— - i; (I 4- 8„) (35) 

wo gleichmassig inbezug auf h und tk gegen Null strebt. 

Auf Grund von (31) folgem wir aber leicht, dass 

A {t)=t f [xk A- ^tGk) =^i . (36) 

TA I (Xk) 

(0 < 0 < l) 

Unter unseren Voraussetzungen iiber die Funktion / (x) ist 
/ (xk) > g' > 0 fiir alle n (wo q eine gewisse positive Konstante vor- 
stellt), da die Grosse Xk auf Grund von (27) und (29) sich nicht unbe¬ 
grenzt den Enden des Verteilungsinterwalles nahem kann, wenn das- 
selbe begrenzt ist, (bzw. unbeschrankt dem Absolutwert nach zuneh- 
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men, wenn das letztere unbegrenzt ist)^ daher folgt aus der Formel 
(36), dass 

A (t) = t + (^) (37) 


WO pn bei Zunahme von n 


^zugleich 


mit ajfe < - 


T* 


) 


, wenn t 


in seiner Veranderung beschrankt bleibt. 

Die Gleichungen (37) und (35) ergeben die Schlussfolgerung 


I t 

lim Wn {h , h] =- f e-'‘\ dv. 

n—00 y 2 TZ 


(38) 


Wenn also die Wahrscheinlichkeitsdichte f {x) der Grosse X stetig 
ist und nirgends verschwindet, mit Ausnahme vielleicht der Enden des 
Verteilungsinterwalles {wenn es hegrenzt ist) und wenn das Verhdltnis 
k 

- -, hei der Zunahme von n sich nicht beliebig nahe an 0 oder I heran- 
n 

kommt, so ndhert sich die Verteilung des k-ten Gliedes der Variations- 
reihe zur normalen mit dem Mittelwert Jn = Y (X») mid die Streuung 

T* 

Gk =- - _ . 

f{Xk) 


IV. 

Wir woUen jetzt die moglichen Verallgemeinerungen des letz- 
ten Satzes betrachten auf die Falle, wenn die Grosse X* sich der Null 
nahert bei unbegrenzter Zunahme von k und n (wobei ^ = 0 («)). 
Vor allem muss bemerkt werden, dass in den Fallen, wenn das Ver- 
teilungsinterwall von links begrenzt ist und O (x) ^ 0, wenn x < l 
und die Funktion / {x) in der Umgebung von x~ I stetig und ist, 
wenn dabei f (1) > 0 ist, der Satz offenbar ohne jede Veranderungen 
auch auf diesen Fall iibertragen werden kann. 

Untersuchen wir jetzt den Fall, wenn die Funktion / (jc) in der 
Nahe des Punktes x — I'm der Form 

/ {x) = (x — /)“ M (;r) ( 39 ) 

dargestellt werden kann, wo a > — i ist imd u{x) eine stetige Funk¬ 
tion darstellt, wobei u ( 1 ) >0 ist. 
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Voratu^esetzt 


® (at* + i Ok) — <I> (xk) 

T» 


= P(0 


( 40 ) 


WO 


Tit 


Ch = 


(41) 


(Xk - /)* M (1) 

erhalten wir 

T (X* + T*) = T [O («* + ^ IT*')] = ^ • (42) 

Die Wahrscheinlichkeit Wn [zi, Zi] der Ungleichungen (13) 
gleicht atif Grand von (42) der Wahrscheinlichkeit W» pi, der Un¬ 
gleichungen 

Xk + tt ak < Xk<Xk + ti Ok' (ti < t2) 

W„ [Zx , 22 ] = Wn [tx, <*] 


(43) 


wenn 2i = p pi) und 2a = p pa). 

Folglich werden wir nach (21) erhalten 


» ft /a » 


( 44 ) 


P(« 

wo 8« -> 0 gleichmassig inbezi^ auf tx, und tx. 

Alls (40) und (41) erhalten wir aber 

am J{xk+Qtak') /xk — l+ QtGk'Yu(xk+Qt<Tk') ^ 

« u{xk +Qt Ok') 


Oder 


= t : 


= +e<- 


(** - l)^ + »u{l) 
Andererseits haben wir laut Formel (29) 


u P) 


( 45 ) 


Txk ~ ^ Cxk) — j 


(x — /)« U {x) dx =[»(/)+ y„] - JLll (46) 

I + « 


wo Y« “► 0 bei n-y 00 und Xk->-l. 
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Nach (46) ist 


Da jedoch 


TA 


Xa 


(xk -ly + o- 




Xa (i + a) 
M (/) + Y» 


(47) 


gegen Null strebt bei der Zunahme 
von k (zugleich mit der Vergrosserung von n), so wird auch die Grosse 

'( 3 ca —a) 

gegen Null konvergieren. 

Zugleich wird auch die Gr 5 sse 


Tik 


Gk 


{x - l)^ U ( 1 ) 

unendlich klein sein, weshalb 

U (Xk + Gk') 


U {Xk) 


= I + y)« 


sein wird, wo yin —>• 0, bei n -> 00 . 

Der Ausdruck p (/) (45) wird aus diesem Grunde die Form 

p (<) = / + p« it) 

erhalten, wo pn {t) gleichmassig gegen Null strebt, wenn t absolut be- 
beschrankt bleibt. 

Hieraus ziehen wir, wie friiher, die Folgerung, dass 


(48) 


I ^ 

lim Wn pt, it] — j e ^ dv. 

n —^ 00 |r 2 7 r 


(49) 


Wir bemerken, dass in dem unteisuchten Falle der Mittelwert 
und die Streuung sich, annahemd folgendermassen ausdriicken 


— ^ 1 ■ ( Xa G + «) K j.” 


(50) 


TA 


Xh 


Gk ^ ~ZL~ 


(iA —/)«m(0 _?L. 

[(I +a)XA]‘ + «[«(0]*''“ 


(50’) 
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Auf analoge Weise kann die normale Grenzverteilung auch in 
dem Falle festgestellt werden, wenn X*-> i, bei Zunahme von n 
(bei V* -> 0 ) und wenn die Funktion / {x) im rechten Ende des Ver- 
teilungsinterwalles verschwindet oder von der Ordnung a > — i 
nnendlich wird. 

Ebenso einfach ist die Untersuchung des Falles, wenn das Ver- 
teilungsinterwall unbegrenzt ist, wenn man bestimmte Voraussetztin- 
gen iiber die Ordnung der Kleinheit der Funktion / (x) bei unbe- 
grenzter Zunahme von x macht. 

Es sei, wie friiher, bei n“->oo oo , ^ = 0(t^)); die 

Funktion f{x) soil aber fur absolut grosse negative Werte von x 
durch den Ausdruck 

/(=•) =( 5 -) 

dargestellt sein, wo p > 0, die Funktion u (x) >0 und stetig, und 
dabei lim u (x) — c > 0 ist. 

;t-—► —00 

Wenn man annimmt, dass in diesem Falle 




( 52 ) 


ist, so kann man mit Hilfe der Formel (21) Wahrscheinlichkeit 
pi, ti] der Ungleichungen 

Xk + ti a/ <Xk<Xk + ff/ 


folgendermassen ausdriicken; 


Wn pi, /»] — I e~ 'i j; (i + Bn) 
D.t,) 


wo 


D(t) = 


<i>{Xk +t (Sk^ — Q {Xk) 
Xk 


— z 


( 53 ) 

(54) 


ti,<U und 8 n->■ d gleichmassig beziigUch <i, und <»{«-► 00 j 
Auf dem Wege derselben Brwagut^en, wie im vorhergehenden 
Falle, finden wir 

** 

u{x) d X 

'}*!»+p 



c + e» 



71 


wo 


und hieraus 


e« 0 


I Q ^ + Cn 

\XkP^ - 




(55) 


Wenn wir die Gleichungen (54) und (52) beriicksichtigen. so er- 
halten wir 

fSk ^ t ^ 

D{t) = t /(a;*+ 0 ^(J*') = * + e<CTO;(0<0<i) 

TA C 


Oder wegen (51) 


D{fi = t 


u{xk +^t ah) 




+ P 


156) 


Indem wir bemerken, dass -> — co und dass nach (52) 
und (55) A 


a* T* Q TA c + s« 

—- \Xk ;P = 

c ' 


|a;a 


Xa c P 


^zugleich mit ^st, finden wir (56) 


D {t) (0 , 


( 57 ) 


wo p» (/) -► 0, gleichmassig inbezug auf t. 

4 ^"‘Auf diese Weise gelangen wir auf Grund von (54) und (57) zur 
ScMussfolgerung 

UmH'.tf.,'.]- i 

00 y 2 TT 

Zu bemerken ist, dass die Grosse der Streuung 
. TA|ieA|'+P 


OA = 


TA 

I±1 
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wo 




I 

c 



.+_p 

p 


ist, nicht gegen Null zu konvergieren 


braucht, bei der Zunahme von n und k. 
Es sei, zum Beispiel p == i. 

In diesem Fall ist 


ak 




= lA* (!L; 

\\k- 


J)» 


Ist 


0 , so ist csk" -> 00 


m 


Auf ebendieselbe Weise kann man die normale Grenzverteilung 
atiqh in anderen Fallen feststellen, wenn die Funktion / {x), bei un- 
begrenztem Anwachsen von x, wie eine Exponentialfunktion e- 
Oder ^ * x^... u. s. w. abnimmt. Ohne diese Frage in ihrem ganzen 
Umfange zu untersuchen, woUen wir uns nur mit dem Falle befassen^ 
wenn die Anfangsverteilung der Grosse x selbst normal ist und 


/ (*) = -A- 7 (£■ (a;) = 0 , o = i). 

)/2 7t 

Es sei, wie friiher, Xa -->0 (A == 0{w) und unendlich gross). 
Man setze 


T* 

Ok = —- , 
f(Xk) 

wo Xk dutch die Gleichung 
I ** *• 

® (^*) = /= j e~'i dx = X* bestimmt wird. 

Offenbar ist it* — oo mit X* -> 0 . 

Es ist zu beweisen, dass die Funktion 

E{t)=t ^ ^ ~ 

T* 

bei ihrer Vergrosserung n gleichmassig gegen t strebt. 
Aus (59) und (58) folgt, dass 




/ (** + 6 / Ok) 

Jl^) 


^ - (610*)* 
6<o»** 


(58) 


(59) 


2 


(60) 
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ist. Die Grossen o* und a* I * | konvergieren aber gegen Null; 
denn 


T* _ T* [Xk] _l/ V* O (**) 

/ {Xk) X* / (i*) I' * — I 7 (^*) 


Andererseits ist bekanntlich 


® (*a) 


** 

I 7 —** 

— \ e 2 


< 


^ 2 




a;*! 


f{Xk) 

\xk\ 


Darum folgt auf Grand von (6i), dass 

(62> 

udn dass 

Ok j Xk j —^ 0 

and CT* -> 0. (63) 

Nach (63) und auf Grand von (60) folgt, dass 

E fj) = t pn (t) , ( 64 ^ 



WO pn (i) —► 0 fiir «—► 0 gleichmassig inbezug auf t in jedem 
endlichen Interwall. 

Hieraus erhalten wir fiir die Wahrscheinlichkeit 
Wn {ii, /a] der Ungleichungen 

Xk + ti Ok < Xk < Xk + t2 Ok , 


welche den Ungleichungen (13) Equivalent sind, hei Zi = E (ti) tmd 
Za = E (/a). 


lim W, [/i, <a] 

n —I ► 00 



V. 

Wir woUen jetzt den Fall untersuchen, wenn der Rang des Glie- 
des der Vaiiationsreihe (i) (vom Anfang oder vom Ende gezahlt) 
unverandert bleibt bei der Zunahme von n. In diesem Falle haben 
wir die Grenzgleichung (26). 
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Man setze 

^ k 

SO dass O (**) = 

n 

und a = O (3c* + ^ v) — O (^*) = D (t) (wo v eine positive Zahl ist, 
die wir spater wahlen werden), 

Ui — D {ti) , 111 ^ D (t2) ; (65) 

wir woUen'die Wahrscheinlichkeit Wn der Ungleichungen 

3ca + A V < AT* < i* + ^2 V (66) 

{ti <c /*) 

bestimmen. 

Es ist leicht ersichtlich, dass 



Y[<D {xk + ^v)] 


= Xk + ^ V 


ist; aus diesem Grunde sind die Ungleichungen (66) den Ungleichun¬ 
gen (22) aquivalent, und deshalb ist 

Wn [ti , U] = Wn [«I , at] , wo Wn [fli , 

die Wahrscheinlichkeit der Ungleichungen (22) bedeutet. 

Indent wir den Rang von k als konstant voraussetzen, konnen wir 
mit Hilfe der Formel (26) die Gleichung aufsetzen 


e-* Dth) 

Wn pi, <*] = - f e-* {x + k)’‘ + ^dx{i + 8n) (^) 

i (a) 


wo 8« -► 0, gleichtnassig inbezt^ auf ti und Da jedoch n = 


O (**) 


ist, werden wir dem Ausdruck D (/) (64) folgende Form geben : 



<!>(** + < v) 
® (**) 



( 68 ) 
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Wenn wir fiir waclisendes n (bei konstantem k und bei entspre- 
chend gewahltem v) finden, dass 
+ t v) 

iigend eine bestimmte Funktion von t vorstellt, so warden wir attf 
Grand von (68) erhalten, dass 


■ q {t) , (gleichmassig inbezug auf t), vio q {£) 


lim D (t) — k (q (t) — i) 

H 00 


ist, und auf Grund von (67) 

lim W„ pi , ti] = , f e-^ (x + A:)* ^ dx . (69) 

•->« 

Nehmen wir zuerst an, dass das Verteilungsinterwall von links 
beschrankt ist, so dass d) (a;) ~ 0 fiir x < I, und dass die Wahr- 
scheinlichkeitsdichte in der Form 

f (x) = (x — /)“ M {x) dargestellt warden kann, wobei 

a > — I und « (/) >0 ist. 

k 

Offensichtlich ist- 0 und Xk-^l. 

n 

Wir setzen v = Xk — I (70) und wollen den Limes des Ausdracks 


<Jf[Xk+t{ik-l)] 

-OW*) 

fiir Xk—yl 

Nach der I’Hospitalschen Regel erhalten wir 


suchen. 


lim <^\xk+t(xk — /)] _ f[xk + f (I + i) _ 

= lim (i +/)» + « = (! +<)»+«= y P). (70) 



Folglich ist in diesem Falle atif Grund von (68) 

g-k *[(i+•<•)*+«-i] 

lim Wn [h , U] = wj:- f e-^ {x + k)’^-^dx 
k* (i 4. (x) *' 

■■■ •- - p-7^— f «- * (»+ 0'(i -I- tyk -i)(^ + (x) + «dt (71) 

r («) ^ 

hierbei ist 


Wn [ti .U] —W [Xk +ti{Xk - 1) <Xk < Xk + tk {Xk — /)] 

und i > — I . 

Nun wollen wir annahernd die Werte der mathematischen Er- 
wartung und der Streuung der Grosse Xk in unserem Falle bestimmen. 
Aus dem, was friiher bewiesen war, folgt, dass 


/. 


p.<^Xk - Xk 

( Xk —" I 


** (i + a) 




— I 


(l -I- /)(*-»)<*+a) + a= 


I 

r (k) 


I 


(72) 


L 


p\Xk — Xky^ 
^{Xk-l\^ 


(i 4- a) 

■“rW“ 


• 4 * 00 


— X 


(I 


(I i off + oi t* dt — 




2 


— 2 


r(A) ' 


r (k) k 


z 

I + a 


+1 


(72O 


Ausserdem erh^t man leicht auf Grund analoger Erwagungen 
wie in Abschnitt IV, dass 


Xk—l-\- 


.« u{l) J 


(73) 


Aus (72) und (73) folgt 


E {xk) — — Xk 4“ (xk 11 


I + 


I +a 


\nnU[l) 


I 

x + a 



(74) 
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Ebenso folgt aus (73). dass 



(75) 


Im ?pezialfalle, wenn a = 0 ist, wird die Funktion / {x), fur 
X — I, von Null verschieden und / {%) — U (x) sein. Die For- 
meln (73), (74) und (75) ergeben 

^ 


E {Xk — Xk)* = 


/» ( 1 ) • 


Dabei haben wir auf Grand von (71) in diesem Falle 


lira Wh [it, 

n —^00 


k ^ 

/•«-*< (I + 

r(k)i 


(76) 


Folglich hat in diesem Falle die Grenzverteilung die Form einer 
Pearson’schen Kurve vom Typus III mit dem Mittelwert M, der 
Mode Mo, der Streuung a und der Assymmetrie y. welche nach fol- 
genden Formeln bestimmt werden 


M 




Mo = / + 


k — i 
n / {/) 




(77) 


Untersuchen wir, z. B., die Verteilimg des absolut kleinsten 
Fehlers ci in n Beobachtungen. Unter der Voraussetztmg, dass die 
Fehler e ein normales Verteilungsgesetz haben, so dass 


2 h ^ 

W[\s\< x] = f e~ d X 

r 71 0 
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/ W = e- *•*•;/ (0) = fZ = 0 , A = l) 

K TT K 7t 

ist, werden wir nach den Formeln (77) feststellen, dass 

Tl/f 

* 2 hfi 

ir. 

CTS. = 7— 

* 2 /!« 

W [e. — ikf,^ < Z ffej = I — . 

Nun wollen wir die Verteilung des Gliedes x„-k+z (des ^-ten vom 
Bade) der Reihe (I) betrachten, indem wir k bei zunehmenden n 
als konstant annehmen, und das Verteilungsinterwall als von rechts 
begrenzt, so dass O (it) ~ i fiir x < 1 %. Nehmen wir ausserdem an, 
dass die Wahrscheinlichkeitsdichte / {x) folgende Forme besitzt 

/ W = —•'«■)“« (^) 

wo u [x) eine stetige Funktion vorstellt und u (h) > 0 ist. 

Auf Grund der Bemerkung, die wir am Ende des Abschnittes I 
gemacht haben, genugt es zur Feststellung der Grenzverteilung 
von XH-k + i, die Verteilung des Gliedes Xk zu untersuchen (wobei k 
konstant ist und -«—► 00 ), in der Variationsreibe zu der Grosse — x, 
die in unserem Falle die Wahrscheinlichkeitsdichte 

= (a> —I) 

besitzt. 

Bestimmen wir die Grossen Xk' und Xn-a+ 1 aus den Gleichungen 

k _ ife _ 

— = I — O (— ,1;/) I-= d) (a:„ _ A + t) . (78) 

n ■ n • 

Bs ist offenbar 

Xn — A + I Xk . 

Aus der Gleichung (8) folgt 

V»_ A I- j [Xn - A + I 4- Z (Zi —Xh - k + i)] = I — Vk l^Xk' ~~ t (Zi + AfA^)] (79) 

(Z < I) . 
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I/aut (76) haben wir 


lim — + 5 *)] 

n—^00 


(i + a) *7' . 

: — J ‘ 0'+*(i +/)(*-!) (i+a)+a^/^ 


tind folglich auf Grand (79) 


lim W„' [*»_» + !< x„^k + z + i(li — a:»_ * +,)] = 

l»—^00 


= lim F« , 

ft—00 


(l + a) 

^V{k)~ 

k'’ (i + a) 

r(^)” 


j g- *(« -l <)'+“ 
—/ 


^ (^1 Xn — k + 1 )] — 

(l + <)(*--*1 {» + a) + a^/ _ 

(r — /)'*“ ” " ' . 


(80) 


Die Mathematische Erwartung E (xn - k + x) und die Streuung fm- 
den wir mit Hilfe der Formel (10). 

Auf dieselbe Weise konnen wir die Grenzverteilung fiir die Glie- 
der Xk und Xn-k + i bei Konstanten k auch in andere Fallen bestim- 
men, indem wir das Verteilungsinterwall unbegrenzt voraussetzen 
und eine gewisse Ordnung fiir das Abnehmen der Funktion / (*) bei 
I * I —► 00 postulieren. 

Die Verteilungskurven der Grenzverteilungen erh^t man durch 
eine gewisse Transformation der Kurve des III Typus von Pearson. 

Wir wollen hier genauer nur den Fall betrachten, wenn die Aus- 
gangsverteilung selbst normal ist 


/ (a;) = e~ V (E {x) = 0 , c = i) 

|'2 7 t 

In diesem Falle wird Xk durch die Gleichung 


A __i 



a dv 


bestimmt, und offenbar ist a:* -> — so fiir « -> 00 . 



So 


Indem wir ebenso wie friiher voigehen, finden wir den Limes fiir 
den Ausdruck. 

t 




bei der Annahme, dass v 


Xh + r-- 

P*l 

O («*j 

I 




ist, und dass Xk 


00 


Mittels Anwendung der I’Hospitalschen Regel erhalten wir mit 
Leichtigkeit 


lim 

h —= 




Km 

Xk —c 

<• 


/ (a;*) 




= lim e (i*)* A + - c' = ^ (t) 


(8i) 


Folglich haben wir auf Grund von (69) 


lim Wn 

n —W 00 


tr 

\xk\ 


tz 


Xk + 7 - T < + T^T 

\Xk : 




r(^) 


j e- * {x + k)'' - ^ dX 


k — X) 


kk 

— — / c~ ^ ^ ^ ^ d t 

r{k)r 


(82) 


Die mathematische Erwartung und die Streuung (wie auch die 
^nderen Momente) von Xk konnen annahemd bestimmt werden. 

Auf Grund von (82) ist 

kk +00 

/. = £[|;r*j (j;* —^*)] S - - j e-t d t ^ 


If Y, r'(^) 


•IgA 


kK W 

It—E \xl {Xk — Xk)*] S “ - j 6-'“* +'‘* dt = 

' ' —00 

A* r(A) r'(A) 

/ — 2 IgA +lg*A . 


r(A) 


r(A) 


r{A) 
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Hieraus folgt 


/. 




T’{k) 

V{k) 

I rr(A) r'»(^) 


^ = £(,.) = « + ™ + (^ _ ,g , ) ■ (83) 


r [k) p (ft) I ■ 


{84) 


Im Sonderfalle, wenu ft = i ist, erhalten wir fiir die Verteilung 
des kleinsten Gliedes Xi, der Reihe (i 1 

xO^ = E{x,)^x, {85) 

(wo c = 0,577215 ... die Euiersche Konstante bedeutet). 

= = ^ ,88, 

WO x„ aus der Gleichung 

^ == ,7"— f dx — ~ (87) 

)/2Tt ^ " 

bestimmt wird. Ausserdem haben wir auf Grund von (32) in diesem 
Falle 


lim W„ 

n —W 00 




tz 


Xt + r- T < a:, < %, + T-- 


!*m 




je->* +*dt=-e-‘“—(r-‘*'{ 88 ) 


Demnach 


lim 




et 


( 88 ') 


Auf Grund (8) ist die Grenzform der Verteilung des maximalen 
Gliedes Xn leicht zu ermitteln *. 


lim Vn 


t 

*» + -1^ 


= 1 —UmF,^«x —= ‘ (89) 


(•) Vergl. Bruno db PinbMI. SvUa Ugge di probability degli estremi. 
« Metron» V. IX, No. i, 1931, p. 127-138. 





J. O. IRWIN 


Tests of Significance for differences between 
percentages based on small numbers* 


If we wish to compare the significance of the difference between 
the percentages of marked individuals in two samples it is usual to 
compute the standard error of the difference from the formula 

where the samples contain respective!}’^ Wi, nz individuals and p is 
the proportion of marked individuals obtained by combining the 
two given samples. This method gives the same result as applying 
the X* test to the corresponding fourfold table, and may be used 
without serious error when the expected numbers in any cell of the 
fourfold table are greater than 5. 

But it is a matter of some little difficulty to know how to treat 
pairs of samples in which this condition is not fulfilled ; three possible 
methods suggest themselves. For the sake of definiteness let us 
suppose our data when arranged in fourfold table form are as follows : 


(♦) This paper was concluded in May 1933, but its publication has been 
unavoidably delayed. Meanwhile a paper dealing with the same subject, 
in some respects more completely, has been published by F. Yates (“ J. Roy 
Stat. Soc. " Suppl. I, 2 p. 217). Yates' correction to the usual method of 
calculating x*/ consists in deducting one half from the deviations between 
observed and expected frequencies. The effects of applying it is shown in 
Table X of this paper, it will be seen as a rule to give good agreement with 
method (3) at the critical levels. 
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Marked 

Not Marked 


Sample I . 

. . a 

b 

3 , 6 

Sample II . 

. . C 

d 

c d 


a + c 

b+d 

u h c d 


and let us suppose-- >-- 

« + 6 c -\-d 

ox b c > ad 


This is really no restriction as it could always be effected by 
suitably arranging the table. 

(1) We could suppose our sample sizes a -\-b and c + ^^ to be 
fixed but allow our other marginal totals to vary from sample to 
sample, we could then enumerate the (a + ^ + i) {c + d i) pos¬ 
sible tables subject to this condition and work out from the exact 
binomial expressions the probabilities of each table arising by chance 
from a universe in which there was a proportion p of masked indivi- 

a + c 

duals. We could then take-;-— as our estimate of p, 

a+6+c+d ^ 

and calculate the probability of getting a table as improbable as, 

or more improbable than that observed. This procedure, however, 

would be impracticable owing to the large number of tables to be 

enumerated. 

. , a + c 

(2) We might take--- - as our estimate of p and 

a + 0 + c + a 

work out the probability that Sample I should contain h or more 
unmarked individuals and sample II, d or less, i. e. 



The disadvantage of this method is that it does not account for all 
the tables which are less probable than that observed, for example 
if we consider the following table (considered in detail below) 
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Table I. 



Marked 

Not Marked 


Sample I . . . 26 

2 

28 

Sample II . . . 61 

2 

1 63 

87 


91 

the percentages of unmarked individuals are 7.14 

per cent and 3.17 


per cent, respectively, a difference of 3.97 per cent. Method (2) would 
give us a probability of (i —28 p^'^q —/>**) x (p^^ +^ 3 p^q + I953 
87 

p6i q2'^ p — . _ gm.]j a table as 



Table II. 




Marked Not 

Marked 


Sample I . 

• • 3 

25 i 

28 

Sample II . 

• • 51 

12 ; 

63 


54 

37 

9 i 


which makes the difference between the two percentages 89 —19 = 70 
per cent, is less probable than that observed, but would not be 
taken into account in the calculation, method (2) therefore gives 
odds which are rather too low and significance would tend to be 
overestimated. 

(3) We can suppose all the mai^inal totals to be fixed, it is then 
easy to enumerate all the possible tables which can arise work out 
the probability of each and thence to deduce the probability of a table 
arising by chance as probable or less probable than that observed. 
The process can best be illustrated by numerical examples. 

Example (I). — Suppose we have the following fourfold table. 

Table III. 

Markt'd Not Marked 


Sample I . . . 2 4 

Sample II . . . 6 0 

8 4 


6 

6 

12 


We may estimate the proportion marked by /> = — = — 

12 3 
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Suppose we now take samples of fixed size (6 each) from a universe 
in which p is the probability of a marked individual, the chance of 
getting 8 marked and 4 unmarked individuals is "C4 />* q* and we 
may easily enumerate the fourfold tables which fulfil this condition 
by supposing r individuals in sample I to be marked, when the cons¬ 
titution of the table is easily seen to be 



6 —r 

6 

00 

1 

r —2 

6 

8 

4 

12 


All possible tkbles are then obtained by giving r integral value from 
2 to 6. 

The chance of obtaining the above table is evidently 
K,p’ X ^Cs-,p^-' q'~» — ^Cr X *C8 -tp^ q* 

We thus have the following probabilities for the possible tables. 

2 ®C 2 X *C6 P^ q* - 15 p^ q* 

3 ^Cj X ®C3 » » = 120 » » 

4 *C4 X *C4 » » = 225 » » 

5 *Cs X ®C3 » » = 120 » » 

6 X ^Ci » » = 15 * " 

Total “C4 ^ = 495 q* 

Thus if r = 2, the chance of a table arising with as small or a smaller 

number of marked individxials in sample I is ^ 

495 33 

and the chance of an equally probable or less probable table arising 
30 2 

is-= — . These two probabilities are respectively .030 and .061. 

495 33 

From the fourfold table we find 

X’ = 6 X = 2-4495 

and the corresponding probabilities are .007 and .014. Thus the 
ordinary test would considerably overestimate the significance. 

27 54 

If r = 3 the corresponding pfobaWlities are — and — or .273 and 

99 99 
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.545 while the x* test gives 

X* = 1.5 X = 1-225 

and the two probabilities are .110 and .220. Here both tests would 
agree in giving a non-significant result, and the difference between 
the two tests is relatively smaller than when r = 2. For r — 2, 
method (2) gives a probability of .009. 

Example (II). 

As another example we may take the table 


Tabie IV. 



Marked 

Not Marked 


Sample I . . . 

10 

2 

12 

Sample II . . . 

4 


12 


14 

10 

24 


Here the expected numbers are 5 or greater and we might ordinarily 
use the x* t®st. The possible tables are obtained from the follow¬ 
ing schema by giving r the values from 2 to 12. 


Marked Not Marked 


r 

12 —r 

12 

1 

K 1 

1 1 

i 

H 

r — 2 

12 

14 

10 

12 


The probabilities are "C, x 

r == 2,3 ,.12. 


and we obtain the following values. 




Tabus IV-«. 


r WCf X «C,4-r 

2. 66 

3 . 2.640 

4 . 32.670 

5 . 174240 

6 . 457380 

7 . 627.264 

8 . 457-380 

9 . 174.240 

10. 32.670 

,ii. 2.640 

12. 66 


Total. 1.961.256 = “♦Cio 

The chance of a table arising with a number of marked indivi¬ 
duals in sample I as improbable or less probable than 10 is 

therefore = 018 

1.961.256 

and the chance of any table as improbable or less probable than the 
observed one is .036. 

The X* test gives x* — 6.1714 
X* =- 2.484 

and the two probabilities are .007 and .014. Thus even here the x* 
test exaggerates the significance but both tests would agree in giving 
a significant difference if we took the five per cent level of significance. 
Method (2) gives a probability of .005. 

It is to be noted that in this process we have only used samples 
giving the same estimate of as that observed ; on the other hand the 
only assumption made in using the x* test, in addition to the normality 
of the distribution of cell frequencies is that in each sample the 
expected frequencies are estimated from that sample. 

Not to have kept constant the marginal numbers of marked 
and unmarked individuals would approximately have squared the 
number of possible tables to be considered and rendered the process 
impracticable; further this procedure would not be comparable 
with the X* test either, since we have two degrees of freedom instead 
of one. 















The process can at once be extended to the case when the two 
samples are not of the same size. In this case we have the following 
schema : 


a + h —s s 

c —b + s b + d —s 

-f- c b d 


u b 
c d 

u b c d 


The probability of the above table arising will be 

" + X ^ -f rf - 5 

a 4 6 c I ^ 


if we suppose the marginal totals fixed. 

We may then give s all values consistent with the frequencies 
being positive, and discuss any case we wish, s must clearly be smaller 
than or at most equal to the smaller oi a + b and c d and can be 
zero if c —& is positive or zero, but cannot be less than b —c if 6 —c 
is positive. 

As illustrations we may take the following three tables, giving 
the number of cases of measles prevented and not prevented by the 
use of convalescent serum in each of two different schools. 

Example (III). 

Tabi^e V. 


Prevented Not Prevented 


School I . . . 

26 

1 

2 i 

28 

School II . . . 

61 

2 1 

63 


87 

4 ! 

91 


The possible tables may be enumerated by giving s the values 0, 
1, 2 , 3 , 4 in the following schema : 

28 —s s 28 

59 + s 4 —s 63 

87 91 

The chance of a table with any particular value of s will then be 
given by dividing the corresponding entry in column 2 of Table Va 
by the total of that column. 



Table Va. 


■90 


a«C, X « 3 C 4 -, 


O. 595665 

1 . 1.111.908 

2 . 738234 

3 . 206.388 

4 . 20.475 


z.(yjz.fyjo = *‘C4 

The chance of a table as improbable or less probable than that 
observed is therefore: 

= .,84 

' 2.672.670 

We have x* = -7264 x = -8523 

and the corresponding probability is .394. As already noted above, 
method (2) would give us a probability of 

(I —28 p'f q—p*^) + 63 q + 1953 q^) 

with p — .9560. The numerical result is .166. 

Example (IV). 

Table VI. 

Prevented Not Prevented 


School I . 
School II . 


16 I 

13 o 

29 I 


17 

13 

30 


Here we only have two alternatives; our schema is 


17 —s 

s 

17 

12 -f- S 

I —s 

13 

29 

I 

30 


and s can either be 0 or i. 




Table Via. 

VC, X » 3 Ci_, 


o. 13 

I. 17 


30 
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and the obsexved table is the most likely that can occur ; the chance 
of a table as unlikely or less likely is therefore i.oo. 

We have x’ = - 79 ^^ X — -8894 
and the corresponding probability is .374. 

Method (2) would give (i — p'^) = .282. 


Example (V). 


Table VII. 

Prevented Not Prevented 


School I ... 

79 

3 i 

82 

School II . . . 

56 


63 


135 

10 

145 

s can take the 

values 

© 

H 

. 10 in the schema. 

82 —s 


5 

82 

53 + s 


10 —S 

63 

135 


10 

145 


and using Tables of I,og. F {x), we find the following values for 

^.0 ■ 

Table Vila. 

s (•»€$ X 63 c 10 — 5)/‘«C.O 


0 . .0002 

1 . .0024 

2 . .0156 

3 . 0594 

4 . 1442 

5 . -2327 

6 . .2530 

7 . .1831 

8 . 0844 

.0224 
.0026 


9 

10 


Total . . 


i.oooo 
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and the chance of a table as improbable or less probable than that 
osebrved is .103. 

We have x’ = 3 0818 X = ^- 75 ^ 

and the corresponding probability is .080. Method (2) would give us 



with p . 9310 ; the numerical result is . 025. 
Example (VI). 

Table VIII. 



Prevented 

Net Prevented 


I . . 

67 

2 

6g 

II . . 

76 


88 


143 

14 

157 


Here all the expected values are over 5 and the x“ test could be used ; 
the example is, however, included because the x* test gives a siginh- 
icant difference and the comparison between the three methods is 
therefore of some interest. 


Using method (3) s can take value from 0 to 14 in the schema 



69 —s 

s ! 

69 




74 + s 

14 —s 

88 




143 

14 ! 

157 


and we 

find 

the following 

values for —^ 

X “C. 4 - 

s 




Table VIII«. 




S 

(69c, X »C,4- 

,)/*57 C14 S 

(« 9 C» X 

®®Cx4 — «)/*^Cx 4 

0 

. 

.0002 

8 . . 

. 

.1298 

I 


.0024 

9 • • 


.0636 

2 


.0138 

10 . . 


.0227 

3 


.0480 

II . . 


.0067 

4 


.1118 

12 . . 


.0010 

5 


.1839 

13 • • 


.0001 

6 


.2207 

14 . . 


.0004 

7 


.1962 

— 






Total . 

, , 

1.0000 
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The chance of a table as improbable as or less probable than that 
observed is .031. 


r = 5490 

X = 

2.343 

and the corresponding probability 

.019. 

Method (2) gives 


-j£ 

W-0 

“C, 

with p — .9108, the numerical value of this expression is .004. 

Example (VII). 



Finally we may consider the following example in which not 
all the expected frequencies are greater than 5 but in which the y* 

test gives a significant result. 



Table IX. 


Marked 

Not Marked 

Sample I . . . 18 

3 

21 

Sample II . . . 129 

4 

133 

147 

7 

154 

Using method (3) s can take the values from 0 to 7 in the schema 

21 —S 

S 

21 

126 + s 7 

— S 

133 

147 

7 

154 

and we find the following values of 


(»Cs X '"C, 


5 

(“C, X 

» 33 C 7 _s);* 54 C 7 

0 . . . 


•3505 

I . . . 


•4057 

2 . . . 


.1902 

3 • • • 


.0467 

4 . . . 


.0065 

5 • • • 


.0005 

6 . . . 


.00002 

7 . . . 


.0000003 


1.0000 
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The chance of a table as improbable as or less probable than that 
observed is therefore .053. 

We find X* = 5 3169 X = 2.3058 

and the correspcmding probability is .021. Method (2) gives: 

S S p^33-'qr'^ 

with p — .9545, the numerical value is 018. 

We may summarise the results as follows: 

Tab^e X. 

Proiability of as improbable or a less probable 
result arising by chance. 



Usual Method * 

Method (2) 

Method (3) 

Table III ... 

.014 (.066) 

.009 

.061 

Table IV ... 

.014 (.038) 

.005 

.036 

Table V ... 

.394 (.766) 

.166 

•584 

Table VI ... 

•374 {— ) 

.282 

I.OOO 

Table VII .. . 

.080 (.154) 

.025 

.103 

Table VIII . . . 

.019 (.039) 

.004 

•031 

Table IX ... 

.021 (.082) 

.018 

•054 


Method (2) gives results which are undoubtedly too low; in 
all these examples, except the first and last, method (3) would give 
the same result as the usual method, if we used the 5 per cent level 
of significance. 

When, as in Table III the numbers in all cells are small the 
non-approximative method should be used, but if samples are of 
reasonable size (say giving 30 individuals or more when clubbed 
together) and there are small frequencies (i. e. yielding expected 
frequencies < 5) in one or two cells owing to the percentage of marked 
individuals being 90 per cent or more, we shall seldom be misled by 
applying the usual test and taking the i per cent level of significance, 
that is to say taking a difference between the two percentages exceed¬ 
ing 2.6 times the standard error as s^nificant. 


The figures in brackets show the results of applying of Yatbs’ coirection. 







CABI.OS E. DIEUEEFAIT 
Generalisation des courbes de K. Pearson 


Dans la methode de Tschebychew, pour interpoler les donn 4 es. 
(Xi ; yi) {i = o, I, 2 , . . . . n.) au lieu d’utiliser les developpements. 
courants du type: 

(1) f (x) = ao + UiX + at X* + .... ak x'‘ 
on les substitue par une s^rie de polynomes : 

( 2 ) / (*) =-ao Po (x) + ai Pi (sc) + . . . . + oLkPh (sc) 

qui ont la propriete d’etre orthogonaux dans le champ on sc< est con- 
sider 4 et que nous designerons par to. 

D’orthogonalite des Po (sc) , Pi (sc) , . . .. revient k imposer la 
condition: 

, 3 , 

II y a interpolation, c’est h dire on a : / (sc<) = yt si k = n pour 
* = 0 , I , 2 , . . . . Dans les cas courants d’ajustement Ton a : 
^ » et la determination des param^tres a* de la (2) se fait par. 
la metliode des moindres carres, c’est k dire que; 

S« = S — / (* 0 ? soit minimum. 

6 > 

Pour cela Ton doit avoir : 

^ =0 s = 0 , 1 , 2,.... ^ * 

d OLs 
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d’oi: 

(5) S [y< — / (^.)] P, (xi) = 0 

CD 

mais k cause de la (3) on arrive facilement k la 

S yt Ps {Xi) 

qui met en evidence I’independance de chaque coefficient par rapport 
aux autres, de faqon de pouvoir augmenter le degre de I’approximation 
donnee par {2) en conservant tous les calculs faits auparavant, ce qui 
n’etait pas possible avec le developpenient (i). 

ly’avantage de la methode de Tschbbyschew est une question de 
simplification, mais au point de vue speculatif la determination d'un 
developpement (2) reste toujours d’une valeur empirique. 

Dans beaucoup de questions quand on dispose d’un ensemble 
de mesures {Xi ; yt) relatives a un phenomene, il est possible de con- 
naitre une function ou loi approchee 9 (x) telle que 

= 9 (xi) + ei ; « 0 

avec I’exactitude de la loi 9 (it) et avec amelioration des techniques 
d’observation. Tel est un des cas de I’ajustement de diverses distribu¬ 
tions des frequences dans la methode du Prof. K. Pearson. 

Mais souvent, malgre la haute discrimination de cette methode, 
les valeurs si empfechent de se contenter de la function 9 (*<). On a be- 
soin de pousser I’approximation plus loin. Da generalisation des cour- 
bes de Pearson repond a ces faits et sa resolution devient une question 
facile quand on se place en face du problfeme theorique qui implique 
une generalisation de la methode de Tschebyschew. 

Au lieu du developpement (2) pour ajuster les donnees (x<; y«) 
posons: 

(6) / (*) =s 9 (x) [i -I- p, Ft (x) + p* Fa (*) +-+ p* F* (;t)] 

•9 {x) etant la loi du phenomene. 

Si cette loi etait suffisante pour interpoler les paires {xi; yi) alors 



97 


on aurait = 0 pour s=i,2,3,.... ce qui laisse voir le rOle 
correcteur des coefficients. 

On peut dans la (6) maintenir la meme simplification apportee 
par TscaiBBYSCHBW dans la determination des coefficients. Pour cela 
on imposera aux Fs (x) la condition d’etre orthogonales avec la fonc- 
tion 9 {x) prise comme noyau, c’est k dire : 

(7) S 9 {X) Fs {x) Ff (*) j J ® ® { 

II suit de la (7) que les calculs des ps de la (6) qm assurent la con¬ 
dition d’un minimum pour 

= S y™ — s ps Fs {Xi) ' 

« Lr w **) ‘ 


s’obtiennent par la 

ILyiFs (xt) 

(t) 

II reste k voir comment on peut constniire effectivement ces 
fonctions F, [x). 

On peut arriver a cette generation des Fs {x) en g&ieralisant le 
procede trouve par V. Romanovsky et que nous allons reprendre en 
le developpant par une autre voie (*). 

Soient les polynomes Aq {x) , Ax (x) , A2 {x) , . , . , 
etant 

(9) ^« (^) = 8s. o + 85. X ^ + 85. a ^* + ... * + S5. s a;* . 

Nous posons: 

(10) Fs {x) = As {x) — i 4 s 1X (x) avec Fo {x) — Ao (x ). 


(*) V. Romanovsky. «Comptes Rendus. Academic des Sciences». Tome 
181, pag. 595. V. aussi « Biometrika ». Vol. XIX pag. 93. 

V. aussi C. DiEUifEFAiT. «Anales. Socied. Cientffica Argentina», 
Tome CXV, pag. 23. 
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condition (7) appliquee de proche en proche conduit, pour de¬ 
terminer F, (x) an systeme 


S <p (x) Ft (x) .As(x) = S <p (x) F, (x) As -, (x) 


pour / = o , 1,2 , .. . . (s — i) et avec les s + i inconnues: 8».; pour 
/ = o , 1,2,3 ,-s. 

On pent fixer une de ces 8 s. y apr^s quoi on calcule les autres. On 
a ainsi une des solutions pour le systfeme (ii) et alors As (x) est 
determine et par suite d’accord 4 la (10) on a F* (x). 

Parmi les valeurs que Ton pent donner k une des (s + i) inconnues 
on peut prendre partout S*. *. = i pour ^ = o , i, 2,3 , . . . . s. et 
alors on obtient la formule: 


(12) 


S — X 


Fs (X) = - 2 

l-o 


2 <P (x) . X* . F; (x) 

2<p(x)F*(iT' 

Ci> 


. Ft (x) -f- x‘ 


qui est preciseraent la generalisation de celle qui a ete donnee par 
V. Romanovsky. 

II est evident que Ton pourra substituer aux 2 des / prises dans 

0> 

I’intervalle de variation des x ; etant aussi toujours possible de substi¬ 
tuer les bases x‘ par des fonctions convenables 6* (x) ce qui arrivera 
si au lieu du polynome intermediaire (10) on part de : 


As (x) — 8s . o do (x) -f- . I 01 (jc) -}- 8s. j 0* (x) "1- 8$ . s 0s (x) . 


II suffit maintenant d’appliquer ces raisonnements aux courbes 
de Pearson pour obtenir leur generalisation. Nous considerons les 
types V et VI que nous croyons n’ont pas ete etudies. 

On sait que la courbe VII ou de I/APEACE a ete developpee par 
Chareier et que c’est M. Romanovsky qui a resolu le problkme pour 
les courbes I, II et III en employant des methodes differentes k celles 
que nous exposons ici (*). • 

Soit <p (x) la courve V de Pearson (**). 

(•) V. Romanovsky. « Biometrika ». Vol. XVI, pag. 106. 

(**) W. P. Eederton. Frequency Curves, etc. pkg. 94. 
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( 13 ) 


<p (x) = yo.x-p .e ^ avec * | ^ | 


I 


avec yo = --—- 


. En appliquant la (12) on a: 


F^{x)=- 

F.(x} 


p — 2 

t 


+ X 


2 y 


(.P —3) P —4) (P — 4) 


Fs(x)=-- 


+ 


X + X^ 


3 y* 


3 Y 


(p—4)(p — 3)(P — (>) (p — 5)(p — (>) (/» — 6 ) 

et en general; 

(:)r— 


(14) 


F« {X) = S (—!)“ + ■ 


X^ . 


n (p-i) 

>■ =x n + s + I 


Pour determiner les du developpement 
( 15 ) f(x — 9 (x) [I + ai (%)+... + oLs Fs (Af) + . . .] 
on tient: 

/ /(x)- Fn ( a ;) d X 


(16) 


an 


/ 9(x)-Fl(x)dx 

o 

et si nous indiquons les moments experimentaux par : 

P; • == r x^ .f(x)dx 

O 

en tenant compte de la (14), le numerateur de la (16) s’ecrit: 


S (—I) 


n 4. s 


• p. 


n (P-j) 

;—»+*+I 


+X^ 




Dans la methode de Pearson les param^tres de (13) ont ete 
d^termin^ de fa^on a avoir: 

(19) X* = [ju pour s = I . 2.3 et 4 . 

Mais en calculant sur la (18) on trouve: 

= TT-T 

ii> — 2 ) 

(P — 2) {p — 3) 

5, ^_ t _ 

(^ — 2 )^ — 3 ) (/» — 4 ) 



et en g 4 n 4 ral; 


'« «+1 

n {p- 1 ) 

/ — 2 

Mais en vertu de la (19) la {17) pourra s’ 4 crire: 


CCn=j- S (—l)- + » 


pour :^=i.2.3.et4. 
Mais comme : 


n (p—f)n{p — r) 

f mm n -h s + 1 r—a 


2 (-!)»■ 


an 5+1 

n (p — j) S (p-r) 

j*=n + s+ i f m>i 


ce que I’on voit immediatement par induction, il resulte que : 

(20) <x» = 0 pour « = I . 2.3 et 4 

et en particulier pour toute valeur de (i) par laquelle on aura; 

= h 

A cause du resultat (20) le developpement (15) se reduit 

/ W = 9 (*) [I + as F, (a:) + 06 F6 (*) + ...] • 

Nous allons generaliser maintenant avec le mime procedi^la 
courbe (VI) de Pearson qui est: 

1 u I 

(J, (x) = Jo. (x — a)«a. X- «i avec x variable < \ (•) 


au-tt+i B (q» + I ; qi — qi — i) 


d’otl: 


(*) W. P. SXiDERTON. Loc. cit. pag. 74. Je dois le divdoppement pour 
cet tTpe VI & mon ancienne dive Mile. Gotilde Bula. 
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J; (x) = -^—;-^ -- {X — «)*• . X~^' 

^ ' a»* - «■ +» r (?, + i) r (qt — qt — i) 

les fonctions orthogonales avec ce noyau calcule selon la (12) sont: 


Po (x) = I 


a (g. — I) 

(?* — 9 ^ — 2) 


ft „) = ii-jri.l!?' - , + .. 

(?* —’ 9» — 3) (?« — 9 * — 4) (?«— 9 * — 4) 

«t en general; 


Pn{x)= 2 + -** 

*-» n (q.-9^-l) 

I a= n + * + I 


et pour les coefficients du developpement on aura: 




, ) n {q, — f) a” - * (X» 

+ i_ 

n (?. — ?» — /) 

/ —fi + A -f X 


etant: 


{1* = / f{x)x’‘dx 


Hn = f r(x)Pl(x)dx 


„ —I) 

~---- , ij 

(?i — qz — 2 )» {qt — ?a — 3 ) 


- ^ -. {q, + I) (j, + 2) 

(?I — — 2) (?, — Ja — 3)» (j. —^a —4)» (?, — ?a —s) 
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et en general: 


« / «* " n {qi — /) 

i-i 


»- = TrTT-- n (». + ,) 

n (^i ““ 5^2 — s) n (5^1 — (J2 ^ 

«»*2 /mH + I 


Mais pour la determination des param^tres de la (^) on a dd 
faire: 

fjt* = X* pour A = I . 2.3 et 4 

avec: 

Xk — f (x) x’‘ d X 

a 

qui donne : 

a {qr — I) 

At — , . 

{qi — — 2) 

^ ^ a* (qt — I) {qt — 2) 

(?I — Ja — 2) (qi — ?a — 3 ) 

et en general: 

a* n (?»— i) 

> __L”‘_ 

n (ji ^2 

Ana 

et alors: 

pour n = 1.2.3 . et 4 


on aura: 


n 

«,=— s (-1)" + * 

kimO 


( 1 ) n (ga-,-) n (9.-0 

\^/ /-A -f t __ 

an A + X 

n (qt—qt — l) n (qt — qk — r) 

/nn-fA + x r-a 
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mais etant nulle la summatoire il se suit que : 

a» = 0 pour « = I , 2.3 et 4 


d’ou : 


/ (^) = T (X) [I + aj Ps (X) +X6P6(X) + . . .] . (•) 


(♦) Apr^ avoir pr&ent^ cet article 4 la Redaction de iMetron# j‘ai 
pris connaissance que M. Romanovsky avait donn^ aussi entre autres les gd- 
ndralisations ici traitdes. Sa mdtliode diffdrente 4 celle que nous cxposons, fait 
partie d*un procddd que nous avons appeld mdthode ddrivative et qui est moins 
gdndrale que le procddd direct que nous avons suivi. Le lecteur pourra consul- 
ter 4 cet dgard notre memoire Conttibution d Vitvde de la thSorie de la corrdla- 
tion « Biometrika i. Vol. XXVI, pag. 379, et pour le mentionnd article de 
M. Romanovsky, voir «Atti del Congresso dei Matematici di Bologna*, 1928. 



HANS KOEPPIvER 


Das Fehlergesetz des Korrelationskoefiizienten 
und andere Wahrscheinlichkeitsgesetze 
der Korrelationstheorie 


Zu den seltenen Darstellungen der Korrelationstheorie gehoren 
zweifellos jene des wahrscheinlichen und des mittleren Fehlers, mit 
dem der Korrelationskoeffizient behaftet ist. Die meisten Lehrbii- 
cher begniigen sich mit der Angabe, dass der wahrscheinliche Fehler 
im Korrelationskoeffizienten 

0.6745 M = 0.6745 Z- (I) *) 

betrage. Dabei bedeutet M den mittleren Fehler, der, nach der 
Formel 

□D 

AD = • / e-"*** .r = —- 


♦) Nebeii, diesem Wert fiir den mittleren Fehler des Korrelationskoeffi- 
zie^ten, welcher die weiteste Verbreitung gefnnden hat, wurde von Pearson 
noch der Wert 


atLfgestellt. Wie sh^h dieser ^i^ibt, kann z. B. aus dem Werk von CooijDGE 
;(s. a. a. O., pag. 134 u. f., § i Das Fehlergesetz) ersehen werden. Bernstein 
(s. a. a. O.) bemerkt, dass Fisher den Wert 


aufgestellt hat. 


2 
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berechnet wird. 


^ ^_ S jx.y) 

j/S (*») S (y^) 

den Korrelationskoeffizienten und n die Zahl der Beobachtungspaare. 
Der rechts vom Gleichheitszeichen stehende Ausdruck der Gleichung 
(I) wird z. B. in einer Fussnote auf pag. 182 des sehr unterrichtenden 
Referats von Dr. Karl E. Ranke i) gegeben, aus dem auch schon 
hervorgeht, dass Pearson 2) diesen Ausdruck aufgefunden hat. 
Auch in der kleinen Einfuhrung, welche W. Betz 3) geschrieben hat, 
findet man den obigen Ausdruck mitgeteilt und kann aus dem der 
Schrift beigegebenen, sehr reichlialtigen Ditteraturverzeichnis wie- 
derum ersehen, dass der angegebene Ausdruck auf Pearson zuriick- 
zufiihren ist. Femer findet man den mittleren, bezw. den wahr- 
scheinlichen Fehler des Korrelationskoeffizienten wolil auch mit 
Riicksicht auf den beschrankten Raum ohne Herleitung angegeben 
bei W. JoHANNSEN 4), Felix M. Exner 5), P. Riebesell 6), C. H. 
Forsyth 7), G. Udny Yltle 8), W. Palin Elderton 9), Robert 
Wilbur Burgess 10), Felix Bernstein ii), R. A. Fisher 12), 
C. V. L. Charlier 13), Rietz-Baur 14), der in einer Fussnote auch 
auf Tschuprow 15) hinweist. Eetzterer leitet aber den mittleren 
Feliler fur normale Korrelation auf andere Weise her, als es hier ge- 
plant ist. Ueber das Verfahren von Tschuprow geben auch die Bu¬ 
cher von Baur 16), G. Darmois 17), R. Risser et C.-E. Traynard 
18) Aufschluss, die diese Berechnungsweise teils kurz, teils ausfiihr- 
lich behandeln. Es gibt noch eine stattliche Zahl neuerer in Deutsch¬ 
land, Frankreich und Italien erschienen Dehrbiicher, die wohl im Hin- 
blick auf den theoretischen Charakter die Fehlerberechnung fiir den 
Korrelationskoefi&zienten unberiicksichtigt lassen. Dagegen fallt 
in dem beachtenswerten Werk von Wilhelm Wirth ig) die ausfiihr- 
liche Berechnung der verschiedenen Fehlerarten der Korrelations- 
theorie auf, die durch Bearbeitung der Darstellungen Pearsons 
entstanden ist. Ohne die Vorbildlichkeit der Pearson 'schen Be- 
rechnungen oder ihrer Wirth' schen Bearbeitung irgendwie kri- 
tisieren zu wollen, glaubte der Veifasser dieses Aufsatzes keine 
miissige Arbeit zu voUrichten, wenn er sich die Aufgabe stellte, das 
Wahrscheinlichkeitsgesetz des Fehlers im Korrelationskoeffizienten 
und einige verwandte Fehlergesetze nach den sonst in der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung und in der Fehlertheorie ublichen Methoden 
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zu berechnen. Dabei ergaben sich aber, wie die nachstehenden Atis- 
fiihrongen zeigen, verschiedene Abweichungen von den gebranchli- 
chen Darstellungen. 

Unseren Betrachtungen schicken wir den folgenden Satz voraus, 
der eine Verallgemeinerung einer in der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
haufig gezeigten Aufgabe' 20) ist. 

Besteht die Fehlerfunktion 

U = Cl Xi + Ci X2 -h Cj Xi , 

in welcher Ci, Cj, Cj drei bekannte KoefiRzienten und Xi, Xt, X3 drei von 
einander unabhangige Fehler sind, und unterliegen diese drei Fehler 
dem gemeinsamen Gesetz 

ib 

P {Xi, Xi, X3) d X, dXi dxj = - - e- ^ <*■ > ** ’ d Xid Xtd x^ , 

in welchem 

f(xi,Xi,x^ — aiiX\ +aiiX\ + a^^x^ + 2 flu a;, Xi + 2a,3XtX} + 


und 

Uil Uj2 U13 I 

2) U12 ^22 ^23 “ ^ii ^22 ^33 -- ^22 -^^33 ^*2 ^ ^^3 ^23 

^13 ^23 ^33 


ist, so hat das Gesetz der Fehlerfunktion « die bekannte Exponential- 
form 


P{u) du = 


H 

-r= e-'^'^'du. 

u 


Die Prazision H hat dabei den Wert 



in welchem E den Ausdruck 


E = («M fljj — fl.j) c\ + (Ah da — fljj) c\ + (fl„ fl« — flJa) c\ + 

-f* 2 (fli3 fljs ~”flij <*33) Cl Ci 2 (fli2 fl23 fli3 flja) Ci C3 

2 (fli3 flx3 —“fl33 flxi) Ci C3 
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bezeichnet. Mit der Darstellung eines einfacheren Falles dieser 
Fehlerfunktion hat sich der Verfasser 21) schon friiher einmal beschaf- 
tigt. Man gelangt zu diesem Fehlergesetz, indem man z. B. die 
Variable Xi mittels der aus der Hnearen Fehlerfunktion u abgeleiteten 
Gleichung 

Xi = {u —Cj Xt -C3 .V3) 


aus der Exponentfunktion / {xi , Xi, Xj) eliminiert und so die neue 
Exponentfunktion 


/ (u , X2 , Xi) ^ “i" —{®n ^2 “h ^ ^2 "h 

< c* 

+ («„ c\ + a33 cl —2 a 13 Cl C3) xl + 2 — {an c. —ai2 C2) u Xt + 

+ 2 4 (a,3 Cl—an Cj) «a:3 + 2 {anCiCi—an c.Cj—^13 CjC2 + a23 O atjJTj = 

= riii M* + ^22 a;’ + ^33 a;* + 2 24 i 2 m a: 2 + 2 rii3 « ajj + 2 ri23 a;2 at, 
herleitet. Die Exponentialfunktion selbst hat man mit — zu mul- 

Cl 

tiplizieren, weil man nunmehr nicht nach Xi , sondem nach u zu in- 
tegrieren hat, und ^ du zw, setzen ist. Die Integration einer 

Cl 

Exponentialftinktiofi mit dem vorstehenden Exponenten erfolgt in 
der Weise, dass man die Funktion / (m, a:2 , x^ ztm^chst auf die 
Form 

Eo w* ~f“ (El %i E2 a^ 2)* "1“ (E3 w -f” E4 Xz “h E5 X3)* 

bringt und die Koefiizienten Bo, Bi, B», B3, B4, Bj nach der Methode 
der unbestimmten KoeflSzienten ermittelt. Nach einigen Betech- 
nungen findet man sodann, dass Bo den Wert annimmt: 

J 1 J»~ (■^“■^«-^33 ■^M '^33 -^ 4 * 3^22 - AljAii + 

D' 

Azz A33 -^ 4*3 


"t" 2 An A13 A13) 
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in welchem Z)' die Determinante der Funktion f {u , X2, x^) bedeutet. 
Setzt man die Werte der Koeffizienten A{k ein, so findet man nach 
einigen Umformungen 


D 

D' = “ - und folglich Bo = 


D 


Cl 


-A\^) 


Nach X2 und x^ integriert man, indem man 


Bi u + B2X2 = y 


, mithin 



BsU + B4X2 + Bi x^ ^ z , mithin d x^ ^ ^ d z 

B5 

setzt. Mittels der hier libergegangenen Werte fiir B2 und B^ findet 
man 

B2 Bj — |/ A22 A^^ — A^^ . 

Der KoeflBzient C der Exponentialfunktion 

C 


nimmt nach der beschriebenen Berechnung den Wert an : 

I ^ ^ 1 /_ ^ _ 

7^3/* Cl Bi Bi ^*^ 71 I' ^22 '433 *4Jj 

Durch eine einfache Berechnung findet man, dass 


'4 22 '4 


33 


-.4 


as 



sodass sich, wie vordem angegeben, 


C = 



und 


Bo = 


D 

¥ 


ergibt. Man kann auch die Methode des Diskontinuitatsfaktors zur 
Darstellung dieser Fehlerfunktion verwenden, wenn man das dreifa- 
che Integral 

1/75 eo * « 

J_ f J f e- ' d Xi d Xt d = I , 

71*/*-«B — <- 



welches die Summe aller Wahrschemlichkeiten darstellt, mit dem be- 
kannten Besselschen Diskontinuitatsfaktpr 

iu * 

- / e~ *» + 2: ^ 

2 7t Loo 

dessen Eigenschaften hier als bekannt vorau^esetzt werden sollen, 
multipliziert (•). Darauf forme man zunachst den Exponenten in 
der Weise um, dass man 

P(u\du=^-^ -f f f e-9‘-9t-9id(pid<p,d<pi. 

2 7t ? - 


erhalt. Dabei ist 

(Pj = A2 X2 A" A^ -f* Bi i)^ 

<p* = (A4 X2 A i x^ A- B2 iy 
9* = (^6 x^ + Bs iy 
a = B\+Bl+B\, 

Die Koeffizienten Ai , A2, A^, A4 , A^ , A^ und Bi, B2, B^ wer¬ 
den nach Auflosung der Quadrate <pj, 9^» 9 $ Zusammenfas- 
sung der Glieder mit denselben Unbekannten durch Gegeniiberstel- 
lung mit der urspriinglichen Funktion 

/ [xi , X2 , Xs) + Cl z Xi i A- C2Z X2 i + c^z i 

ermittelt. Diese Transformation wird librigens schon von BienaymA 
22) in allgemeinerer Weise gezeigt. Im Verlaufe der weiteren Berech- 
nungen erhalt man den bekannten lyaplaceschen Integral-Ausdruck 

/ V , d u ? E . 

P{u)du= -/ ^^^*dz, 

2 n J 


(♦) Binen aiialogen Fall fiir zwei Variable behandelte der Verfasser in 
seinem Aufsatz Die Berechnung des jdhrlichen Risikos schwierigerer Versiche- 
rungsarten, welcher in den c l^tteilungen der Vereinigung schweizerischer 
Versicherungsmathematiker», ii. Heft, Bern 1916, erschienen ist. 
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welcher auf den eingangs angegebenen Ausdnick fiir das Differential 
der Ifehlerfunktion P (u) du fiihrt. Unter der Voraussetzung, dass 
das Fehlergesetz P («) bekannt ist, gestalten sich die folgenden Be- 
rechnungen recht einfach. Seine Darstellung hier vorauszuschicken, 
diirfte im Hinblick auf den Umstand, dass in der bekannteren Litte- 
ratur, wie schon angedeutet wurde, nur das Gesetz der Fehlerfunktion 




aus dem Produkt der Integrale 


hihihx... <*> 


f e d Zif e **•**• d Z2f «"*’•**• d z^. . . = i 


. Tt . 7t . . . — 

ab^eleitet wird, wohl berechtigt erscheinen. In diesem Fall wird die- 
Prazision der Felilerfunktion P (u) bekanntlich nach der einfachen 
Formel 



berechnet. Fine erweiterte Anwendung dieses Satzes hat der Ver- 
fasser in dem Aufsatz “ Zur begriindenden Darstellung des femeren 
Risikos verwickelterer Versicherungsformen ” 23) gegeben. Ueber 
die zuerst angewendete Methode bei der Integration der Funktion 
e- 2 «<**< ** geben z. B. Prof. K. Hattendorff 24), Prof. Dr. Dien- 
GBN (wenn man den Kosinus = i setzt) 25), Prof. Czuber 26I und Prof. 
DiNDEtOF 27) Aufschluss. Fine elegante Transformation der Funk¬ 
tion / (Xz, Xt, X3) zwecks Integration nach x^ und Xj zeigt auch Prof. 
WirrsTEiN 28). Fin neueres Werk, das diese Integration bespricht, 
ist jenes von Prof. I. L. Coomdge 29). Ferner kann man sich iiber 
diese Integrationsmethode auch mit Hilfe des Aufsatzes von WiLLBRS,. 
“ Korrelation zwischen drei Veranderlichen ” 30) unterrichten. Die- 
selbe Zerlegung der Funktion / {xi, Xi, x^ findet man iibrigens bei 
G. Darmois ((s. a. a. 0 ) auf pag. 252 und bei R. Risser et C.-F. 
Traynard (s. a. a. 0 .) auf pag. 228; doch bt sie dort dem Zweck 
entsprechend nicht vollends durchgefuhrt. 

Die Wahrscheinlichkeits- oder Frequenzfunktion fiir ein Paar zu- 
sammengehoriger Abweichungen x und y von ihren Mittelwerten. 
welche aus einer ausreichend grossen Anzahl n von Paaren zu einander 
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gehorender Abweichungen herausgegriffen ist, wird, wie atis den 
Xvehrbuchem der Korrelationstheorie zu ersehen ist, bei Normalver- 
teilung Oder sogenannter normalen Korrelation in der Form 


P {x,y) dxdy - e z(i-^r*) {eV \ d x dy 

2 TT 6162 Vi — r ^ 

dargestellt, in welcher 

6 ;- .„d 

n n 

die arithmetis^en Mittel der Quadrate aller Abweichimgen und 

61,2 
61.6a 


den schon in anderer Bezeidinung erwahnten Korrelationskoeffi* 
zienten darstellt. Abweichend von der englischen Bezeichnungs- 
weise bedienen wir uns fiir den Mittelwert der Produkte x , y der sonst 
nicht iiblichen Bezeichnung 

S{x,y) _ 

- — 61,2. 

n 


Unsere nachste Aufgabe soli es sein, das Fehlergesetz der drei 
Fehler Ai, A*, Ai, j darzustellen, mit denen die Mittelwerte 61, 
6a, 61, * behaftet sein konnen. Wir wollen uns dabei der bekannten 
Methode der wahrscheinlichsten Hypothese bedienen und das Pro- 
dukt der Wahrscheinlichkeiten samtlicher Beobachtungspaare 


n P{xi, y<) =-^- 

(2716163)" (i— 


_ _* » 
a(i—r*)) '6». 


ar 


S(*.y) sw 4 

6,.6, 6*. t 


unter Fortfassung der Differentiale 
nen dieses Produkt in der Form 


<1 

n dxidyt 


bilden. 


Wir kon- 


1 


O (61, <1, jSi , •) 



schreiben, wenn wir setzen : 
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12 (6,, 6j, 61,») = « Z« (61 62) H- ln{i — y») + 

2 


+ 


2{i—r^)i 6 * 


SS(«.) 


61 62 


Bei Beriicksichtigung der Werte von 61,62,61,3 liesse sich 
der dritte Ausdruck der rechten Seite noch zu n*' vereinfachen. 
Warum dieses aber nicht geschehen darf, werden wir sogleich dartun. 
Sind namKch 6' 61 + Ai , 6' = 62 + A2 , 6' = 61, 3 + Ax , 3 die 

wahren Werte, so wird der genaue Exponent von e lauten: 


n 


ft (6,, 6^ , J + n/w 6' + — /w (i — + 


_I_1 ■S jx^) s (y^ ) 

2 (I — r '^) I 6;* 6 / 


2 r' 


6; 6 


S (^ . y) . 


Nach der Theorie der wahrscheinlichsten Hypothese ist aber die 
Wahrscheinlichkeit, dass unter alien mcglichen Werten von Ax, 
A2, Di,2 grade diese Fehler auftreten, naherungsweise 


P (Ax, A2 


Alia) — 


0 — ^ (Ax»A2» Ax»2) 

00 

Iff Ai , A2 , <Z Ai , a 

— OP 


Hat man Y (Ai, Aa, Ai, a) hinreichend genau bestimmt, so liefert 
das Integral des Nenners die Vorzahl der Exponentialfxinktion der 
Fehler Ai, Aa, Ai, a. Den Exponenten der Fehlerfunktion finden 
■wir aber, wenn wir die Funktion Y {6i + Ai, 6a + Aa, 6t, a + At, a) 
nach dem Taylorschen Satz in die nach dem zweiten Grade abge- 
brochene Reihe 


£2 (6i , 6a , 6i, a) “I" Y (Ai , Aa > Ai , a) — 12 (6i , 6a , 6i, a) -|- 

dci ^ aQ ^ d£2 ^ 

+ ~ Ai + Aa + x-r- Ai , a + 

0 Ox 0 62 0 Oi, 2 


+ 


a»i2 a* 12 a. A A . 


L a6j ■ a 6; 

a* 12 


a 61 a 6a 


+ 2 


a 61 a 61, a 


a>i2 
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entwickein, so dass, wie die Berechnung zeigen wird, T (Ai, Aa, Ai,») 
den zweiten Differentialquotienten der Reihenentwicklung darstellt. 
Die Berechnung der Differentialquotienten von £2 erfolgt mit Hilfe 
des an erster Stelle angegebenen Originalausdrucks i 2 (6i, 6,, 6,, 
Zum Schluss moge dann S {x*) — n6*,S (y*) == » 6*, 5 (.v. y) = « 6i, * 
gesetzt werden. Diese Berechnungsweise fiihrt zu den gleichen 
Ergebnissen, wie wenn man die Ableitungen von Q (6^ , 6' , 6 \ ,) 
bilden wiirde, sodann 6' in 6i, 6' in 6,, 6' ,, in 6t,» iibergehen 
liesse und damit auch gleichzeitig den Grossen 6j, 6a, 6i, a ihre be- 
kannten Werte beilegen wiirde Man erhalt auf diese Weise 


da _ 

n 

n r 

2 

2 « 


« (l - 

— 2 r*) 

9 6x 

6, ^ 

6, (i - 

-r*) 

6, (i — 


61 (l 

— r*) 

9 D 

n 

n f 

-2 

2 nr^ 


11 (l - 

— 2 r») 

9 6a “ 

6a ^ 

6a (l - 


62 (i — 


6a (l 

— r») 

9£2 


n 

_ 1 

2 nr* 



n r* 

3 6i ^ 2 

~6:. 

a (I — 


6. , (I — 

7 ^) 

6i, a 

(I — 


n nr^ — r^) » (3 + 2« 

f>\ 6\ (i —^ 6* (i — r^y 6’ (i — r^y 

n n (3 — r^) n (3 + r*) 2 n 

^ ~ (I - r^y efd = 7 ^* ^ 6* (I -TT* 


« r* (i + r*) 2 « r* (i + r^) nr* (i + r*) 

6J,a (I (I —(i —r*y 


d*Q 
d(>\ 

d*Q 
5 6J,a 
d*Q 

d 61 d 6a 

d*n 

9 6, d 61, a 

9 6a 9 61, a 6a6i,a(l — r*)* 6a 6i, a (l — T*)* 6a 6i, a (l — f*)* 


2 nr* 


+ 


^nr* 


2 nr* 


6i 6a (I —r*y 6, 6a (I — r*y 6. 6a (i — r*)* 

2 nr* 4»r* 2 nr* 

6.6.,a{i —6,6..a (I —6, 6.,a (i — 


2 nr* 


4 M r* 


2 nr* 


und folglich 

Y (Ai , Aa > Ai, a) = 


n 


_^ r*{i+r*) a;, a 

{I—r*y\6l 61 2 6? 


I. a 


Ai Ai Ai Ax , 2 Aa At , 2 

+ 2 -2 /'*- 2 - 

6x 6a 6x 6x , a 6a 6, , a 
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Die Determinate dieser Funktion liefert den Wert 
^ m 3 r* (i — 

(I —. 2 6J . 6* b\ ^, 2 (i — b\ 6* J 

sodass das Nennerintegral den Wert 

I 7 u 3/2 (I -6i . 62 . 61,2 

\ D m 3/2 r 

und mithin die Vorzahl der Exponentialfunktion den Wert 

m 3/2 . r 

^ 2 61 . 62 . 6, , 2 (l - ^ 2 ) 3/3 

annimmt. Wir kennen nun das bisher wohl nur selten dargestellte 
gemeinsame Gesetz der Fehler Ai, A2, Ar, 2. 

Wie beilaufig bemerkt werde, kann dieses Gesetz dazu dienen, 
die Gesetze der Fehler Ai, A2, Ai, 2 unabhangig von einander dar- 
zustellen. Hierzu hat man, wie eingangs gezeigt wurde, nur das Qua¬ 
drat der Prazision 


^ I ^ II /122 ^433 —^433 — A\^ A 22 A\^ 24 ii + 2 ^ 4 12 24 i 3 A2^ j 

zu berechnen, indem man flir die Unterdeterminanten Dk die Werte 
setzt, wie sie fiir die Berechnung der Fehlerwahrscheinliclikeitsftmk- 
tionen von Ai, A2, Ai, 2 zu waiilen sind. Auf diesem Wege findet 
man fiir die Quadrate der Prazisionen der Fehlerwahrscheinlichkeits- 
funktionen von 


Ai 


A2 


Ai , 


2 


D. = A^ 




Dj = All A- 


D, 


= Alt A1 


-AU (Z)3 = A„) 


und folglich 


hl = 


n 





n 

2 6*,, (I 


Die letztere ist bisher wohl nur ganz selten dargestellt worden. 
Um die Fehlerfunktion des Korrelationskoeflizienten zu berech¬ 
nen, bilden wir nach dem Taylorschen Satz die Naherungsgleichung 


dr dr ^ ^ * 

f' = r + Ai + Aa + Ai , 2 , 

d Oz d O3 d Oz, 2 


S* 




bei welcher alle den ersten Grad iibersteigenden Fehleipotenzen ver- 
nachlassigt worden sind. r' stellt den angenaherten wahren Wert des 
Korrelationskoeffizienten r dar, sofem die verbesserten, den wahren 
Werten naher kommenden Werte 

6j — 6i + Ai 6^ = 62 + Aa 6j ^ j = 61,3 + Ai, a 

bestehen wiirden. Fiir den Fehler im Korrelationskoeflizienten er- 
gibt sich aus der vorstehenden Naherungsgleichung die lineare Feh- 
lerfunktion 


Ar = r' —y = 


Y Y 

67 ^’ 


Al y 2 I 


Jetzt sind'alle Grossen bekannt, um die Prazision des Gesetzes 
zu bestimmen, welchem der Fehler A, des Korrelationskoeffizienten 
unterworfen ist. Fiir die eingangs naher beschriebene Determinan- 
tengrosse E finden wir 

n* y’ (i — y*)» w’ y* 

""(i-y«)4 6l6\6l, 

und erhalten nun fiir das Quadrat der Prazision des Fehlergesetzes 
von Ar: 

D n 


= 


2 (i —r^y 


Anstelle der Funktion (61,6a, 61,») kann man auch die mit 
ihr gleichbedeutende Funktion £2 (61 , 62, r) betrachten und sogleich 
das Exponentialgesetz der Fehler Ai, Aa, Ar herleiten. Dabei darf 
man dann aber den Korrelationskoeffizienten r nur als Funktion der 
Grossen 6i, 6a ansehen. Aus den vorhergehenden Berechnungen 
erkennt man auch, dass die Fehler At, A*, Ar voneinander unab- 
hangig sind, weil der den funktionalen Zusammenhang bewirkende 
Fehler At, a bei dieser Entwicklung nicht in Erscheinung tritt, was 
ztu* Folge hat, dass man Ar zunachst als konstant ansehen kann. 
Die Entwicklung nach dem Taylorschen Satz gestaltet sich unter die- 
sen Voraussetzungen wesentlich einfacher. Unter Beriicksichtigtmg 
der Grenziibergange erhalt man leicht 

dQ nr 2nr nr 

----.j---— Q 

Or I—y* I —y» i—y» 
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dSl n n 

b 6i 6i 6t 

dQ n n 

d 63 63 63 


9* Q « (i + r») 2 « (i + 3 y®) 

9 /-® (i—r®)® (i—f®)® 


4 « r® « (i + r®) 
(1 — r®)® ~ (I — y®)^ 


9®Q 

Jef 


» (3 -2 f®) » (2 

6 y^(T- 7 y 


—>± 
—V®) 


9®Q 
9 6 f 


n « (3 — 2 f®) 

6® 6y(i-.®y 


« (2 — r®) 
6 * (I — r®) 


9®fl 2 «r* Mr 

drd 6 ,~ 6 x (1 — r®) 6 . (i — r®) ~ 6 . (i — r®) 


3^ fl 2nr^ nr nr 

drd ~62 6 , (I — r®) 63 (I — r®) “ 63 (i — r®") 


9® Q I / 2 ft r®\ »r® 

9 61 9 63 2(1 — r®) \ 61 62 / 61 63 (i — r®j " 


Fiir die der Funktion 'F (Ai, As, Ai, 3) entsprechende Funktion 
T (Ar, At, As) erhiilt man mithin den Naherungsausdruck 


T (Ar . Ar . As) 


n I 4- r® 2 

--^4- 

2(i-r®)Ll-r®^ ^ 



+ 



2 r 

Ar Ai-- - Af As 

o. 


2 r® 

6x 63 


A. As 


der sich auch etgeben hatte, wenn Ai, s aus T (Ai, As, Ai, 3) mittels 
der Fehlerfunktion Ar eliminiert worden ware. 

Diesen Ausdruck haben aber auch Pearson und Filon {s a a 0.) 
tmd Wirth (s. a. a. 0.) auf andere Weise ermittelt. Setzt man in der 
Funktion T (Ar Ai, As) fiir die Koeffizienten der Reihe nach A,,, 
-^23 > 2^33 > > ®4 i3 > -^23 > so weiss man, dass das Quadrat der Prazi- 

sion des Fehlers Ar nach der Formel 
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}{2 — —-I All Azz As 3 —Ajg A33 —Al A22 — Al^ All + 

-j- 2 A12 A13 A 23 1 

zu bereclinen ist, und gelangt zu dem Wert 

n 

H- = -- . 

2 (i —r^Y 


Nach der bekannten Formel 

2 


findet man fiir den mittleren Fehler im Korrelationskoeffizienten den 
schon eingangs angefiihrten Wert 



Wird das eingangs beschriebene Gesetz der linearen Fehlerfunk- 
tion als allgemein bekannt vorausgesetzt, was es allerdings nicht ist, 
nnd beriicksichtigt man dass unsere Ausfiilirungen sicli mit zwei 
Darstellungen des Gesetzes des Fehlers im Korrelationskoeffizienten 
und einigen Abscliweifungen beschaftigen, so diirften diesen Unter- 
suchungen die Eigenschaften kurz und einfach zu sein, wolil zuerkannt 
werden. Zweifelsohne haben sie aber den Vorzug, einen guten und 
unterrichtenden Einblick in die besprochenen Fehlergesetze zu ge- 
wahren. 
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AND MORTIMER SPIEGELMAN 

The Construction of Life Tables by Correlation 


For a number of years past the Statistical Bureau of the Metropol¬ 
itan Life Insurance Company has prepared, as a matter of routine, a 
series of life tables representing the mortahty experience among 
its Industrial policyholders. It was understood from the beginning 
tliat this experience, taken from a group numbering many millions 
of persons, would afford an index not only of the mortality in the 
entire industrial population, but also, indirectly, of the mortality 
in the general population of the United States. 

How accurate this index is, was not, however, full}' realized 
until recently, when, for the purposes of a more extended study which 
will appear in book form, an investigation was made of the correlation 
between the mortality at specified ages among the Industrial policyhol¬ 
ders on the hand, and the corresponding mortality in the general 
population on the other. This investigation revealed so close a 
relation that it has been found actually possible, from a life table 
constructed on the basis of the mortality among our Industrial 
policyholders, to prepare a corresponding table for the general popu¬ 
lation, which has distinct value as a preliminary table imtil the 
official figures of the Census Bureau become available. 

The application of the new method has thus many advantages. 
In the first place, Federal mortality and population statistics do not 
become available until two or more years after the period to which 
they relate. Statistics of deaths and exposure among the policyhol¬ 
ders of the life insurance company are available currently. The 
method illustrated, therefore, enables us to obtain advance informa¬ 
tion regarding the trend of longevity in the general population. 

Another advantage of the method is as foUons. During postcensal 
periods, in computing age-specific mortality in the general population, 
we are forced to rely upon estimates of the population classified by 




122 


color, sex and age. In past decades estimates of this kind proved 
fairly satisfactory. But the task has proved particularly difficult 
in the present decade, owing to the rapid decline that has taken place 
in the birthrate. An independent method of computing the life 
table characteristics is therefore of special value. 

The method is best described by means of an example. In ta¬ 
ble I, following, are shown the values of qx for age x = 22 , for a 
succession of years, 1920 to 1930, according to 

A) the experience among w^hite males in the Death Registra¬ 
tion States of 1920 ; and 

B) the experience among the white male policyholders of the 
Metropolitan lyife Insurance Company, Industrial Department. 

From the data in columns A and B, the correlation coefiicient 
and the regression equation between tlie mortality qxt in the general 
United States population and among the Industrial policyholders 
of the Metropolitan Life Insurance Company was computed. Tlie 
correlation was exceedingly close, the value of the coefficient being 
.982 ± .oil. 

The regression equation by which the mortality q'22 in the United 
States is determined from that among the Industrial policyholders 93a is 

q^i — *5462 q22 + 1-552 (l) 


Tabi,k I. 


Chances per t,ooo of Dying within One Year after Attaining Age 22 
among White Males in the United States Death Registration 
States of 1920, and the Corresponding Chances among White 
Males in the Industrial Department of the Metropolitan Life 
Insurance Company, 1920-1930, 


YEAR 

United State 
Death 

Registration 
States of 1920 

M) 

Metropolitan 
Ifife Insurance 
Company 
Industrial 
Department 

CB) 

YEAR 

United States 
Death 

Registration 
States of Z920 
{A) 

' 

Metropolitan 
Eife Insurance 
Company 
Industrial 
Department 
{B) 

1930 .... 

3-41 

3-30 

1924 . . . 

364 

3.89 

1929 .... 

363 

3.81 

1923 . . . 

3-79 

3*94 

1928 .... 

3.60 

371 

1922 . . . 

3.59 

3.97 

1927 .... 

3.40 

3-59 i 

1921 . . , 

3.75 

4.15 

1926 .... 

363 

3-56 i 

1920 . . . 

4 - 94 * 

6.16 

1925 .... 

365 

3 - 8 i j| 





U. S. 


Life Table (Foudray) 1919-1920. 











Thus, for example, the mortality at age twenty-two among 
the white male Industrial policyholders being 3.18 jyer 1,000, in 1931, 
we find for the corresponding mortality in the general population 

q'22 ^ .5462 X 3.18 + 1.552 

= 3-29 (2) 

In this way, forming a separate regression equation for everv* 
age required, the values of q'x for the United States population 
were computed for quinquennial ages 7,12 .. . 72, and also for ages 
I, 2, 3. 4. 

For age zero, the experience of the Metropolitan Life Insurance 
Company for obvious reasons does not furnish adequate data. In 
their place infant mortality rates as observed in New York State 
(excepting New York Cit}') were enqdoyed as the basis of the cor¬ 
relation. 

At ages seventy-five and over, also, adequate data are not 
obtainable from the experience of the Industrial Department of the 
Metropolitan Life Insurance Company, because Industrial policies 
become paid up at age seventy-five and the data readily available 
are those relating to policies on which premiums are currently being 
paid. At ages above 75, however, approximate data will suffice, 
since we are dealing with only about one third of the life table 
cohort. Actually the values of qx from the life table of the previous 
calendar year, 1930, were simply accepted for 1931. Tliis is the more 
permissible since at these higher ages there is usually relatively little 
variation from year to year. The use of data for 1930 is particularly 
advantageous, inasmuch as it was a census year, for which data are 
known with greater accuracy" than for other years. 

The values of qx ha\’ing been obtained as indicated above for 
every fifth year of life and individually for the first five years of 
life, the construction of the complete life table can now be effected 
by any one of the established methods, such as that of King or of 
Jenkins. 

We present herewith in Table II a set of life tables for the United 
States in the years 1930, 1931, 1932 and 1933, computed b}^ the 
method described above. The table for 1930 was prepared by the 

* These rates for New York State become available in provisional form 
shortly after the close of the current year, and long before the Federal data. 
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way of a test, to ascertain how nearly it agreed with a table prepared 
directly from the mortality statistics and the population census in 
the United States (Registration States of 1920). A glance at the 
figures shows that the correspondence between the figures of the 
“ direct " life table and that computed by correlation for the year 
1930 is very close indeed so far as the expectation of life ej is concern¬ 
ed, and is also very good as regards the values of 9,. For example, 
at age one the expectation of life as computed directly from Census 
data is 62.22 3"ears; as computed by correlation method, 62.31 
years. At age 12, the corresponding values are 53.22 years from 
Census data and 53.42 years by correlation. At age 62, the figures 
are 35.86 years from Census data, 36.07 by correlation. At age 62, 
the figures are 13.50 from Census data and 13.63 by correlation. 
Making a similar comparison regarding the value of qx, we note at 
age one the figure of 9.00 from Census data as against 9.10 by cor¬ 
relation ; at age 12, 1.51 from Census data, 1.56 by correlation; at 
age 32, 4.29 from Census data and 4.54 by correlation ; at age 62, 
31.30 from Census data and 29.71 by correlation. All these agree¬ 
ments are most satisfactory. Only at age 0 is there a more consider¬ 
able divergence in the values of qx, namely 61.05 from Census data 
and 63.26 by correlation. It will be remembered that at this point 
data from our Industrial experience are inadequate and New York 
State data had to be used as a basis for the correlation. 

In the column of survivors, lx, the agreement may seem at 
first sight rather less close, as for example, at age one, 93,895 from 
Census data and 93,674 by correlation. But it must be remembered 
that, following the usual custom, the entries here are given to five 
significant figures, and that fair agreement in the first three figures 
is all that can reasonably be expected, and is quite sufficient to give 
a very good idea of the course of the 1 % curve. In graphic represen¬ 
tation on any ordinary scale, the two lx curves would be practically 
indistinguishable. 

The correlation ubthod applied directly to the expecta¬ 
tion OF LIFE. — In the description above the usual procedure has 
been followed of building up the life table on the basis of the qx column. 
This involves two steps, first the computation of the values of qt by 
correlation, and second the complete process of preparing a life 
table from the values of as a basis. 

If the main object in view is to determine the expectation of 
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life el at successive ages, or at any particular age, such as age zero, 
then the work can be very greatly reduced by applying the method 
of correlation directly to the already computed values of dj of the 
Metropolitan experience. Or, better still, the method of correlation 
can be applied, not directly to the values of ej, but to the deviations 
of these values, in successive calendar years, from a trend line passed 
through the series. Thus, in Table III, there are exhibited the series 
of values of ^ for the 3'ears 1921 to 1930 for the United States (line 
designated as A in the table) and for the Industrial policyholders of 
the Metropolitan Life Insurance Company (designated as J 5 ). A 
straight line trend* was put through each series of such values at every 
tenth year of life. The deviations from these trend lines were found 
and are exhibited in Table IV, which also gives the trend line equa¬ 
tions. These deviations were then made the basis of a computation 
of the correlation and regression equation. Thus, if we denote by 
S' the deviation from the trend line in values of e® for the United States, 
and by 8 the corresponding value among the Industrial pohcyholders, 
we have a regression equation, at age 20 for example, 

8' == .7746 S . ( 3 ) 

If, now, the value of e® for the United States white males at age 20 is 
desired for the year 1933, for example, we may first find the point 
B* in the trend line corresponding to an observed value of == 45.24 
in the Industrial insurance experience. Thus 

= 43 5756 — .0427 X (1933-1925) (4) 

= 4323 


We therefore find that 

8 = 45.24 — 43.23 = 2.01 . (5) 

Similarly, for the corresponding point A' on the trend line for the 
United States data we have 

A' = 45 9722 — .1362 X (1933-1925) = 44.88 . (6) 

Now by equation (3) 

8' = .7746 X 2.01 = 1.56 . (7) 


* The years 1921 to 1929 were included in computing the trend. 
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To the trend value. A', we add S', so our estimated value of ^ is 
44.88 + 1.56 = 46.44. 

It is evident that the three equations (3), (4) and (6), can be 
combined into a single equation. For example, 

A — (45-9722 — .1362 /) = .7746 { B — (43.5756 — .0427 /)} (8) 

where t is the time in years dated from a zero at 1925. 

Or 

A = 12.218 — .1031 1 + .7746 B . (9) 

In Table III, the single equation thus obtained is shown for eveiy^ 
tenth year of life. 

The results of the computation of in this way are exceedingly 
good, as seen in columns (12) to (14) of Table III. For example, at 
age zero the expectation of life computed directly from the observed 
mortality in the United States in 1930 was 59.39, as against 59.60 
computed by correlation tlirough the Metropolitan Life Insurance 
Company data. At age ten, the tw’o corresponding figures arc 55.07 
as against 55.06. At age 20, 46.08 as against 46.03 ; at age thirty 
37.57 as against 37.46, etc. throughout the table. It will be seen that 
the agreement is almost perfect, except at age zero, and even there the 
discrepancy is small. 

It is worth repeating that these results have been obtained 
without actually computing a new life table, tliis metliod differing in 
respect from the one first described. 

If values of at every age of life are computed, it is also possible 
by the aid of well known relations between the several life table 
functions, to compute the other columns of the life table. The method 
described, however, probably has its chief utility in the computation 
of abridged tables setting forth only values of ej at selected ages. 

CONCWSION. 

From examples given above, it is quite clear that a very service¬ 
able life table, closely representative of the general population, can 
be obtained on the basis of mortality statistics compiled for a suffi¬ 
ciently large group forming part of that population. In this case, the 
sample has included about 16 million white lives. It is not necessary 
that the part of the population so employed should be an unbiased 
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■sample of the total, although in this example the group is very widely 
distributed geographically and industrially. The bias, if any, of the 
sample, is fully compensated, according to the method described, since 
this method is based on the observed correlation and regression 
equation between the mortality rates in the sample as compared with 
that in the general population. The trend in the smaller group ap¬ 
pears to reflect with accuracy the changes in the whole population. 

Aside from its obvious practical interest, the method, therefore, 
also presents this somewhat unique feature, that an admittedly biased 
sample is used as a gauge of the population from which it is drawn. 
As to practical applications, it has already been pointed out that these 
are at least two-fold. On the one hand, the earlier availability of 
insurance statistics as compared with official government statistics 
of the general population, enables us, profiting from the method 
described, to prepare life tables for the general population before the 
government statistics are published. In the examples shown it is 
seen that a life table so prepared in advance has been found to check 
very closely with the corresponding life table computed directly from 
Census data of the general population when these come to hand. 

The second advantage is that in intercensal years the information 
regarding the exposure among policyholders of a life insurance com¬ 
pany is much more precise than in the general population. This ad¬ 
vantage should be particularly felt at the present moment, because 
the rapidly declining birthrate has made it ver}^ difficult, if not im¬ 
possible, to obtain reasonably close estimates of the population and 
its age distribution in the years since the last census. Just at the 
present time, therefore, the life tables prepared by the correlation 
method may be of particular value. 



Tabij 5 II. —Life Tables by Correlation of Mortality Rates; Mortality Rate per looo. Expectation of Life, and 
Survivors from Birth, for White Males and White Females in the United States Death Registration States 
of 1920 for Each Year from 1930 to 1933. 

i Mortality Rate (xooo q^) Expectation of Ufe {e^^) Survivors from Birth {lx) 
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♦ Comput&tioxis on this line are based, on a correlation of gp in the United States Death Itegistration States of 1920 
with deaths under i year per 1000 live births in New York State, exclusive of New York City. 
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• Camputation on this line are based on a correlation of qo in the United States Death Registration States of 1920 
with deaths under i year per 1000 live births in New York State, exclusive of New York City. 
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Table TV. — Method of Computing Correlations between the Expectation of Life among Industrial PolU 
cyholders of Metropolitan Life Insurance Company {B) and White Males in the General U. S. Population* 
{A), 1921-1929. 
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Death registration states as constituted in 1920. 

‘ / == number of years difference between any specified year and 1925. 
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CORRADO GINI 


Su la determinazione del quozienti di eliminazione 
e in particolare sui metodi delle durate esatte e 
delle durate medie nelPipotesi di saggi istantanei 
di eliminazione costanti 


Si abbia in osservazione un gnippo di individui esposti al 
rischio di un dato cvento, il cui verificarsi elimina il colpito dal 
gruppo e sia i |— i k il periodo di calendario durante il quale noi 
sottoponiamo il gruppo alia nostra osservazione, alio scopo di de- 
terminare la frequenza con cui i componenti vengono eliminati 
dall’evento in questione durante Tintervallo unitario ^ |^ + i 
della loro esistenza. In quanto a / esso potr 4 rappresentate il tempo 
che, airinizio deH’intervallo, sara trascorso a partire dalla nascita 
e costituira allora I’eta deirindividuo, o a partire dalla conclu- 
sione di un contratto di assicurazione, e esprimera allora la durata 
deirassicurazione, o a partire da altro avvenimcnto qualsiasi, per 
csempio dalla puberta o dal matrimonio, e via dicendo. 

Tra i quozienti di eliminazione che misurano detta frequenza 
vi ha luogo a distinguere : 

A) La probabilitd di eliminazione qt , che si ottiene raggua- 
gliando il numero degli individui eliminati dt durante Tintervallo 
/1— ^4-1 al numero degli individui eliminabili zt durante detto 
intervallo. Perchfe possa parlarsi di probability di eliminazione, 
conviene che gli tt individui eliminabili durante detto intervallo 
siano anche ugualmente eliminabili, nel senso che le condizioni 
di osservazione non permettano di attribuire alia eliminazione di 
alcuni individui una probability maggiore che alia eliminazione 
di altri. Non sempre la determinazione di c/ riesce facile. Quando 
le condizioni di osservazione sono tali che i componenti il gruppo 
vengono seguiti per tutto Tintervallo /1— ^ 4* i, il numero degli 
individui eliminabili tt coincide col numero Eg degli esposti al 



4 


rischio al principio deirintervallo, salvo in casi particolari di cause 
di eliminazione temporanee, di cui diremo a suoluogo (cfr. pag. 45). 

B) II saggio di eliminazione St , che si ottiene raggiiagliando 
il numero degli eliminati dt al numero medio Mt degli esposti al 
rischio durante Tintervallo in parola. 

Per esempio, il numero dei morti da 0 ad i anno, ragguagliato 
al rispettivo numero dei nati vivi, da la probabilita di morte du¬ 
rante il primo anno di vita ; ragguagliato al rispettivo numero 
medio dei viventi da o ad i anno, da il saggio di mortalita nel 
primo anno di vita. 

Se chiamiamo intervallo istantaneo o istante x iina frazione 
piccolissima x\—x -\- dx deirintervallo unitario ^ |—/ + i, il rap- 
porto del numero degli eliminati al numero degli esposti al rischio 
nell'istante x si indica con \ixdx , e \Lx si chiama saggio istantaneo 
di eliminazione o forza di eliminazione neWistante x (i). 

St 6 la media ponderata degli n valori di \ix in cui ad ogni 
(Xx viene attribuito un peso proporzionale al rispettivo numero Ex 
degli esposti al rischio neiristante x, 

♦ ♦ ♦ 

Consideriamo dapprima il caso in cui le condizioni di osser- 
vazione sono tali che tutti i componenti il gruppo possano essere 
osservati durante tutto Pintcrvallo t\ —/ + i. Edesaminiamo le 
relazioni che, in tal caso, passano tra i valori di Et e Mt corrispon- 
denti a varie ipotesi. Cio 6 utile, non solo dal punto di vista teo- 
rico, ma anche dal punto di vista pratico in quanto talvolta si 
conosce il numero Et degli esposti al rischio airinizio deirinter- 
vallo t\ — ^ + I J tale altra, invece, il numero medio Mt degli 


(i) L*espressione saggio istantaneo di eliminazione puo per6 indurre 
in equivoco, in quanto pu6 far credere che il valore di detto saggio dipenda 
solo dai numeri degli eliminati e degli esposti al rischio nell’istante x, mentre 
esso dipende anche dalla lunghezza deirintervallo unitario t \— / -f- i ; 
in realty, il cosi detto saggio istantaneo di eliminazione neiristante x for- 
nisce «il valore del saggio di eliminazione che si otterrebbe in un intervallo 
unitario /1— / 4- i, qualora persistesse, per tutti gli istanti deirintervallo, 
il rapporto tra eliminati e esposti al rischio verificatosi neiristante x ». 
Secondo che rintervallo d di un mese, di un anno, di un decennio, potrebbe 
propriamente parlarsi di saggio mensile, annuals, decennale di eliminazione,. 
corrispondente alia forza di eliminazione nelVistante x. 
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esposti al rischio durante il detto intervallo. £ ovvio che tali re- 
lazioni dipendono dalla maggiore altezza del saggio di eliminazione, 
del pari che dalle sue variazioni durante Tintervallo t\ — t+i. 

Per cid che concerne i quozienti di mortalita, i quali sono, 
tra i vari quozienti di eliminazione, i piu studiati, si ammette 
comunemente che le relazioni tra Et e Mt siano espresse, salvo per 
i primi anni di vita, dalla formula di Becker 

E.==M, + — 

2 


da cui 



(I) 


Tali formule corrispondono airipotesi, che chiameremo ipo- 
tesi a), che il numero dei morti sia uguale nei successivi istanti 
deirintervallo /1— t + i, cio che equivale ad ammettere che il 
saggio istantaneo di mortalita vada crescendo in progressione ar- 
monica dal principio alia fine del periodo di osservazionc. 

Sembra che valga la pena di ricercare se non sia molte volte 
consigliabile di far ricorso ad ipotesi diverse. 

Una ipotesi che in molti casi si avvicina meglio alia realta 
e certo quella di supporre (ipotesi b) che, nei successivi istanti 
deirintervallo t\—t -{• i, rimanga costante, non il numero degli 
eliminati, ma il saggio istantaneo di eliminazione. E tale ipotesi 
appare giustificata, in base al principio di indifferenza, quando 
non si conosca nulla circa le variazioni di detto saggio durante Tin- 
tervallo considerato. 

Vediamo dunqiie quali sieno le relazioni tra Et ed Mt nel- 
I'ipotesi 6), che il saggio istantaneo di eliminazione resti costante 
negli n intervalli istantanei, in cui si pud dividere Tin tervallo 
unitario t \—^ + i, vale a dire nciripotesi che sia 5 < == fx^r, es- 
sendo t:^x + i. 

Il numero n di detti intervalli istantanei, od istanti, essendo 
sufficientemente grande da poter considerare, senza errore sensibile, 
costante, in ciascuno di essi, il numero degli esposti al rischio, se 
Et h il numero degli esposti al rischio nei primo istante. 
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sar4 il numero degli esposti al rischio nel secondo istante, 

sard il numero degli esposti al rischio nel terzo istante, 

sard il numero degli esposti al rischio nell'n"*® istante. 

Il numero medio degli esposti al rischio negli n istanti pud 
scriversi 


« ,=o\ «/ 


o anche, per la nota formula che d 4 la somma dei termini di una 
progressione geometrica : 



n 


da cui approssimativamente, per essere n grandissimo, 

= ( 2 ) 

£ facile intendere che il numero degli esposti al rischio dato 
dalla (2), in base all’ipotesi b) che il saggio istantaneo di elimina- 
zione sia costante, i minore di quello dato dalla (i). in base al- 
I’ipotesi a) di un numero costante di eliminati nei successivi istanti, 
ed d maggiore di quello che si otterrebbe (ipotesi c)) se tutta la 
eliminazione avvenisse nel primo istante, nel qual caso sarebbe : 

(3) 

Nella hgura seguente, il segmento indica il numero degli 
esposti al rischio all’istante t, il seguento ed il numero dei soprav- 
viventi all'istante # + i, la superficie del trapezio ac de d 4 il 
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numero totale degli esposti durante I’intervallo t \— t + x nel- 
I'ipotesi («), la superficie del rettangolo ah ie il numero totale 

degli esposti nel- 
I’ipotesi (c), la su- 



di S«, i valori di qt in base alle formule (i a), (2 a) e (3 a), corri- 
spondenti rispettivamente alle ipotesia), 6) e c). I valori calcolati 


-/ V-^dx 

(1) La (2 a) si pud ricavare anchc dalla = i — e facendo (tjr = 

costante e tenendo presente che d allora p, = S|. Questa formula, che esprime 
la relazione tra la probability e ii saggio istantaneo di eliminazione, si in> 
contra spesso nella letteratura attuariale. Finora per6» che io sappia, non 
si d pensato a far ricorso all’ipotesi di costante, per quanto questa 
ipotesi, da una parte, come si d detto nel testo (cfr. pag. 5), appaia in 
molti casi la preferibile, e. d’altra parte, conduca ad una relazione molto 
semplice tra la probability e il saggio istantaneo di eliminazione. 



8 


secondo la formula (2 a) restano sempre intermedi tra quelli cal- 
colati secondo le formule (i a) e (3 «). 


Tabella I (*). 


Valori dl 

Si . 

Valori di qf secondo la formula 

(I a) 

(2 a) 

(3 «) 

5 r 


5 / 

1 -f St 

, St 

1 + — 

10 

1.66667 

0.99995 

0.90909 

5 

1.4286 

0.9993 

0-8333 

2 

1.0000 

0.8647 

0.6667 

1-5 

0.8571 

0.7769 

0.6000 

I 

0.6667 

0.6321 

0.5000 

0.9 

0.6207 

0.5934 

0-4737 

0.8 

0-5714 

0.5507 

0.4444 

0.7 

0.5185 

0.5034 

0.4118 

0.6 

0.4615 

0.4512 

0.3750 

0-5 

0.4000 

0.3935 

0.3333 

0.4 

0.3333 

0.3297 

0.2857 

0-3 

0.2609 

0.2592 

0.2308 

0.2 

0.1818 

0.1813 

0.1667 

O.I 

0.09524 

0.09516 

0.0909 

0.05 

0.0487805 

0.0487706 

0.0476190 

O.OI 

0.00995025 

0.00995017 

0.00990099 

0.005 

0.00498753 

0.00498752 

0.00497512 

0.001 

0.0009995002 

0.00099950017 

0.0009990010 


(*) I calcoli del valori esposti in questa tabella sono stati eseguiti dal 
Dr. Vittorio Castellano, aiuto dall’Istituto di statistica della R. University 
di Roma. 


Soffermandoci in particolare sulle differenze tra i valori ot- 
tenuti secondo le formule.(i «) e (2 a), si nota che queste sono tra- 
scurabili per valori di St'^0,1, in quanto non concernono che la 
quinta cifra decimale e la quarta cifra signihcativa : ancora per 
valori di St »= 0.4 le differenze non affettano che la terza cifra 
significativa. 

Poich^ generalmente i saggi annuali di mortality al di sopra 
di due anni di vita non oltrepassano, per la popolazione generale, 
il 10 %, questi risultati si possono riguardare come la conferma 
della sufficienza, agli scopi pratici, della formula di Becker. 

Nella determinazione di altre probability di eliminazione 
(per esempio, della probability annuale di eliminazione per parto 
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delle coniugate o della probability di eliminazione per perdite di 
guerra dei militari), pud invece essere conveniente di ricorrere 
alia formula da noi proposta. Quando, infine, il valore dei saggi 
di mortality d molto elevato, la formula (i a) non si pud piu usare, 
in quanto per Si > 2, essa porterebbe a valori della probability 
di eliminazione superiori aU’unity. 

* * * 

Finora si d supposto che le condizioni dell’osservazione sieno 
tali da poter seguire tutti gli esposti al rischio durante tutto I’in- 
tervallo t\ — < + i. In tal caso gli esposti al rischio si possono 
dire in osservazionp completa. Ma cid non avviene quasi mai e tal- 
volta la realty e cosi lontana da siffatta ipotesi che dalla diver- 
genza non si pud prescindere. 

Alle volte gli esposti al rischio entrano in osservazione dopo 
aver oltrepassato I'istante t della loro esistenza, sia che avessero 
gia oltrepassato tale istante all’inizio i dell’osservazione, sia che 
siano entrati in osservazione in un momento successive a i (jjer 
esempio, per immigrazione). Viceversa, altre volte gli esposti al 
rischio escono dall’osservazione prima di aver raggiunto I’istante 
t + I, sia perchd sopraggiunge prima la chiusura » -f ^ del pe- 
riodo di osservazione, sia perchd altre cause (per esempio, emi- 
grazione) li eliminano dall’osservazione. In tali casi gli esposti 
al rischio si diranno in osservazione incompleta. 

Si presenta, in questi casi, il prbblema di ricavare da dati, 
tutti o in parte relativi a esposti al rischio in osservazione incom¬ 
pleta, i quozienti di eliminazione che si sarebbero ottenuti qualora 
gli esposti fossero stati tutti in osservazione completa, cid che d’al- 
tronde non si pud fare senza ricorrere ad ipotesi. 

Il procedimento piu esatto in uso d quello chiamato appunto 
metodo delle durate esatte (i). Esso porta a determinare un numero 
virtuale di esposti al rischio in osservazione completa, equiva- 
lente, ai fini dell’esposizione al rischio e dell’eliminazione, al nu¬ 
mero efiettivo di esposti in osservazione incompleta. 

(i) Esso d dovuto a Thomas G. Ackland. Cfr. Tr. G. Ackland ; (/) 
An investigation of some of the Methods for deducing the Rates of Mortality, 
and of Withdrawal, in Years of Duration, with (//) the Application of such 
Methods to the computation of the Rates experienced, and the Special Benefits 
granted, by Clerhs' Associations, in « Journal of the Institute of Actuaries •, 
Vol. XXXIII, Part I. October 1896, pag. 68, Part II, January 1897, pag. 131. 
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Si indichi con It il numero degli esposti al rischio entrati in 
osservazione all’istante t; poich^ la durata dell’intervallo t\ —< + i 
6 I’unitii, It indicherebbe anche la durata complessiva della loro 
esposizione al rischio se questa si prolungasse sino alia finedel- 
I’intervallo t\ — < + i. Si indichi con u I’istante dell’intervallo 
11 — t + I in cui I’esposto al rischio entra o esce dall'osservazione, 
dove + Infine, si indichi con s« il numero degli 

esposti al rischio che esistono all'inizio i deirosservazione e quindi 
con (t -)- 1 — m) la loro durata complessiva di esposizione al 
rischio, se questa si prolungasse sino alia fine dell’intervallo 
/ I — < + I : con il numero degli esposti al rischio che soprav- 
vengono dopo I'inizio * del periodo di osservazione e quindi con 
r, (/ + I — «) la loro durata complessiva di esposizione, se questa 
si prolungasse sino alia fine dell'intervallo t\ — t i. con du il nu¬ 

mero degli esposti al rischio che restano eliminati dall’osservazione 
per la causa di eliminazione di cui si vuole determinare la pro- 
babilita e quindi con d^{t i —«) la durata complessiva di 
esposizione per cui essi restano eliminati dal rischio ; con 
il numero degli esposti al rischio che restano eliminati dall’osser- 
vazione per una causa di eliminazione diversa da quella di cui si 
vuole determinare la probability e quindi con Wu{t + i — u) 
la durata complessiva di esposizione per cui essi restano eliminati 
dal rischio, con Cu il numero degli individui che rimangono alia 
chiusura » -f- A del periodo di osservazione e quindi con (< -f-1 — u) 
la durata complessiva di esposizione per cui essi restano eliminati 
dal rischio. 

Il metodo delle durate esatte si fonda sull'ipotesi (ipotesi d) 
che n individui in osservazione incompleta, i quali entrano in osser¬ 
vazione nel momento u dell’intervallo unitario ^ |— / -|- i e sono 
seguiti sino alia fine dell’intervallo, equivalgano, ai fini dell’espo- 
sizione al rischio e dell’eliminazione, a (t -|- i — u)n individui in 
osservazione completa. 

Il numero virtuale degli esposti in osservazione completa 
sary quindi: 

ft + 1 

Et — It + I (s« + fu.— — c„) (t -f- I — u) du 

da cui 



( 5 ) 
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che diL precisamente la probability cercata, determinata col me- 
todo delle durate esatte. 

Tale ipotesi si pud anche formulate dicendo che la proba¬ 
bility di eliminazione durante la frazione « |— f -f i dell’intervallo 
t \—f -H I y proporzionale all’intervallo f -|- i — - in modoche si 
abbia: 

?(• I—«+1) = (f + I — ») qt {d) 


Se ne deduce 



Wu — Cu) {t + 1 — u)qtdu 


da cui si ricava immediatamente la (5) {i). 

La determinazione 6 dunque rigorosa solo in quanto sia 
?(«l_j + i) = (f -f- I — u) qi , cid che equivale ad ammettere che 
il saggio istantaneo di eliminazione diminuisca da f a f -f- i (2). 
Ora tale ipotesi d per lo pid in contrasto con la realty quando si 
tratti di determinate la probability di eliminazione per morte, in 
quanto il saggio istantaneo di mortality cresce col crescere dell'ety 
dopo i primi anni di vita, del pari che con la durata dell’assicura- 
zione, ma agli scopi pratici si assume dagli attuari come sufficien- 
temente approssimata e in tal senso soddisfacente. Si avverte perd, 
che, per altre cause di eliminazione, essa potrebbe indurre ad 
errori sensibili (3). 


(1) Cfr. F. P. Cantelli : Genesi e costruzione delle tavole di mutualitd 
in « Bollettino di Notizie sul Credito e sulla Previdenza del Minister© 
deirAgricoltura. Industria e Commercio, 1914, n. 3, pag. 37. 

(2) Si avverta che facendo Tipotesi a) di una distribuzione uniforme dei 
morti neirintervallo ^ | — t 4- i, che sta alia base della formula di Becker, si 
viene ad ammettere, analogamente a quanto si ammette col metodo delle 
durate esatte. che la probability di eliminazione cresca proporzionalmente 
all’ampiezza della frazione dell'intervallo unitario cui si riferisce. solo che si 
considerano, anzichd le frazioni u | — t + i» come si fa col metodo delle durate 
esatte, le frazioni i\ — w, cid che porta ad ammettere che il saggio istantaneo 
di mortality non diminuisca, ma cresca, come si d detto, da / a / 4* i . La for¬ 
mula di qt , fondata suU'ipotesi a) di una distribuzione uniforme dei morti 
neirintervallo t\ — t -f- i . da applicarsi quando si conoscano le durate esatte 
di esposizione al rischio, d stata data dal Balducci, il quale ha anche esposto 
le relazioni tra detta formula e la (5) a cui si perviene nell’ipotesi d), col me¬ 
todo delle durate esatte. La formula data dal Balducci non d perd risolubile 
che col procedimento delle successive approssimazioni e quindi non d di co- 
moda applicazione nella pratica. Cfr. G. Balducci: Costruzione e critica delle 
tavole di mortalitd, in « Giornale degli Economisti e Rivista di Statistica», 
1917. pag. 9 delPestratto. 

(3) Cfr. Cantelli : op. cit., pagg. 39-40 e 46-47. 
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Valga un esempio per dare un’idea della portata della ipotesi 
d) su cui il metodo delle durate esatte si fonda. 

Supponiamo a tal fine che il saggio istantaneo di eliminazione 
resti costante, ipotesi che, secondo quanto si h detto, in molti casi 
risponde approssimativamente a realtA e che d’altronde 6 consi- 
gliabile di ammettere tutte le volte che si ignora in quale senso il 
saggio istantaneo di eliminazione varii nell'intervallo t \— < + i. 
Siano 4 gruppi di esposti al rischio e si divida in quattro parti 
uguali I’intervallo < |— < + i della loro esistenza per il quale vo- 
gliamo determinare la probability di morte qt. Sia uguale a o.i 
la probability di morte per ognuna delle quattro parti. In ciascuno 
dei quattro gruppi, vi sia una schiera di 1000 persone che entrano 
in osservazione al momento t e non vengono eliminate durante I'in- 
tervallo t\ — / + i per altra causa che la morte, mentre un’altra 
schiera, costituita pure inizialmente di 1000 persone resti nel 
gruppo A solo in un primo quarto dell'intervallo < |— < + i, per 
passare, alia fine del detto quarto, nel gruppo B, in cui resta du¬ 
rante il secondo quarto di intervallo, passando successivamente 
al gruppo C, dove resta durante il terzo quarto di intervallo, ed 
infine al gruppo D dove resta durante I’ultimo quarto di intervallo. 
La probability di morte col metodo delle durate esatte risulterebbe 
= 0.3351 per il gruppo A, = 0.3417 per il gruppo B, = 0.3475 
per il gruppo C e = 0.3528 per il gruppo Z), mentre in realty essad, 
per tutti i gruppi, = 0.3439, valore che si ottiene immediatamente 
per la schiera di esposti che non emigrano dall’uno all’altro gruppo. 

Per che la probability determinata col metodo delle durate 
esatte nell’intervallo t\ — / -f i risultasse uguale per i 4 gruppi, 
converrebbe che la probability di morte non fosse costante, ma 
diminuisse nei successivi quarti di detto intervallo. Se ad esempio, 
essa fosse =0.1 per I'ultimo quarto dell'intervallo, dovrebbe 
essere = o.iii per il terzo, = 0.125 per il secondo e == 0.143 per 
il primo quarto, con una differenza quindi di oltre il 40 % tra 
il primo e I’ultimo quarto. 

£ chiaro che un’ipotesi consimile pud risultare molto lontana 
dalla realty e che spesso pud valere meglio attenersi all’ipotesi b) 
che il saggio istantaneo di mortality resti costante durante I'in- 
tervallo f |— < -f i. 

Vediamo come, in base a tale ipotesi, si possa arrivare alia 
determinazione dei quozienti di eliminazione nel caso in cui i dati, 
si riferiscono tutti o in parte, a esposti in osservazione incompleta. 
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II numero medio degli esposti sari 

/*<+ I 

= /< + I (s„ + ru — du — Wu — eu) (I + i — u) d u 

da cui 

5. --7rn- - - (6> 

It + / (Su + — du — Wu — eu) {t + 1 — u) d u 

J t 

La (6) differisce dalla (5)soloperilfattoche, nelconsiderarela 
durata di esposizione al rischio, viene tenuto conto anche deirelimi- 
nazione per la causa di cui si vuole determinare ,1a probability (i). 

Si avverta perd che la formula (6) di il valore del saggio medio 
di eliminazione St, mentre la (5) di il valore della probability di 
eliminazione qt. 

Si avverta anche che, mentre la (5) d subordinata all’ipotesi 
d), la (6) non d subordinata ad alcuna ipotesi; essa dh il valore 
del saggio di eliminazione valido per la massa effettiva degli espo¬ 
sti in osservazione sia completa che incompleta. Quando perd si 
ammetta che il saggio istantaneo di eliminazione resta costante 
durante tuttol’intervallo (ipotesi b), il valore di S< diventa indipen- 
dente dalla distribuzione degli esposti al rischio nei vari istanti del- 
I’intervallo stesso e la (6) dd pertanto, in tale ipotesi, anche il valore 
del saggio di eliminazione che si sarebbe ottenuto nel caso in cui 
tutti gli esposti al rischio fossero stati in osservazione completa. 

D’altra parte, nel caso in cui tutti gli esposti al rischio sieno 
in osservazione completa, si passa facilmente, ammettendo I’ipotesi 
b), dal valore di St dato dalla (6) al valore di qt mediante la (2 a). 

La (2 a) ci insegna dunque a calcolare per mezzo della (6) 
la probability di eliminazione nell’intervallo ^ |f -f- i, nell’ipo- 
tesi 6) che il saggio istantaneo di eliminazione si mantenga co¬ 
stante durante il detto intervallo. 

Questo metodo potrebbe chiamarsi: metodo delle durate 
esatte per saggi istantanei di eliminazione costanti, in contrapposto 
al metodo usuale delle durate esatte che potrebbe dirsi: metodo 
delle durate esatte per probabilitd di eliminazione proporzionali. 

Dalle iniziali dei nomi degli autori che li hanno proposti designere- 
mo questo con le lettere dea {metodo delle durate esatte dell'Ackland) 
e quello con le lettere deg {metodo deUe durate esatte del Gini). 

(i) La formula (6) fu giA applicata nella comunicazione: Sitlla curva 
della fecOnditd matrimoniale deUa donna secondo Vetd presentata alia XXII 
riunione dell’Istituto Intemazionale di Statistica (Londra, 1934). 
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Vediamo con qualche esempio la portata delle differenze tra 
i risultati ottenuti con i due metodi. 

Gli esempi che seguono si riferiscono alia probability di con- 
cepire nei successivi anni di eti tra le coniugate delle case sovrane 
d’Europa, delle case mediatizzate tedesche e delle case princi- 
pesche d’ltalia, Francia, Germania, Austria, Ungheria, Russia, 
Polonia e Gran Bretagna, ricordate nelle annate 1891-1927 dell’Al- 
manacco di Gotha. Furono considerate le famiglie che hanno con- 
tratto matrimonio negli anni 1890-1909 e queste vennero osser- 
vate dalla data del loro matrimonio fino al 31 dicembre 1926. 
I dati vennero spogliati dall’Almanacco di Gotha dal Prof. F. Sa¬ 
vorgnan, in occasione di alcuni articoli pubblicati nel « Metron » 
(Vol. Ill, n. 2, 1923 ; Vol. Ill, n. 3-4, 1924 ; Vol. IV, n. 3-4, 
1925 ; Vol. V, n. I, 1925 ; Vol. IX, n. i, 1931), e I'elaborazione 6 
stata eseguita nell’Istituto di Statistica della R. Universita di Roma 
ad opera o sotto la direzione dell’Aiuto Dr. Vittorio Castellano e 
dell’Assistente Dr. Ferdinando Paglino. 

Le coniugate sono state considerate tutte come esposte al 
rischio del concepimento a partire dalle nozze (non essendosi 
verificato nessun parto che possa attribuirsi a concepimenti pre- 
nuziali) e come eliminate da tale rischio nove mesi prima della 
propria morte oppure alia morte del coniuge o al momento della 
separazione o del divorzio. Oltre a ci6, per I’applicazione della 
formula (6) si sono considerate come eliminate le coniugate alia 
data del presumibile concepimento, vale a dire nove mesi prima 
del parto, mentre, per I’applicazione della formula (5),le coniugate 
che hanno concepito vennero considerate come eliminate alia fine 
dell’anno in cui il concepimento ha presumibilmente avuto luogo. 

Per I'applicazione di entrambe le formule, le coniugate che 
hanno partorito sono state di solito considerate come nuovamente 
esposte al rischio del concepimento tre mesi dopo il parto, salvo in 
alcuni casi eccezionali in cui il parto successivo h seguito a meno di 
un anno di intervallo dal primo, nei quali casi esse'sono state con¬ 
siderate come esposte al rischio nove mesi prima del secondo 
parto. 

La tabella II indica, per i singoli anni di ety, i valori di qt 
e St in base al metodo deg [formule (2 a) e (6)] e in base al metodo 
DEA [formula (5)]. I dati furono poi raggruppati per classi quin- 
quennali, di ety cid che ha ancbe permesso di distinguere vari gruppi 
di case (cfr. tabelle III-VIII), 
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Come si vede, le differenze tra i valori di qt ottenuti con i 
due metodi risultano trascurabili quando h ^('<0.15, ma diven- 
tano sensibili per valori superiori e tanto pifi notevoli quanto piii 
qt h elevato. Particolarmente forti risultano se si considera la pro¬ 
bability. del concepimento nel primo anno di matrimonio (cfr. ta- 
bella IX) : per le donne inferior! a 20 anni, la differenza supera in 
tal caso il 10 %. Le differenze appaiono dunque non trascurabili. 
Si avverta anche che esse sono sistematiche, nel senso che si veri- 
ficano quasi sempre nel senso che qt risulta inferiore col metodo deg. 

T A BELLA II. 


Case sovrane d’Europa, Case mediatizzate tedesche e Case princi- 
pesche dt Germania, Austria, Ungheria, Russia, Polonia, 
Italia, Francia e Gran Bretagna. 



S< 



15 T A’ 

(formula 6) 

(formula 2 a) 

(formula «) 

16-18 . 

1.1413 

0.6806 

0-7356 

19. 

I 0339 ' 

0.6444 

0.6957 

20. 

0.8796 

0-.5851 

0.6208 

21. 

0-8551 

0.5748 

0.6091 

22. 

0.5912 

0-4463 1 

0.4609 

-23 . 

0.5^82 

0.4103 1 

0.4146 

24. 

0 - 53.54 

0.4146 I 

j 0.4201 

25. 

0.4310 

0.3501 

1 0*3577 

2(). 

0.4028 

0.3316 

, 0.3397 

27. 

0.3722 

0.3108 

1 0.3108 

28. 

O.281S 

0.2156 

1 0.2472 

29. 

0.2821 

0.2458 

0.2444 

30. 

0.2249 

0.2014 

0.2030 

31. 

0.2123 

0.1913 

0.1926 

32 . 

0.1705 

0.1568 

0.1562 

33 . 

O.II29 

0.1068 

0.1078 

34 . 

0.1444 

01345 

0.1339 

35 . 

0.0855 

0.0819 

0.0841 

36 . 

0.1187 

O.III9 

0.1124 

37 . 

0.0793 

0.0763 

0.0768 

38 . 

0.0738 

O.O7II 

0.0538 

0.0707 

39 . 

^•0553 

0.0539 

40 . 

0.0237 

0.0234 

0.0234 

41 . 

0.0389 

0.0382 

0.0382 

42. 

0.0128 

0.0127 

0.0127 

43. 

0.0134 

0.0133 

0.0133 

44. 

0.0057 

0.0057 

0.0057 

45. 

0.0061 

0.0061 

0.0061 

46. 

0.0034 

0.0034 

0.0034 

16-46. 

0.1894 

0.1725 

0.1732 




































Tabella III. 

Case sovrane d'Europa. 


E T 

5 i 



(formula 6) 

(formula 2 a) 

(formula 5) 

l(>-19. 

I. 0113 

0.6363 

‘ 0.6963 

20-24 . 

0.6731 

0.4899 

0.4996 

25-29 . 

0.4919 

0.3885 

0.3865 

30-34 . 

0-1955 

0.1776 

0.1779 

35-59 . 

0.0745 

0.0718 

0.0721 

40-44 . 

0.0303 

0.0297 

1 

0.0297 

45-46 . 

0.0104 

0.0103 

0.0103 

16-46 . 

0.2206 

i 

1 0.1980 

0.1978 


Tabella IV. 

Case mediatizzate tedesche. 


E T A’ 



<it 


(formula 2 a) 

(formula 5) 

16-19. 

1.0716 

0.6575 

0.7228 

20-24 . 

0.6513 

0.4786 

0.4917 

25-29 . 

0.4366 

0.3538 

0-3579 

30-34 . 

0.2176 

0.1956 ■ 

0.1968 

35-39 . 


0.1060 

0.1062 

40-44 . 


0.0170 

0.0170 

45-46 . 


0.0063 

0.0063 

16-46 . 

0.2206 

0.1980 

0.1983 

































17 

Tabella V. 


Case principesche di Germania, Austria, Ungheria, 
Russia e Polonia. 


E T A’ 

St 


^t 

(formula 6) 

(formula 2 a) 

(formula 5) 

) 

16-19. 

I.0137 

0.6371 

0.6688 

20-24 . 

0.6567 

0.4814 

0.4965 

25-29 . 

0.2947 

0.2552 

0.2585 

30-34 . 

0.1460 

0.1358 

0.1364 

35-39 . 

0.0770 

0.0741 

0.0739 

40-44 . 

0.0174 

0 

b 

M 

0.0172 

45-46 . 

— 

— 1 

— 

16-46. 

0.1789 

0. 1638 

0.1644 


Tabella VI. 

Case principesche d'Italia, 


ETA’ 

1 

9t 

Qt 

(formula 6 ) 

(formula 2 a) 

(formula 5) 

16-19. 

1.0461 

0.6487 

0.7325 

20-24 . 

0.5741 

0.4368 

0.4526 

25-29 . 

0.2553 

0.2253 

0.2255 

30-34. 

O.IOI7 

0.0967 

0.0961 

35-39 . 

0.0536 j 

0.0522 

0.0523 

40-44 . 

0.0182 

0.0180 

O.O181 

45-46 .. 

— 

— 

— 

16-46. 

0.1407 

O.I312 

0.1305 




































Tabella VII. 


Case principesche di Ft and a. 


K T A’ 

Sr 

Qt 


(formula 6) 

(formula 2 a) 

(formula 5) 

iG-tq . 

1.3990 

0.7532 

0.8176 

20 2}. 

0.5632 

0.4306 

0.4390 

25-29 . 

0.2429 

0.2156 

0.2143 

30-34 . 

0.1504 

0.1396 

0.1393 

35-39 .. 

0.0663 

0.0641 

0.0646 

40-44 . 

0.0137 

0.0136 

0.0136 

45-46 . 

— 

— 

— 

16-46 . 

O.T781 

0.1631 

0.1632 


Tabella VIII. 


Case sovrane d* Euro pa, Case mediatizzate tedesche e Case prind- 
pesche di Germania, Austria, Ungheria, Russia, Polonia, 
Italia, Franda e Gran Bretagna. 


ETA’ 

1 Sr 

<lt 


(formula 6 ) 

(formula 2 a) 

(formula 5) 

16-19 . 

1.0711 

0-6574 

0.7099 

20—24 •• . 

0.6275 

0.4661 

0.4791 

25-29 . 

0.3413 

0.2892 

0.2915 

30-34 . 

O.I715 

0.1576 

0.1580 

35-39 . 

0.0829 

0.0796 

0.0797 

40-44 . 

0.0195 

0.0193 

0.0193 

45-46.: 

0.0048 

0.0048 

0.0048 

16-46 . 

0.1894 

0.1725 

0.1732 
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Tabeu-a IX. 

Case sovrane d*Europa, Case mediatizzate tedesche e Case princi- 
pesche di Germania, Austria, Ungheria, Russia, Polonia, 
Italia, Francia e Gran Bretagna, 


Concepimenti avvenuti durante il 1 ° anno di matrimonio. 


ETA’ 

1 



(formula 6) 

(formula 2 a) 

(formula 5) 

. 

1-5724 

0.7925 

0.8949 

1 

O 

1.4430 

0.7639 

0.8378 

25 ~ 2 Q . 

0.9900 

0.6288 

0.6769 

30-34 . 

0-5507 

0.4235 

0.4356 

35-39 . 

0.3902 

0.3271 

0.3068 


♦ ♦ 

Nella tabella II noi abbiamo raggruppato le eta da i6 a l8 
anni. Se le avessimo invece distinte, avremmo ottenuto i risultati 
seguenti (cfr. tabella X), i quail mettono in luce un inconveniente 
del metodo dea delle durate esatte, in quanto esso pud condurre 
a valori di qt superiori all’unita. 


Tabella X. 


E T A 




(formula 6) 

(formula 2 a) 

(formula 5) 


10.4712 

0.9999 

5.2910 


1.8767 

0.8469 

0.8264 

18. 

0.9674 

0.6200 

0.6666 


L’inconveniente non d solo teorico, ma anche pratico, e pud 
verificarsi pure in osservazioni molto numerose quando molti 
esposti al rischio entrino in osservazione neU’ultima parte dell'in- 
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tervallo t — t + x e quando sia contemporaneamente elevata la 
probabilitcl di eliminazione. Supponiamo, ad esempio, che tutti gli 
esposti al rischio entrino in osservazione solo dopo che sono tra- 
scorsi 9/10 dell’intervallo ^ |i e che la probability di eliminazione 
durante I’ultimo decimodell’intervallo sia ?(<4.o.»i—» + i) =0.42. Col 
metodo dea. delle durate esatte si ottiene qt — ioj(<+o.» |— «+i) = 4.2. 
Un caso simile si verifica appunto per la probability di elimina¬ 
zione perconcepimento delle coniugate per I’anno piu giovanile 
(nel nostro esempio, jper I’anno 16°), in quanto la probability del 
concepimento 4 molto elevata e generalmente le coniugate si spo- 
sano quando sono vicine al limite superiore dell’anno. £ pertanto 
da ritenere che il risultato esposto nella tabella X non sia dovuto 
al numero ristretto |delle osservazioni. 

II valore del saggio di eliminazione St pud naturalmente ri- 
sultare superiore aU’unity; ma, comunque sia alto St, il valore 
di qt ottenuto dalla (2 a) risulta sempre < i. Nel nostro esempio, 
per I’anno 16°, risulta qt = 0.9999. Il metodo deg delle durate 
esatte non presenta dunque I’acccnnato inconveniente del me¬ 
todo DEA. 


* * * 

Sary bene mettere in luce la portata delle differenze tra i ri- 
sultati ottenuti col metodo qui proposto e quelli che si otterreb- 
bero col metodo usuale per misurare la fecondity delle donne 
maritate. 

Si usaiio, a tal fine, come d noto, i coefficienti specifici di fe¬ 
condity matrimoniale, che si ottengono ragguagliando il numej;^o dei 
parti verificatisi durante un anno tra le donne di una data ety 
(o il numero delle nascite qualora si voglia contare un parto tante 
volte quanti sono i nati a cui ha dato luogo) al numero medio delle 
donne coniugate in tale ety, esistenti durante I'anno. Si consi- 
derano, pertanto, come espmste al rischio le donne maritate dal 
momento delle nozze al momento dello scioglimento del matri- 
monio avvenuto per morte della moglie o del marito, o per divorzio, 
o per separazione. 

Tale metodo difierisce dal nostro per tre circostanze : 
a) perchy le donne sono considerate come esposte al rischio 
del par^ fin dal momento delle nozze, mentre (a parte il caso di 
concezioni prenuziali, che, nell'esempio in esame, non si verifica), 
esse da tale momento sono in realty esposte al rischio del concepi- 
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mento, ed al rischio del parto sono normalmente esposte solo 
dopo nove mesi di matrimonio; 

p) perchS, anche in seguito, sono considerate come esposte 
al rischio del parto tutte le donne coniugate, senza cio6 fare ecce- 
zione per quelle che hanno da poco partorito e che non potranno 
partorire ulteriormente se non dopo parecchi mesi (noi abbiamo 
generalmente ammesso un termine medio di dodici mesi suppo- 
nendo che le persone saranno nuovamente esposte al rischio del 
conccpimento tre mesi dopo il parto, salvo quando risultava un 
periodo pih breve) ; 

y) perch^ sono considerate come eliminate dal rischio del 
parto le coniugate alia morte del marito, o al divorzio, o alia se- 
parazione, mentre a tale momento cessano di essere esposte al ri¬ 
schio del concepimento, ma rcstano esposte per altri nove mesi al 
rischio del parto. 

Nella colonna A della tabella seguente (XI) sono esposti i 
coefficient! specific! di feconditi, calcolati secondo il metodo usuale 
per il complesso delle famiglie sovrane, delle case mcdiatizzate 
tedesche e delle case principeschc dei vari Stati. Tali coefficient! 
possono mettersi a confronto con i saggi di eliminazione per con¬ 
cepimento, calcolati secondo la (6) e riprodotti nella colonna D. 

Al fine di renderci conto separatamente dell’influenza delle 
circostanze a), p) e y) sono stati calcolati; 

1) i saggi di eliminazione per concepimento, considerando 
come esposte al rischio tutte le donne maritate dal momento delle 
nozze fino alio scioglimento del matrimonio. Tali saggi si trovano 
esposti nella colonna C. Le differenze tra i dati delle colonne D 
e C mostrano dunque la portata della circostanza p), la quale ap- 
pare molto notevole 

2 ) I saggi di eliminazione per parto, considerando come eli¬ 
minate dal rischio del parto le coniugate alia loro morte, oppure 
nove mesi dopo la morte del marito, la separazione o il divorzio. 
Tali saggi si trovano esposti nella colonna B. Le differenze tra i 
dati delle colonne A e B mostrano dunque la portata della circo¬ 
stanza y) la quale appare trascurabile. 

Infine le differenze tra i dati delle colonne B e C mostrano la 
portata della circostanza a) la quale appare molto notevole. 

Nella successiva tabella XII i risultati dei calcoli sono conden- 
sati per class! quinquennali di et 4 ; spariscono in essa le oscilla- 
zioni dovute al ristretto numero delle osservazioni e meglio risal- 
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Tabella XI. 

Case sovrane, Case mediatizzate tedesche 
e Case principesche di vari Stati, 


Valori di calcolati col procedi me nto 


E T A 

A 

B 

C 

D 

16-18. 

0.2615 

0.2615 

0-6755 

1.1413 

19. 

0.3177 

0.3157 

0.6031 

1.0339 

20. 

0.4088 

0.4031 

0.5064 

0.8796 

21. 

0.3712 

0.3704 

0.4980 

0-8551 

22. 

0.3950 

0.3950 

0.3640 

0.5912 

23.\ . . . 

0.3258 

0.3241 

0.3443 

0.5282 

24. 

0.3275 

0.3260 

0.3540 

0.5354 

25. 

0.2842 

0.2817 

0.2978 

0.4310 

26. 

0.2835 

0.2820 

0.2840 

0.4028 

27. 

0.2870 

0.2859 

0.2415 

0.3722 

28. 

0.2312 

0.2293 

0.2164 

0.2818 

29. 

0.2370 

0.2365 

0.2150 

0.2821 

30. 

0.1813 

0.1806 

0.1798 

0.2249 

31. 

0.1762 

0.1745 

0.1715 

0.2123 

32. 

0.1849 

0.1835 

0.T393 

0.1705 

33 . 

0.1153 

0.1140 

0.0983 

O.II 2 Q 

34 . 

0.1121 

0.1112 

OJ 233 

0.1444 

35 . 

0.1115 

0.1102 

0.0755 

0.0855 

3 ^>. 

0.0731 

0.0720 

0.1031 

0.1187 

37 . 

0.1088 

0.0071 

0.0721 

0.0793 

38. 

0.0894 

0.0886 

0.0657 

0.0738 

39 . 

0.0449 

0.0445 

0.0508 

0.0553 

. 

0.0559 

0.0552 

0.0220 

0.0237 

41. 

0.0230 

0.0228 

0.0366 

0.0389 

42. 

0.0290 

0.0287 

0.0120 

0.0128 

43 . 

0.0179 

0.0177 

0.0128 

0.0134 

44 . 

O.OIIO 

0.0109 

0.0054 

0.0057 

45 . 

0.0058 

0.0057 

0.0058 

0.0061 

4 ^. 

0.0032 

0.0031 

0.0032 

0.0034 

47 . 

0.0035 

0.0035 

— 

— 

.1 

0.1538 

0.1525 

0.1557 

0.1894 


(i) 16-46 per Je colonne C e D, 
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Tabella XII. 

Case sovrane, Case mediatizzate tedesche 
e Case principesche di vari Stati. 


E T A 

Valori di calcolati col procedimento 

A 

B 

C 

D 

16-19. 

0.2985 

0.2972 

0.6279 

0.0711 

20-24. 

0-3571 

0.3.556 

0.3936 

0.6275 

25-29. 

0.2634 

0.2619 

0.2489 

0.3413 

3^>-34 . 

0.1539 

0.1527 

0.1423 

0.1715 

35 “ 39 . 

o.o 86 t 

0.0851 

0.0739 

0.0829 

40-44. 

0.0283 

0.0280 

0.0184 

0.0195 

45-46 (1). 

0.0042 

0.0042 

0.0046 

0.0048 

16-46 (2). 

0.1538 

0.1525 

0-1557 

0.1894 


(t) 45-47 per le colonne A e B . 
(2) 16-47 colonne A e B , 


tano quindi le divergenze sistematiche fra i risultati ottenuti 
con vari metodi. 

Conviene pero tener presente, nei confronti, che, mentre isaggi 
indicati nelle colonne 4 e 15 si riferiscono all’et 4 della madre al 
parto, i saggi indicati nelle colonne C e D, si riferiscono alia sua 
etk al concepimento, che, normalmente, precede di nove mesi 
la prima. £ essenzialmente per questo che, al di sopra di una 
certa eti, i dati della colonna B risultano pih elevati dei dati 
della colonna C per le stesse eta. 

Ad ovviare a tale difficolta e a permettere di rendersi conto a 
colpo d’occhio dell’influenza delle circostanze a) e p) furono co- 
struiti i diagrammi qui uniti, corrispondenti ai dati delle colonne 
A, C e D trasportando di nove mesi verso destra le due ultime 
curve. Sull’asse delle ascisse risulta quindi indicata ret 4 al parto. 
L’et 4 media della prima classe (al di sotto di 19 anni) corrisponde 
ad anni 18.2 per i concepimenti (curve C e D) e ad anni 18.3 per i 
parti (curva A). Parve inutile di costruire anche la curva relativa 
ai dati della colonna B, dato che quest! poco differiscono dai dati 
della colonna A. Per eliminare le oscillazioni dipendenti dal nu- 
mero ristretto delle osservazioni, fu eseguita altresl un’interpola- 
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zione grafica, avendo cura che, per ciascuna curva, isaggi inter- 
polati corrispondessero a un numero complessivo di nati uguale a 
quello effettivo (i). 

I diagrammi mettono in luce come il non tener conto della 
circostanza p) abbia per eftetto di ridurre le differenze tra i saggi 
di eliminazione relativi alle successive classi di etk, attenuando 
cosi rinclinazione della curva, senza per6 modificarne la forma 
[vedi curva C in confronto alia curva D\ II non tener conto della 
circostanza a) ha invece per effetto di abbassare i saggi di elimi¬ 
nazione delle nuove spose, piu frequenti nelle eti piu giovani, 
facendo risultare i saggi, fino a 20 anni, piu bassi anzi che piu 
alti di quelli per le eta successive. Ne risulta, pertanto, modifi- 
cata la forma della curva che presenta il massimo nella classe di 
etk di 20-24 3<nni {e precisamente secondo i datiinterpolati, verso 
21 anni), anzi che nella classe di etk inferiori a 20 anni [vedi curva 
A in confronto alia C] (2). 

Nella tabclla XIII infine sono riportati i dati interpolati in 
corrispondenza 'dlVetk al parto secondo le tre curve (col. i, 2 e 3) 
e in corrispondenza all'eti al concepimento secondo le curve C 
e D (col. 4 e 5), 

♦ ♦ ♦ 

Quando il numero delle osservazioni k molto grande, Tappli- 
cazione del metodo delle durate esatte viene riguardato come troppo 
faticoso, cosicche gli attuari preferiscono ricorrere a metodi ab- 
breviati pure proposti dall'Ackland e noti sotto i nomi di metodo 
delle durate medie e metodo delle durate piit vicine, 

Entrambi suppongono che la distribuzione degli entrati e 
degli usciti, o quanto meno la distribuzione delle differenze tra 
quest! e quelli, sia uniforme durante tutto Tintervallo ^ |^ + i . 

(1) La interpolazione e stata esegiiita dalla Dott.»a Rossi, studente 
della Scuola di Scienze Statistiche e Attuariali della R. Universita di Roma. 

(2) Questi effetti delle circostanze a) e P) erano gia stati esattamente 
previsti nella nostra comunicazione: Sur la mesure de la fScondiU des ma- 
riages {« Bulletin de Tlnstitut International de Statistique », XXI Sessione, 
Messico 1933, Tomo XXVII, pp. 37 e 38 deirestratto), in cui venivano 
segnalati gli inconvenienti che derivano dagli usuali coefi&cienti specific! 
di fecondit 4 matrimoniale. Nella successiva comunicazione: Sulla curva 
della feconditd matrimoniale della donna secondo Vetd, gi^ citata, i valori dei 
coefficient! specific! di feconditi matrimoniale (procedimento A) erano post! 
a confronto coi valori dei sagg di eliminazione ottenuti con la formula (6) 
(procedimento D, in detta comunicazione indicate con la lettera c). 
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Tabella XIII. 

Case sovrane. Case mediatizzate tedesche 
e Case principesche di vari Stati, 


etA al parto 

Valorl interi>olati di 
calcolatl col procedimento 

etA al 

Valori interpolati di 
St calcolatl 
col procedimento 

A 

C 

D 

CONCEPIMENTO 

c 

D 


z 

2 

3 


4 

5 

I6-I8 . 

0.2615 

0.6876 

1.1564 

l(>-l8. 

0.6755 

I.1413 

19. 

0.3240 

0.6540 

1.1126 

19. 

0.6102 

1.0472 

20. 

0.3876 

0.5898 

1.0140 

20. 

0.5300 

0.9106 

21. 

0.4042 

0.5118 

0.8842 

21. 

0.4628 

0.7930 

22. 

0-3845 

0.4460 

0-7524 

22. 

0.3992 

0.6612 

23. 

0.3478 

0.3878 

0.6318 

23. 

0.3588 

0.5626 

24. 

0.31Q6 

03514 

0.5372 

24. 

0.3290 

0-4935 

25. 

0.2960 

0.3220 

0.4786 

25. 

0.3022 

0.4428 

26. 

0.2744 

0.2962 

0.4296 

26. 

0.2760 

0.3936 

27. 

0.2556 

0.2700 

O.3S4O 

27. 

0.2506 

0-3434 

28. 

0,2360 

0.2.f42 

0.3308 

28. 

0.2256 

0.2966 

29. 

0.2178 

0.2200 

0.2876 

29. 

0.2046 

0.2622 

30.j 

0.1992 

O.T 994 

0.2514 

30. 

0.1824 

0.2304 

31. 

0.1812 

0.1760 

O.220S 

31. 

0.1610 

0.1984 

32. 

0.1638 

0.1558 

0,1906 

32. 

0.1414 

0.1705 

33 . 

0.1438 

0.1360 

0.1638 

33 . 

0.1236 

0.1462 

34 . 

0.1276 

0.1198 

0,1416 

34 . 

0.1084 

0.1260 

35 . 

0.UI5 

0.1054 

0.1214 

35 . 

0.0942 

0.1078 

3 ^. 

0,0960 

0.0916 

0.1040 

3 ^>. 

0.0804 

0.0918 

37 . 

0.0814 

0.0780 

0.0878 

37 . 

0.0682 

0.0760 

38. 

0.0676 

0.0662 

0.0724 

3 «. 

0*0576 

0.0620 

39 . 

0.0558 

0.0548 

0.0594 

39 . 

0.0464 

0.0500 

40. 

0.0442 

0.0440 

0.0470 

40. 

0.0368 

0.0378 

41. 

0.0344 

0.0342 

0.0358 

41 .... . 

0.0266 

0.0280 

12 . 

0.02()0 

0.0246 

0.0256 

42. 

0.0180 

0.0184 

43 . 

0.0182 

0.0I6I 

0.0x66 

43 . 

0.0104 

O.OIIO 

44 . 

O.OII 2 

0.0096 

0.0102 

44 . 

0.0064 

0.0070 

45 . 

0.0058 

0.0058 

0.0062 

45 . 

0.0042 

0.0044 

4 €». 

0.0032 

0.0038 

0.0040 

46. 

0.0026 

0.0027 

47 . 

0.0022 

0.0020 

0.0022 

































































In tal caso nella (5) si pud porre t + 1 — u 


tiene allora la formula : 


m9< == 



1 4 . 

— , e SI ot* 

2 


(5 


dove e 

== 2 [Su -f- Tu ) • 


La (5 m) dk appunto la probability di eliminazione col metodo 
delle durate medie. 

Col metodo delle durate piu vicine, invece, si pone u = t o 
u = t + 1 Si seconda che u sia piu vicino a ^ o a ^ + i- 

Applicando ai nostri dati il metodo delle durate medie (for¬ 
mula 5 w), si ottengono i valori indicati nella colonna 2 della 
tabella XVI che sono posti a confronto coi valori della colonna i, 
gia ottenuti col metodo delle durate esatte (formula 5). Tra le 
due serie di valori non si avvertono divergenze sistematiche : 
II volte infatti i valori ottenuti col metodo delle durate medie 
risultano superiori, 2 volte uguali fino al 4^ decimale, 16 volte in- 
feriori a quelli ottenuti col metodo delle durate esatte. I valori de- 
terminati col metodo delle durate medie presentano pero maggiori 
irregolarita, spiegabili anche col numero ristretto delle osservazioni; 
per le eta piu giovani, le differenze cadono sulla seconda cifra deci¬ 
male e possono pertanto non risultare trascurabili ai fini di talune 
indagini. 

Una semplificazione analoga puo apportarsi alia determina- 

zione di Si mediante la (6), facendo t + 1 — u = — e ottenendo 

2 

la formula : 


nSt 


di 


h + 


Kt dt 


(6 in) 


dalla quale poi, in base alia (2 a), si pud risalire al valore di 
della probabilita di eliminazione. 

Le colonne 4 e 7 della tabella XVI danno i valori di «S( e di 
H^t, cosi ottenuti, che si possono confrontare coi rispettivi valori 
di St secondo la (6) e di qt secondo il metodo deg, riprodotti nelle 
colonne 306. 



a8 

Le differenze tra i valori riportati nelle colonne 3 e 4 e quelle, 
che ne seguono, fra i valori delle colonne 6 e 7, si verificano, salvo 
in due casi, nello stesso senso che fra i valori delle colonne i e 2 
e sono dello stesso ordine di grandezza. I valori ottenuti mediante 
la formula (6 m) (riportati nelle colonne 4 e 7) 13 volte risultano 
superiori, 2 volte uguali e 14 inferiori a quelli ottenuti con la for¬ 
mula (6) (riportati nelle colonne 3 e 6). 

Ne segue che le differenze tra i valori della col. 2 ottenuti col 
metodo delle durate medie deirAckland e quelli della colonna 7 ot¬ 
tenuti con la (2 a) attraverso la (6 m) ,risultano analoghe per senso 
e per intensity alle differenze tra i valori della colonna i, ottenuti 
col metodo (dea) delle durate esatte dell'Ackland e quelli della 
colonna 6, ottenuti col nostro metodo (deg) delle durate esatte. 
Anche tra le due serie di valori delle col. 2 e 7 le differenze risul¬ 
tano trascurabili quando h ^<<0,15. 

♦ ♦ ♦ 

I metodi delle durate medie e delle durate piu vicine non co- 
stituiscono che la semplificazione del metodo delle durate esatte e, 
come questo, sono soggetti airipotesi d). Poichfe d riconosciuto 
che tale ipotesi, in molti casi, non risponde al vero, si ^ studiato 
un procedimento che conduca a determinare i valori di qt su ipo¬ 
tesi che permettano di avvicinarsi maggiormente alia realta, sup- 
ponendo, cioe, che il numero degli eliminati varii in funzione lineare 
del tempo durante I'intervallo 1 1 — t i [ipotesi e)'] (i). Lc sem- 
plificazioni fatte di detto procedimento hanno confermato la pre¬ 
vista insufficienza, in casi particolari, del metodo delle durate me¬ 
die ed hanno permesso di mettere in luce la portata delle inesat- 
tezze a cui questo pu6 portare, ma il procedimento e talmente la- 
borioso da non essere consigliabile in pratica, ed effettivamente, 
airinfuori delle esemplificazioni su ricordate, esso non fu mai ap- 
plicato. Noi ne diamo un'altra esemplificazione sui nostri dati alio 
scopo di mostrare le divergenze tra i risultati che -con esso si otten- 
gono e quelli ottenuti con le formule precedentemente esposte. 

Nel procedimento in parola, si comincia col determinare i 
valori di col metodo delle durate medie dell'Ackland (formula 
5 w). Tali valori, nel nostro caso, sono riportati nella colonna 5 


(i) Cfr. Balducci : art. cit. 
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della tabella XIV. Ai valori cosi ottenuti si aggiunge un termine 

di correzione-(cfr. col. 6 , tab. XIV), al fine di deter- 

o dt 

minare approssimativamente i valori di (cfr. col. 7, tab. XIV) 
che SI sarebbero ottenuti neiripotesi che gli eliminati, anzi che di- 
stribuirsi secondo Tipotesi d), si distribuissero, secondo Tipotesi a), 
uniformemente in ciascun intervallo ^ |^ + i (nel nostro caso in 
ciascun anno di et^i) (i). Su tali valori ci si basa per determinare 
i valori di che si otterrebbero nell'ipotesi che gli eliminati, 
anzichfe distribuirsi uniformemente in ciascun intervallo, varias- 
sero durante esso in funzione lineare del tempo (ipotesi e), Natu- 
ralmente il valore del coefficiente angolare della retta rappresen- 
tativa di tale funzione varia di intensita nei successivi intervalli 
considerati (nel caso nostro, nei successivi anni di eta). Al fine di 
determinare tale valore per i successivi intervalli, conviene, quando 
il numero delle osservazioni non sia molto elevato (e questo ap- 
punto e il caso nostro), procedere preliminarmente ad una pere- 
quazione dei valori di mqt ottenuti neiripotesi a). La colonna 8 
contiene i valori ottenuti con una perequazione grafica, mentre 
nella successiva colonna g sono esposti i valori dei coefficient! 
angolari rispettivi (2), Essi ci permettono di determinare i valori 
della probability di eliminazione neiripotesi e), in base alia formula : 



Tali valori, esposti nella colonna 10, sono pero affetti da errori, i 
quali si possono determinare approssimativamente mediante la 


formula-^ (i 

o dt \ 



Tenendo conto dei termini di 


correzione forniti da tale formula (cfr. col. ii), si ottengono 
infine i valori definitivi della probability di eliminazione (cfr. 


(1) £ ripotesi che sta a base della formula del Wittstein, della quale i 
valori della col. 7 rappresentano approssimazioni sufficienti agli scopi 
pratici. 

(2) Il valore ^ per rintervallo t \— t stato ricavato con la 

formula : 

6 ^ == 4 1 (I — m^t) mqt — i) m^t — i 

Cfr. Balducci : art. cit., formula (60). 
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Case sovrane, Case mediatizzate tedesche 


etA 

Valorl di 

h 

Valori di 

di 

Valori di 

Kt 

Valori di calco- 

lati col metodo 
delle durate medie 
(formula 5w) 

Teonini 

di correzlone 

Valori di nella 

ipotesi Che gli dl« 
minati si distrlbul- 
scano uniforme- 
mente nel tempo 

I 

a 

3 

4 

5 


6 

7 

18. 

10 

31 

62 

0.75610 


0.14406 

0.61204 

19. 

31 

53 

87 

O.7II4O 

— 

0.098.19 

0.61291 

20. 

65 

77 

125 

0.60392 

— 

0.05959 

0-54433 

21. 

II3 

116 

153 

0.61213 

— 

O.O5I4I 

0.56072 

22. 

150. 

108 

175 

O -45473 

__ 

0.02541 

0.42932 

23. 

217 

119 

I4I 

0.41391 

— 

0.014 

0.39991 

24. 

239 

139 

170 

0.42901 

~ 

O.OT609 

0.41292 

25. 

270 

129 

175 

o.3()o83 

— 

O.OIO6I 

0.35022 

26. 

318 

130 

148 

0-33333 

— 

0.00702 

0.32631 

27. 

334 

117 

I5I 

0.28571 


0.00501 

0.28070 

28. 

368 

108 

133 

0.24856 

— 

0.00314 

0.24542 

29. 

393 

III 

123 

0.24422 

— 

0.00268 

0.24154 

30. 

405 

95 

122 

0.20386 

— 

O.OO181 

0.20205 

31. 

432 

92 

94 

0.19210 

— 

O.OOI 2 I 

0.19089 

32. 

434 

75 

94 ' 

0.15590 

— 

0.00079 

0.15511 

33 . 

453 

53 

71 

0.10849 

— 

0.00028 

0.10821 

34 . 

47 ^ 

66 

53 

0.13266 

— 

0.00031 

0.13235 

35 . 

458 

40 

50 

0.08281 

— 

0.00011 

0.08270 

36. 

468 

53 

24 

0.11041 

— 

0.00010 

0,11031 

37 . 

439 

36 

43 

0.07809 

— 

0.00009 

0.07800 

38. 

446 

32 

21 

0.06994 

— 

0.00003 

0.06991 

39 . 

436 

24 

14 

0.05417 

— 

0.000014 

0.05416 

40. 

426 

10 

8 

0.02325 

— 

0.000001 

0.02325 

41. 

424 

16 

- 15 

0.03841 

+ 

0.000007 

0.03841 

42. 

393 

5 

4 

0.01265 

• — 

0.0000002 

0.01265 

43 . 

392 

1 ^ 

— 29 

0.01324 

+ 

0.0000017 

0.01324 

44 . 

358 

2 

— II 

0.00567 

+ 

0.00000005 

0.00567 

45 . 

345 

2 

- 30 

0.00606 

+ 

0.0000004 

0.00606 

46. 

313 

I 

- 27 

0.00333 


0.000001 

0.00333 


(+) Tra le spose di i8 anni sono state comprese anche le poche in eU di i6 e 17. 
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e Case principesche di vari Stati. Tabella XIV (*). 


Valori 

della col. 7 
pcrequati 

8 

Valori di P/ dedot- 
ti dai valori della 
col. 8 

9 

Valori di caloo- 

latl in prima ap- 
prosslmazione nclla 
ipotesi Che gli eli- 
minatisi dlstribui- 
scano secondo una 
funzionc llneare 
del tempo 

10 

Termini 

di correzione 

11 

Valori di calco- 

lati in seconda ap- 
prossimazione nella 
ipotesi della col. 10 

12 

Valor idi„9^ calco- 
lati nella ipotesi di 
saggi istantanei di 
mortality costa nti 
(formula 2 a attra- 
verso la 6 m) 

I3 

0.6213 






0.70350 

O.6110 

— 

1.15822 

0.80178 

1 

0 

0.67023 

0.(36852 

0-5792 

— 

I.16295 

0.66732 

— 0.07497 

0.59235 

0.57902 

0.5312 

— 

i.o87()7 

0.66047 

~ 0.05959 

0.60088 

0.58610 

O.47II 


0.96405 

0-4X335 

— 0.02914 

0.45421 

0-44487 

0.4250 

- 

0.78619 

0.42765 

— 0.01496 

0.412^)9 

0.40662 

0.3869 

— 

0.6763T 

0.44209 

— O.OI72I 

0.42488 

0.42083 

0.3521 

— 

0 .()Oi 82 

o.369</2 

— O.OII24 

0.35868 

0.35614 

0.3199 

— 

0.54137 

0.33914 

— 0.00729 

0-331x5 

0.32968 

0.2898 

- 

0.48085 

0.2<}000 

— 0.00518 

0.28482 

0.28345 

0.2699 

— 

o-4437<> 

0.25141 

— 0.00323 

0.24818 

0.24708 

0.2308 

— 

0.46241 

0.24680 

— 0.00274 

0.24406 

0.24285 

0.2031 

— 

0.39105 

0.20562 

— 0.00185 

0.20377 

0.20308 

0.1772 

— 

0.35996 

0.19321 

— 0.00122 

0.19199 

0.19144 

0.1547 

— 

0.33106 

0.15677 

— 0.00079 

0.15598 

0.15558 

0.1336 

— 

0.30847 

0.10890 

— 0.00028 

0.10862 

0.10837 

O.II6I 

— 

0.27885 

0.13299 

— O.OOO3T 

0.13268 

0.13247 

O.IOI2 

— 

o-2555f> 

0.08299 

— O.OOOII 

0.08288 

0.08277 

0.0886 

__ 

0.24300 

0.I1053 

— 0.00010 

0.I1043 

0.I1033 

0.0763 

— 

0.24302 

0.07832 

— 0.00010 

0.07822 

0.07808 

0.0651 

— 

0.24597 

0.07001 

— 0.00004 

0.06997 

0.06993 

0.0541 

— 

0.26848 

0.05421 

— 0.00002 

0.05419 

0.05418 

0.0429 

— 

0.31074 

0.02327 

— 0.00002 

0.02325 

0.02323 

0.0319 

— 

0.37324 

0.03837 

— 0.000008 

0.03837 

0.03844 

0.0217 

— 

0.48562 

0.01266 

— 0.0000002 

0.01266 

0.01262 

O.OII8 

— 

0.63821 

O.OI3I9 

+ 0.000002 

0.01319 

O.OI32I 

0.0072 

— 

0.49157 

0.00567 

4- 0.0000002 

0.00567 

0.00568 

0.0049 

— 

0.32407 

0.00605 

4- 0.0000005 

0.00605 

0.00608 

0.0041 


— 

— 

— 

— 

0.00330 


(*) I calcoli necessari per la compilazione di questa tabella sono stati eseeuiti 
t. ^lla Dott.Ma E. Rossi, studente della Scuola di Scienze statistiche e attuariali aella 
R. Universitk di Roma. 







col. 12). La col. 12 ci dk dunque i valori della probabilit^L di elimi- 
nazione neiripotesi che i numeri degli entrati e degli usciti (o 
quanto meno le loro differenze) si distribuiscano uniformemente 
neirintervallo e che gli eliminati si distribuiscano invece secondo 
una funzione lineare del tempo ; nel caso nostro, che essi di- 
minuiscano col crescere dell’eta. 

II confronto tra i dati delle colonne 507 mostra come il me- 
todo delle durate medie in base all’ipotesi d) porti, in confronto 
al metodo delle durate medie in base airipotesi a), a valori supe- 
riori od inferiori di ,»?<, a seconda che ^ Kt ^ 0 ; ed il confronto 
dei dati delle dette col. 5 e 7 coi dati della colonna 13 mostra come 
il metodo delle durate medie in base airipotesi b) porti sempre a 
valori intermedi tra i due precedenti. Per rendersi conto di tali 
risultati, si consideri che, quando Kt e positive e la distribuzione 
degli entrati e degli usciti (o delle loro differenze) ^ uniforme, 
come si suppone nel metodo delle durate medie, gli individui in 
osservazione (a prescindere dagli eliminati) crescono dal principio 
alia fine delFintervallo t \— ^ + i, mentre il contrario avviene 
quando Kt h negative. Ora, secondo Tipotesi a), il saggio di morta- 
lita va crescendo ; secondo Tipotesi d), invece, esso va diminuendo 
nel corso deirintervallo t \— ^ + i, per mode che i Kt individui, 
i quali entrano od escono durante I'intervallo, corrispondono ad 
un numero di individui osservati durante tutto Tintervallo, che 
risulta maggiore secondo Pipotesi a) che secondo Tipotesi d). Ne 
discende che, a seconda che Kt 6 positive o negative, il denomina- 
tore della frazione che da il valore di ^qt risulta maggiore o rispet- 
tivamente minore secondo Tipotesi a) che secondo Tipotesi d) ; 
e quindi il valore di mqt risulta minore o rispettivamente maggiore 
secondo Tipotesi a) che secondo Tipotesi d), L'ipotesi b), che presup- 
pone un andamento dei saggi di mortality intermedio tra quelli 
che corrispondono alle ipotesi a) e d), porta necessariamente a 
valori intermedi di mqt . 

I valori di mqt , ottenuti in prima approssimazione in base 
airipotesi e) (col. 10), portano a valori di mqt superiori o inferiori a 
quelli ottenuti nell’ipotesi d) (col, 5), a seconda che k positiva 
o negativa, come si intende subito, confrontando la formula (5 m) 
con la (7 m) ; ma il successivo termine di correzione (salvo per 
valori di mqt molto bassi) risulta negativo (col. ii), per modo che i 
valori di mqt, ottenuti in seconda approssimazione nell'ipotesi e) 
(col. 12), risultano spesso intermedi tra i valori ottenuti in base 
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alle ipotesi a) c d). Precisamente essi risultano intermedi per i 
valori di mqt fino al 31® anno di et^ compreso, mentre per gli anni 
successivi, risultano superiori per Kt positive e inferiori per Kt ne¬ 
gative, ma per differenze piccolissime. 

I valori ottenuti con le lunghe elaborazioni rese necessarie 
quando si adotta la ipotesi ^), non differiscono sostanzialmente 
da quelli ottenuti, molto piu rapidamente, in base all'ipotesi b. 
La differenza massima tra le due serie di valori risulta invero di 
0.014, mentre essa risulta di 0.041 tra i valori ottenuti neiripotesi a) 
e quelli ottenuti neiripotesi e) e di 0.057 tra i valori ottenuti nel- 
ripotesi d) e quelli ottenuti neiripotesi e). 

Questa esemplificazione conferma la praticita della determi- 
nazione delle probabilita di eliminazione in base airipotesi 6). 

Con cio non si intende, naturalmente, che I’ipotesi h) ed i 
metodi che su di essa si basano siano applicabili in ogni caso. Vi 
sono casi, come nella mortalita durante i primi anni di vita, in 
cui si conosce che i saggi di eliminazione diminuiscono rapida¬ 
mente e in cui (esclusa la convenienza di ricorrere alle laboriose 
elaborazioni in base airipotesi e)), sara quindi opportuno ricorrere, 
anziche airipotesi 6), airipotesi d) che sta a base dei metodi del- 
r Ackland. In altri casi, in cui si conosca che i saggi di eliminazione 
vanno crescendo, potra essere consigliabile ricorrere all'ipotesi a). 
Molte altre volte, pero, 6 certo che ripotesi d) dei saggi di elimina¬ 
zione costanti si avvicina suffleientemente al vero, cosi da giusti- 
ficare rapplicazione dei metodi proposti in questa memoria, che 
su di essa si fondano. 


♦ ♦ ♦ 


Si potrebbe osservare che la semplificazione t 1 — 7^ = — 


che abbiamo introdotto nella (6) e, a rigore, contraddittoria col- 
ripotesi della costanza dei saggi istantanei di eliminazione che sta 
alia base del metodo deg, in quanto essa suppone che neirinter- 
vallo ^ 1— t + 1 si distribuiscano uniformemente, non solo gli 
entrati e gli usciti, ma anche gli eliminati, mentre, se i saggi istan¬ 
tanei di eliminazione sono costanti, il numero degli eliminati tra 
gli esposti al rischio aUhnizio t deirintervallo diminuisce col tempo 
proporzionalmente al diminuire di tali esposti al rischio, mentre 
conviene, d'altra parte, aggiungere gli eliminati provenienti dagli 
entrati e togliere quelli che sarebbero provenuti dagli usciti. 
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In realti Tobbiezione sarebbe infondata, in quanto la sem- 


plificazione ^ + i 


u = — non suppone precisamente che nel- 
2 


rintervallo ^ |^ + i si distribuiscano uniformemente gli entrati, 
gli usciti e gli eliminati, ma solo che si distribuiscano uniformemente 
le differenze tra i numeri degli entrati e degli usciti o eliminati, 
ipotesi che non 6 contraddittoria con Taltra che il numero degli 
eliminati varii proporzionalmente al numero degli esposti al rischio. 

D'altra parte anche Tipotesi che gli entrati e gli usciti (o 
quanto meno le loro differenze) siano distribuiti uniformemente 
neirintervallo, molte volte non risponde a verity : in taluni casi 
pare piu plausibile ammettere che il numero degli entrati e degli 
usciti (o quanto mono la loro differenza) sia proporzionale al nu¬ 
mero degli esposti al rischio secondo la legge di eliminazione, e a 
talc ipotesi si ricorre effettivamente, come e noto, da qualche 
autore (Zeuner) nella trattazione delle probability di elimina¬ 
zione. 

Vediamo dunque quale espressione assuma la (5) quando si 
supponga, da una parte che i saggi istantanei di eliminazione sieno 
costanti e dalFaltra che la differenza tra entrati ed usciti varii 
durante Tintervallo ^ |— / -f- i proporzionalmente agli esposti al 
rischio secondo la legge di eliminazione. 

Se con A si indica la durata media di esposizione al rischio 
degli entrati, A indicher^ anche la durata media deirintervallo 
durante il quale restano esclusi dal rischio sia gli usciti sia i dt 
eliminati provenienti dagli It individui entrati al principio del- 
rintervallo. Si trova facilmente (i) 



(i) Se analogamente a quanto si 6 fattoapagg. 3-4, si divide I’intervallo 
unitario ^ | — t 1 in un numero n di intervalli istantanei uguali tra di 
loro, cosi piccoli da poter considerare senza errore sensibile gli entrati in 
(o gli usciti di) osservazione in ciascuno di essi come entrati (o usciti) alFini- 
zio del rispettivo intervallo, la durata complessiva di esposizione al rischio 
degli entrati neirintervallo i (e la durata di non esposizione al rischio per 
gli usciti), nella ipotesi del testo (cheil numero degli entrati (e degli usciti) sia 
proporzionale al numero degli esposti al rischio), risulta proporzionale a 



sicchd la durata media di esposizione al rischio per gli 
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Indicando con A' la durata media durante la quale risul- 
tano esclusi dal rischio i d" eliminati provenienti dagli individui 


entrati (e di non esposizione per gli usciti), durante il detto intervallo 
unitario, risulta : 


A„ = 




A parte il fattore ~, il denominatore di A« ^ la somma dei primi n termi- 

ni di una progressione geometrica il cui prime termine d i e la ragione d i — ~ ; 

il numeratore 6 la somma delle somme dci termini di n progressioni geome- 

triche aventi tutte come prime termine la unit^ e come ragione i — ^ , 

e aventi n termini la prima, n — i termini la seconda, . . . . i termine 
solo la 

Risulta quindi : 

♦=0\ « / 


Si 

n 


«-(i— 

»-i .J St\> » \ nl 

i: («-*)( I —_ = i: - 

♦ e= 0 \ ^ / » = 1 


-(-4-r 


Jl 

n 


_S( 

n 


n 


da cui 


A» = 


St 

n 


-(- 4 )' 

E per n —> oo si ricava da questa 


5 r 


lim -- 




I 

9 t 


I 


Piii rapidamente si pu6 giungere alio stesso risultato, tenendo presente 
che, dalla definizione di dt , Et , Mt , discende 


A Et — Mt 


da cui 


Et 

dt 


Ml 

dt 


I 

IT 


I 

St 
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che si sono aggiunti in seguito per eccesso degli entrati sugli usciti, 
si trova (i) 


A' = 




— I 


I 


I 


I 2 A — I 
X I —A 


Poncndo mente che e 


dt = dt -j- 

dr - di 


It 


/t +A Kt 

AKt 


ItAKt 


(i) Suddiviso, come alia nota precedente, I’intervallo unitario t \— t + i 
in n intervalli istantanei uguali tra loro, gli entrati nel i®, 2®, ...» + 

intervallo risultano proporzionali rispettivamente a i, i. . . 

-. Poich6 gli entrati in ciascun intervallo si riducono, come 

tutti gli altri esposti al rischio, da un intervallo al successivo, nel rapporto 

1 -^ , coU’inizio deWi + lesimo intervallo saranno esposti al rischio gli 

n 

-entrati al principio deirintervallo stesso, gli -non eli- 

minati degli -entrati airinizio deirintervallo precedente e 

cosl via, tutti gli entrati airinizio degli intervalli dal i® air(i -}- i)e8lmo 

contribuendo per lo stesso numero -. In complesso, gli esposti al 

rischio provenienti dagli entrati in osservazione nell’unit^ di tempo che 
si considera risultano (i + i) -, e proporzionale al numero di que¬ 

st! risulta il numero degli eliminati da essi al principio deirintervallo 
(i -f Dall'istante nel quale entra in osservazione, ciascuno di 

tali individui resta escluso dalla osservazione per n — i intervalli, e quindi 
tutti complessivamente restano esclusi dalla osservazione per un tempo 


■ (» -f I 


(- 4 )- 


La durata media di non es|)osizione al rischio 


risulta quindi per essi : 


A' = 4 


» — i / St V 

s (t+ 

I »= 0 V w / 


» n , \ ( 


A parte il fattore — , sia il numeratore che il denominatore seno somme di 



si pu6 scrivere 
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dove ^ 


l, + — d, 


A/^ + A'Aif, 
~ i. + AX, 


Nella tabella XV sono indicati i valori di A e A' in funzione 
di St. Col tendere di a 0 , A tende a 1/2 e A' a 1/3 ; col tendere 
di S( all’infinito, A e A' tendono ad i. 

Determinato il valore approssimato di mediante la (6 m), 

termini di progressioni geometriche. Tenuto presente che 6 

— i V 

’•- 1 / St\i ’ 


n — 1 / 

i = 0 \ 


risulta : 


— I S,v .'-('- 4 )' 

i: 1 I - = n2 —5 ^ 

<=o V « / s* 


n (n — i)2 




>”-’■)('—l-)‘" "i.'1 ‘—i("- 

4ni- 

(- 4)1 

e quindi 

, l-(- 4 )l 4 ^i-(- 4 (- 4 ) 1 ^.-l-(- 
M 4 -(- 4 )>—(- 4)1 


S ,-2 I 


(- 4)1 
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si possono, in base ad esso, determinare i valori di A e A' e quindi 
di mSi , in base alia (6 Af). 

Dal valore di uSt si ottiene, attraverso la (2 a), il valore 
di uqt. 

Ci si persuade facilmente che, se ^ 0, t 

LK,< — Ki, A''>A>4-. 

2 2 2 

e quindi uSt > . 

Viceversa, se h K, — > 0 e, a piu forte ragione, > 0 , 6 

A" <[ A e quindi — L" dt'^ — A , 

A(ff( — dt)y — {K, — dt)e quindi mS, < mS.. 

Quando 6 Kt'>(S ,Kt — (fi < 0 , pu6essere m 5 , ^ . 

Ci si rende conto facilmente che la differenza tra uSt e mSt 
dipende essezialmente, da una parte, daU'altezza di mSt e, dalFal- 
tra, dairimportanza di Kt in confronto di /<. 

mSi e uqt indicano dunque il saggio di eliminazione e rispet- 
tivamente la probabilita di eliminazione neiripotesi che i saggi 


E per n —>• oo si ricava da questa 

A-- um A- *'-‘ 7 "') 

n —00 * S( (i — e — S» e ^t) 

Ricordando che 6 i — e~^‘ — qi, e quindi = 1 — qt < puo scriversi 
anche; 


A' = 


(2 —gt) St — 2qi 


—S,(i—g,)]’ 

dalla quale si ricava facilmente ; 

A, [ St — qt _1 I r I 
^ “ S, [S,g,-(S,-?,) 


I 


— ^ 
L 


Poichd d 


si pu6 scrivere anche: 

A'=- 


J_ 

qt St ’ 


St 


La 


I 2 A — I 
St I—A 
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Tabelia XV. 


St 

A • 

A' 

St 

A 

A' 

10 

0.90005 

0.8005 

0.5 

0.5415 

0.3620 

5 

0.8068 

0.6348 

0.4 

0.5332 

0.3561 

2 

0.6565 

0-4557 

0.3 

0.5250 

0.3503 

1-5 

0.6205 

0.4236 

0.2 

0.5167 

0-3447 

I 

0.5820 

0.3922 

O.I 

0.5083 

0.3389 

0.9 

0.5740 

0.3861 

0.05 

0.5042 

0.3361 

0.8 

0.5660 

0.3800 

O.OI 

0.5008 

0.3339 

0.7 

0-5579 

0.3739 

0.005 

0.50042 

0.33362 

0.6 

0.5496 

0.3679 

0.001 

0.5000833 

0.3335959 


istantanei di eliminazione restino costanti durante Tintervallo 
t \—^ + I e che il numero degli entrati e degli usciti (o quanto 
meno la loro differenza) varii proporzionalmente al numero degli 
esposti al rischio sccondo la legge di eliminazione. 

mqt , ricavato dalla (5 m) secondo il metodo consueto delle 
durate medie, lornisce, invece, il valore della probabilita di eli¬ 
minazione neirintervallo ^ |^ + i nell'ipotesi che la probabilit^L di 
eliminazione nella frazione u \— ^ + i deir intervallo ^ |— / + i 
varii proporzionalmente a ^ i e che gli entrati e gli usciti 
(o quanto meno le loro differenze) si distribuiscano uniformemente 
durante Tintervallo. Chiameremo quest'ultimo metodo DMA {me- 
todo delle durate medie delVAckland) e, in contrapposto ad esso, 
chiameremo il nostro metodo dmg {metodo delle durate medie del 
Gini ). 

Il metodo dmg si fonda dunque su ipotesi analoghe per la 
distribuzione degli eliminati, da una parte, e degli entrati ed usciti, 
daU'altra, e presenta pertanto una coerenza formale che, dal punto 
di vista teorico, pud essere riguardata come un pregio. Ma ci6 non 
significa che detto metodo sia senz'altro preferibile per le appli- 
cazioni pratiche. Converr^L esaminare, a tal fine, di caso in caso, 
se le ipotesi su cui esso si basa rispondano o meno a realtd.. Il 
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metodo potra, ad esempio, plausibilmente applicarsi quando si 
tratta di dcterminare le probabilita annue di morte per le et^l 
adulte, per le quali i saggi di eliminazione non variano sostanzial- 
mente entro un anno di vita, mentre puo plausibilmente ritenersi 
che gli entrati e gli usciti siano proporzionali ai viventi. Nel nostro 
esempio, invece, il metodo dmg non risulta rispondente ; non ri- 
sponde in particolare a realta Tipotesi che i numeri degli entrati 
variino proporzionalmente agli esposti. Al contrario, il numero delle 
nuove spose che entrano in osservazione durante un certo anno di 
eta si pu6 ritenere che vada crescendo durante Tanno fino alFeti 
di 20-21 anni, che rappresenta Teta di massima frequcnza al ma- 
trimonio. Uapplicazione che del metodo dmg viene data nelle co- 
lonne 5 e 8 della tabella XVI ha quindi solo lo scopo di una esem- 
plificazione fatta per mostrare le differenze tra i valori dei saggi di 
eliminazione e delle probabilita di eliminazione per conccpimento 
determinati con tale metodo e quelli determinati invece con le 
altre formule. 

Se si confrontano i valori qt della colonna 6, ottenuti col 
metodo deg delle durate esatte, con quelli della colonna 8, 
si nota che i secondi sono sempre piu bassi dei primi fino a 29 anni 
compresi. Da 30 anni in su i valori della col. 8 risultano 9 volte 
inferior!, 6 volte superiori e due volte uguali fino alia 48' cifra de- 
cimale. Rispetto ai valori qt, i.valori Mqt risultano dunque molto 
meno approssimati che i valori n^qt della colonna 7, ottenuti me- 
diante la formula (6 m). Cio si spiega con la circostanza che, come 
abbiamo osservato, le ipotesi che stanno a base del metodo dmg 
non risultano, nel caso in esame, rispondenti a realty. 

♦ ♦ ♦ 

In tutti i ragionamenti precedent!, noi abbiamo considerate 
le relazioni tra Mt ^ Et, e quindi fra St e qt , nell’ipotesi che la ri- 
duzione progressiva degli Et neirintervallo considerate ^ |— t + i 
avvenga esclusivamente per la causa di eliminazione di cui si vuole 
misurare Tintensiti con qt , ossia, come suol dirsi, secondo la legge 
pura di eliminazione per la causa in esame. La formula (2 a) indica 
dunque la probability di eliminazione per una data causa, facendo 
astrazione dairinfluenza che altre cause di eliminazione esercitano 
sulla riduzione progressiva degli esposti al rischio o, come suol 
dirsi, indica la probabilitd pura 0 indipendente di eliminazione per 
la causa in esame. Per esempio, noi abbiamo determinato la pro- 
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Tabella XVI. 

C(^se sovrane, Case mediatizzate tedesche 
e Case principesche di vari Stati. 


E T A 


m(jt 

5 / 

mSt 

MSt 

Qt 

Formula 


M^t 

Formula 

Formula 

( 5 ) 

Formula 

(5 »«) 

Formula 

( 6 ) 

Formula 
(6 «) 

Formula 
(6 M ) 

(2 a ) 

attraverso 
la ( 6 ) 

(2 a ) 

attraverso 
la (6 m) 

(2 a) 

attraverso 
la (6 M ) 


I 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

16-18. . . 

0 - 735 ^^ 

O.756T 

1.1413 

1-2157 

0 . 93^3 

0.6806 

0-7035 

0.6060 

19. . . 

0.6957 

O.71I4 

T.O339 

I.1042 

0.9668 

0.6444 

0.6685 

0.6193 

20. . . 

0.6208 

0.(1039 

0.8796 

0.8652 

0.7702 

0.5851 

0.5790 

0-5371 

21. . . 

O.609T 

0.6121 

0.855T 

0.8821 

0.8073 

0.5748 

0.5861 

0.5539 

22. . . 

0.4609 

0.4547 

0.5912 

0.5886 

0.5555 

0.44(13 

0.4449 

0.4262 

23. . . 

0.4146 

0.4139 

0.5282 

0.5219 

0.5074 

0.4103 

0.4066 

0.3979 

24. . . 

O.42OT 

0.4290 

0.535-1 

0.5462 

0.5287 

0.4146 

0.4209 

0.4106 

25. . . 

0-3377 

0.3608 

0.4310 

0.4403 

0.4292 

0.3501 

0.35(12 

0.3490 

26. . , 

0-3397 

0.3333 

0.4028 

0.4000 

0.3937 

0.3316 

0.3297 

0.3254 

27. . . 

0.3108 

0.2857 

0.3722 

0.3333 

0.3287 

0.3108 

0.2834 

0.2801 

28. . . 

0.2472 

0.2486 

0.2818 

0.2838 

0.2812 

0.2456 

0.2471 

0.2451 

29. . . 

0.2444 

0.2442 

0.2821 

0.2782 

0.2761 

0.2458 

0.2429 

0.2413 

30 - . . 

0.2030 

0.2039 

0.2249 

0.2270 

0.2255 

0.2014 

0.2031 

0.2019 

31 - . . 

0.1926 

0.1921 

0.2123 

0.2125 

0.2117 

0.1913 

0.1914 

0.1908 

32. . . 

0. 1562 

1 

0.1559 

0.1705 

0.1691 

0.1685 

0.1568 

0.1556 

0.1551 

33 - . . 

0. 1078 

0.1085 

0.1129 

0.1147 

0.1145 

0.1068 

0.1084 

0.1082 

34 - . . i 

0.1339 

0.1327 

0.1444 

0.1421 

0.1419 

0.1345 

0.1325 

0.1323 

35 - . • 

0.0841 

0.0828 

0.0855 

0.0864 

0.0863 

0.0819 

0.0828 

0.0827 

36. . . 

O.II24 

0.1104 

0.1187 

0.1169 

0.1169 

0. III9 

0.1103 

0.1103 

37 - • • 

O.O7O8 

0.0781 

0.0793 

0.0813 

0.0812 

0.0763 

0.0781 

0.0780 

38. . . 

0.0707 

0.0699 

0.0738 

0.0725 

0.0725 

O.O7II 

o.of )99 

0.0699 

39. . . 

0.0539 

0.0542 

0-0553 

0.0557 

0.0557 

0.0538 

0.0542 

0.0542 

40. . . 

0.0234 

0.0233 

0.0237 

0.0235 

0.0235 

0.0234 

0.0232 

0.0232 

41. . . 

0.0382 

0.0384 

0.0389 

0.0392 

0.0392 

0.0382 

0.0384 

0.0384 

42. . . 

0.0127 

0.0126 

0.0128 

0.0127 

0.0127 

0.0127 

0.0126 

0.0126 

43 * . . 

0.0133 

0.0132 

0.0134 

0.0133 

1 0.0133 

0.0133 

0.0132 

0.0132 

44. . . 

0.0057 

0.0057 

0.0057 

0.0057 

0.0057 

0.0057 

0.0057 

0.0057 

45 * • • 

0.0061 

0.0061 

0.0061 

0.0061 

0.0061 

0.0061 

0.0061 

0.0061 

46. . . 

0.0034 

0.0033 

, 0.0034 

0.0033 

i 0.0033 

» 0.0034 

0.0033 

i 0.0033 

16-46. . . 

0.1732 

O.I72I 

0.1894 

0.1883 

; 0.1875 

; 0.1725 

, 0.1716 

► 0.1710 









babiliti di un concepimento delle coniugate nelFipotesi che il 
numero delle coniugate esposte a detto rischio si riducesse progres- 
sivamente solo per i sopravvenuti concepimenti e non ancheper 
morte, vedovanza, divorzio, ecc. Tale procedimento 6 rispondente 
quando ci si proponga di misurare la fecondit4 naturale della donna. 
Chi volesse misurare, invece, la sua fecondita effettiva, dovrebbe 
tener conto anche di queste cause di riduzione delle esposte al 
rischio. In contrapposto alia legge pura di eliminazione, la sue- 
cessione di eliminati che ne risulta si chiama legge dipendente di 
eliminazione, in quanto essa dipende, oltre che dal concepimento, 
anche dalle altre cause di eliminazione e corrispondentemente la 
probability di eliminazione, cosi determinata, si chiama probabi- 
litd dipendente di eliminazione, 

Se noi indichiamo con Tt il saggio di eliminazione globale per 
tutte le cause che vogliamo prendere in considerazione ai fini della 
progressiva riduzione degli Et, otterremo, invece della (2), la 

M,' = (2') 

■i t 

e, invece della (2 a), la 

q,' = S/ (2 a') 

1 t 

dove Mt , St , qt indicano rispettivamente il numero medio degli 
esposti al rischio, il saggio di eliminazione e la probability di eli¬ 
minazione, in base alia legge dipendente di eliminazione. 

Ci si persuade facilmente che h S/ = St perch6 il diverse 
numero degli esposti nei successivi istanti, che si verifica secondo 
la legge pura e secondo la legge dipendente di eliminazione, non 
influisce nd sull'altezza dei saggi istantanei di eliminazione (i) 
nS, per essere questi costanti in tutto Tintervallo t \— ^ + i, sulla 
loro media. 

Potremo quindi scrivere Tuguaglianza : 



(i) Una dimostrazione della proposizione che i saggi istantanei indi- 
pendenti sono uguali ai saggi istantanei dipendenti 6 stata data da I. Mes¬ 
sina, Le probabilitd parziali nella maiematica attuariale, in « Bollettino di 
Notizie sul Credito e sulla Previdenza » Ministero di Agricoltura, Industria 
e Commercio, luglio-dicembre 1905, n. 4-6, pag. 42. 
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la quale ci d^l la probability di eliminazione per la causa in esame 
dipendente da tutte le cause di eliminazione considerate. 

Per esempio, la (2 a) ci ha fornito la probabilita di un concepi- 
mento durante un anno di vita nell’ipotesi che nessuna delle donne 
coniugate morisse o divorziasse o restasse vedova nell'intervallo 
di ety considerato. La (2 a') y atta a fornirci invece la probability 
di un concepimento durante un anno, tenuto conto dell’elimina- 
zione delle coniugate, per morte, vedovanza o divorzio. 

Se, infine, volessimo ottenere la probability che una coniu- 
gata fosse eliminata dalle esposte al rischio del concepimento per 
concepimento, morte, divorzio o vedovanza, dovremmo usare 
la formula 

qt” = I — e-'^t (2 a") 

La (2 a") dy la probability di eliminazione globalc ; la (2 a) 
la probability pura o indipendente di eliminazione parziale, la 
(2 a') la probability dipendente di eliminazione parziale. 

Vale la pena di rilevare come, nell’ipotesi di saggi istantanei 
di eliminazione costanti, la relazione tra la probability pura e 
la probability dipendente di eliminazione divenga estremamente 
semplice. 

£, come facilmente si intende. 

La tabella seguente mostra la portata delle dilferenze : 

Tabella XVII. 


Case sovrane d’Europa, Case mediatizzate tedesche, e Case princi- 
pesche di Germania, Austria, Ungheria, Russia, Polonia, 
Italia, Francia e Gran Bretagna. 


eta ' 

St 

Tt 



q't 

-20. 

1.0711 

1.0838 

0.6539 

0.6574 

0.6617 

20-24 . 

0.6275 

0.6399 

0.4635 

0.4661 

0.4727 

25-29 .. 

0.3413 

0.3557 

0.2872 

0.2892 

0.2993 

30-34 . 

0.1715 

0.1904 

0.1562 

0.1576 

0.1734 

35-39 . 

0.0829 

0.1062 

0.0786 

0.0796 

0.1007 

40-44 . 

0.0195 

0.0401 

O.OI91 

0.0193 

0.0393 

45-46 . 

0.0048 

0.0385 

0.0047 

0.0048 

0.0378 

16-46 . 

0.1894 

0.2092 

0.1709 

0.1725 

0.1888 
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Come si vede, le differenze tra i valori di qt e q/ sono piccole, 
mentre sono pin forti, e crescenti con Tet^L, quelle tra i valori di 
qt' e qt . 

I valori di 5 < e Tt ^ anzich^ con la formula ( 6 ), possono essere 
determinati, quando ne sia il caso, con le formule (6 m) o (6 M). 
Tra i valori mqt , mqt , mq ”, o rispettivamente tra i valori 
Mqt , Mqt y Mqt" , che ne risultano, passano relazioni corrispondenti 
a quelle tra i valori qt , qt , q ", sopra indicati. 

♦ ♦ « 

Le eliminazioni degli esposti al rischio si possono distinguere 
in definitive e temporanee. 

Le definitive si possono a loro volta distinguere in definitive 
in via assoluta, come sono le eliminazioni per morte, e in definitive 
relativamente alVintervallo considerate ^ |^ i • QuesCultimo e, 
per esempio, il caso per le eliminazioni per concepimento rispetto 
airintervallo di un anno di eta, in quanto e eccezionale, e ai fini 
pratici si pud trascurare, il caso di una donna che abbia due con- 
cepimenti successivi durante lo stesso anno di etk. 

Temporanee sono invece quelle eliminazioni la cui durata d 
sempre — o quanto meno pud essere, con frequenza non trascu- 
rabile — pid breve dell'intervallo t \— t i, per modo che si 
deve tener conto della probabilita che Teliminato rientri in osser- 
vazione durante Tintervallo considerate ^ |^ -f i. Tale d il caso 
neireliminazione per malattia rispetto alFintervallo di un anno 
di eta (i). 

Conviene distinguere in questo campo il caso A), in cui il 
gruppo degli individui considerate era esposto al rischio anche 
prima deirinizio t delLintervallo considerate, dal caso B) in cui 
invece non lo era. 

Quest'ultima ipotesi si verifica, quando, ad esempio, si tratti 
di determinare il quoziente di morbilitd nel prime anno di assi- 
curazione o il quoziente di eliminazione per ferite nel prime pe- 


(i) Il fatto che uno stesso esposto al rischio possa essere eliminato pid 
volte nello stesso intervallo fa si che solo impropriamente si possa parlare, 
in tal caso, di probabilitd di eliminazione : tuttavia, poich^ tale espressione 
d neiruso corrente (e cosi correntemente si parla di probabilitd di malattia), 
la manterremo, pur tenendo presente il significato particolare che in questo 
caso essa assume. 
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riodo della guerra. La prima pu6 verificarsi, invece, quando si 
tratti di determinare il quoziente di morbilit^ negli anni di assi- 
curazione successivi o, analogamente, il quoziente di eliminazione 
per ferite in un secondo periodo della guerra. 

Ammesso che il saggio istantaneo di eliminazione e la durata 
media di eliminazione sieno costanti, il numero probabile degli 
individui che Teliminazione temporanea sottrae al gruppo risulta, 
nel caso A), uguale in tutti gli istanti delFintervallo ^ |^ + i, 
e quindi il numero probabile Et degli esposti al rischio airinizio 
deirintervallo ^ |^ + i 6 uguale al numero medio Mt degli 
esposti durante tutto Tintervallo. In questo caso particolare, il 
numero zt degli eliminabili durante Tintervallo ^ |^ + i , non 
e uguale al numero Et degli esposti al rischio airinizio t dell'inter- 
vallo, ma c uguale a questo numero aumentato del numero degli 
individui che airinizio t restano sottratti al rischio perch^ tempo- 
raneamente eliminati. 

La relazione tra qt e St ^ in tal caso molto semplice. Il valore 
probabile di zt risulta infatti: 

zt^Et + DSt=^Mt + DSt, ( 4 ) 


dove D indica la durata media deirdiminazione temporanea, as- 
sunta come unita la durata deirintervallo ^ |^ + i ; e quindi e 



Mt 

‘ M, + D sr 


(4 «) 


Quando gli elementi della rilevazione rendano consigliabile di ri- 
correre al metodo delle durate esatte, resta applicabile, per la de- 
terminazione di St, la formula (6) con ravvertenza che con si 
indichino, non solo i nuovi esposti al rischio che sopravvengono in 
osservazione, ma anche quelli che ritornano dopo il periodo di 
eliminazione temporanea, mentre, per passare da qt a St » si pud 
far ricorso alia formula seguente, che dalla (4 a) immediatamente 
si deduce : 


qt = St 


SS, 

S 8er +2 8,/ 


(4 b) 


dove con 2 8^ si indica la somma delle durate di esposizione al 
rischio e con 2 8^ si indica la somma delle durate di elimina¬ 
zione temporanee, assunta sempre come unita la durata dell’in- 
tervallo t \— ^ + i. 
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Ammesso che il saggio istantaneo e la durata media di elimi- 
nazionesieno costanti, pud ritenersi uguale alia somma delle 
durate di eliminazione per i dt eliminati nell'intervallo ^ |i (i)* 
Indicando con u Tistante deirintervallo t \— t + i in cui Teli- 
minazione temporanea ha inizio e con g il successive istante in 
cui essa ha fine, si ha 

/ < +1 

du (g — u) d u 

e quindi 

d/ / V 

rt^\ (7) 

+ / ( 5 u + ^«— du — Wu —^u)(^+i — u)du-\- du[g — u)du, 


Questa formula, confrontata con la (6), serve a mettere in luce la 
relazione tra qt e St . 

Piu comodo pud riuscire, quando se ne abbiano gli element!, 
di ricorrere, per la determinazione di qt , alia formula seguente 


^ ^ — ^0 d u 

in cui i simboli hanno gli stessi significati che nella (5), 

ma sono riferiti, non agli esposti al rischio, ma a tutti i compo- 


(i) Se con S si indica la somma delle durate residue di eliminazione 
degli individui che all'inizio i deirintervallo erano temporaneamente sot- 
tratti al rischio per eliminazione temporanea, con S 8^" la somma delle 
durate di eliminazione dei dt individui eliminati temporaneamente neUhn- 
tervallo t \— / -j- i sino al termine < -f i deirintervallo e con S S'J' la somma 
delle durate residue di eliminazione degli individui che al termine t -f i 
deirintervallo sono temporaneamente sottratti al rischio per eliminazione 
temporanea, sar 4 

sa;+ ss;; 

du (g — w) « = S 8^ + S 8^ ^ 

Ora, quando il saggio istantaneo e la durata media di eliminazione sieno 
costanti, pu6 ammettersi S 8^ = S 8^ e quindi: 





du(g — u) du 
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nenti del gruppo in osservazione, sieno essi esposti al rischio, 
sieno ad esso temporaneamente sottratti per eliminazione tem- 
poranea. 

Dal confronto della (8) con la (5) risulta che la formula, la 
quale fornisce la probabilita di eliminazione per cause transitorie 
col metodo dellc durate esatte per saggi istantanei di eliminazione 
costanti (metodo deg), coincide con la formula che fornisce la pro¬ 
bability di eliminazione per cause definitive col metodo delle du¬ 
rate esatte per probability di eliminazione proporzionali (metodo 
dea), quando si abbia I’avvertenza di sostituire in questa, agliin- 
dividui esposti al rischio, tutti gli individui componenti il gruppo 
in osservazione. 


Dalla (4 b) e dalla (8) si ricava la seguente formula che, quando 
si abbiano gli elementi per applicarla, puo riuscire piu comoda 
per la determinazione di S<: 



La determinazione di qi in base alia (8) e di St in base alia (9) 
y stata eseguita sui dati relativi alia morbility per gruppi quin- 
quennali di ety degli assicurati alia Cassa Nazionale Malattie per 
gli Addetti al Commercio nel triennio 1930-32 per una provincia 
ad alta e per una provincia a bassa morbility (i). I risultati sono 
contenuti nelle colonne 506 delle tabelle XVIII e XIX. 

Si noti che, nel caso della eliminazione per cause transitorie, 
non y necessario passare attraverso il valore di St al fine di giun- 
gere al valore di qt in base all’ipotesi dei saggi istantanei di elimi¬ 
nazione costanti. 

Si noti pure che, in detto caso, il numero degli esposti al ri¬ 
schio, a parte cause estranee di eliminazione, resta costante, co- 
sicchy resta costante anche il numero degli entrati e quello degli 
usciti nella ipotesi che essi sieno proporzionali al numero degli 
esposti al rischio. Questa ipotesi viene dunque, in detto caso, a 
coincidere con I’ipotesi della distribuzione uniforme degli entrati 
e degli usciti. La durata media, durante la quale gli entrati re- 
stano in osservazione e gli usciti ne sono esclusi, y, ovviamente, 


(i) I dati furono cortesemente comunicati dalla Cassa ; le elaborazioni 
furono eseguite dall’Ing. Vincenzo Curatolo, studente della Scuola di Scienze 
Statistiche e Attuariali, sotto la sorveglianza del Dr. V. Castellano. 
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in tale ipotesi, da porre = —^, cosi che le formule per la determina- 

zione della probability di eliminazione e del saggio medio di eli- 
minazione, in base al metodo delle durate medie, divengono: 


dove 6 


dt 

2 


^ X' — 2 K 
2 


K' - 2 .s; + r; — < . 


(8 m) 

(9 m) 


II confroirto tra i valori di qt della col. 6, ottenuti con la (8), 
e i valori di mqt della col. 7, ottenuti con la (8 m), mostrano come 
le approssimazioni non sieno cattive, tenuto conto del numero non 
molto ampio delle osservazioni, a cui si riferiscono i dati della 
tabella XIX (cfr. col. 2,3,4). Nella tabella XVIII, i valori di 
mqt risultano 3 volte inferiori, 2 volte uguali fino alia 4 a decimale, 
e 5 volte superiori ai valori di qt ; nella tabella XIX,* 4 volte in¬ 
feriori e 6 volte superiori. 


♦ ♦ ♦ 

Ritorniamo airipotesi 5 ), in cui si suppone che gli individui 
considerati non fossero esposti al rischio prima dell'inizio dell'in- 
tervallo ^ |— t + 1, per modo che, airinizio t , tutti erano esposti 
al rischio e nessuno ne era, sia pure temporaneamente, sottratto. 
In tal caso, il numero degli eliminabili zt durante Tintervallo 
t \— ^4- I coincide col numero Et degli esposti al rischio airini¬ 
zio deirintervallo, ma il numero probabile degli eliminati non 
resta costante nei successivi istanti deirintervallo, ma cresce, piu 
rapidamente prima, meno rapidamente poi, tendendo asintotica- 
mente ad un limite che e rappresentato dal numero degli eliminati 
che si verificherebbe, con gli stessi saggi istantanei di eliminazione, 
neiripotesi A), 

Neiripotesi B) la relazione tra il numero Et degli esposti al 
rischio airinizio deirintervallo e il numero medio Mt degli esposti 
al rischio durante rintervallo, e, corrispondentemente, la relazione 
rigorosa tra qt ^ St, vengono espresse da formule meno semplici. 
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♦ ♦ ♦ 


Un gruppo di individui, come pud essere esposto contempo- 
raneamente a parecchie cause di eliminazione definitiva, cosi pud 
essere esposto contemporaneamente a parecchie cause di elimina¬ 
zione temporanea (per es. malattie e ferite) e pud anche essere 
esposto, ad un tempo, ad una od alcune cause di eliminazione tem¬ 
poranea (per es. malattie e ferite), da una parte, e ad una od al¬ 
cune cause di eliminazione definitiva (per es. morte e prigionia), 
dairaltra. Anche in casi siffatti pud interessare di determinare la 
probabilita di eliminazione globale o la probabilita pura di eli¬ 
minazione parziale o la probabilita dipendente di eliminazione 
parziale. 

Soffermiamoci sul caso deirintervento di una causa di elimi¬ 
nazione temporanea che talvolta determina Tintervento di una 
causa di eliminazione definitiva, come avviene per le malattie e le 
ferite che talvolta determinano la morte. In tal caso appare natu- 
rale che, nel determinare la probabilita di eliminazione, si tenga 
conto della progressiva riduzione degli individui in osservazione 
per effetto della causa definitiva di eliminazione (che spesso della 
causa temporanea considerata costituisce una conseguenza), de- 
terminando cosi la probabilita di eliminazione parziale per la causa 
di eliminazione temporanea dipendente anche dalla catisa di eli¬ 
minazione definitiva, 

Se q% h la probability di eliminazione parziale per la causa 
di eliminazione temporanea determinata secondo la (4 a) o la (7) 
o la (8), la probabilita di eliminazione parziale dipendente anche 
dalla causa di eliminazione definitiva sara data dalla; 


9/ = qt 


I — 

(5t 


(4'a) 


dove at 6 il saggio medio di eliminazione dipendente dei soggetti 
esposti al rischio nell’intervallo # |— < + i quale pu6 ricavarsi 
dalla (6). 

Si osservi infatti che, in tal caso, sono esposti al rischio di 
eliminazione dipendente tutti gli individui in osservazione, sieno 
essi esposti alia causa di eliminazione temporanea, o sieno invece 
momentaneamente eliminati per detta causa temporanea. Indi- 
cando con Af»' il numero medio degli esposti al rischio di elimi¬ 
nazione definitiva, sar 4 , tenendo presente la (4) : 
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M/ ^ Mt + D St 


Ne segue 

(It dt ^ f 

Da questa uguaglianza e dalla (2 a'), si ottiene appunto la (4’ a). 
Nelle colonne 364 delle tabelle XVIII e XIX, sono dati i 

valori del saggio medio di mortalita or< e dell’espressione- 

per gli assicurati della Cassa Nazionale Malattie per gli addetti al 
Commercio, e, nella colonna 5, i corrispondenti valori della proba¬ 
bility dipendente di malattia q/, che possono porsi a confronto 
coi rispettivi valori della probability pura qt indicati alia colonna 2. 
Le differenze fra qt e qt sono deU’ordine di qualche millesimo per 
le ety pin basse e vanno crescendo con I’ety fino a raggiungere I’or- 
dine di qualche centesimo per le ety piu elevate. 


Tabella XVIII. 

Provincia ad alia morbilitd. 


E T A 

I 

It 

2 

dt 

3 

4 

Sf 

5 

7 / 

G 

7 

8 

1 — ^ 

10 

9 

15-19 .... 

2556 

522 

754 

0.1765 

O.I74T 

0.I780 

0 00467 

0.9979 

0.1737 

20 24 . . . . 

3321 

721 

-28 

0.2216 

0.2178 

0,2180 

0.00483 

0.9979 

0.2173 

25-29 .... 

3441 

822 

-62 

0.2480 

0,2430 

O.24IT 

0.00532 

0.9962 

0.2421 

30 34 . . . • 

2794 

725 

~2I2 

0.2761 

0.2697 

0.2697 

0.00893 

0.9955 

0.2685 

3539 -.-* 

2069 

509 

-107 

0.2590 

1 

0.2533 

0.2525 

0.01394 

0.9928 

<^•2515 

40 44 ... . 

1646 

373 j 

50 

0.234T 

0.2294 

0.2301 

0.02091 

0.9895 

0.2270 

45-49 .... 

1223 

232 

-61 

0.1957 

0.1923 

0.1945 

0.02776 

0.9863 

0.1765 

50-54 .... 

869 

180 

~8i 

0.2220 

0.2173 

0.2137 

0.03985 

0.9804 

0.2130 

55-59 .... 

638 

115 

-51 

0.1953 

O.I9I5 

0.1878 


0.9771 

0.1871 

60-64 .... 

386 

85 

-36 

0.2375 

0.2325 

0.2310 

0.04650 

0.9772 

0.2272 

15-64.... 

1 

18943 

4284 

66 

1 

0.2297 

0.2253 

0.2258 

0.01298 

0.9938 

0.2228 
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Tabella XIX. 

Provincia a bassa morbilitd. 


ETA* 

I 

It 

2 

dt 

3 

K 

4 

5 

6 

m^t 

7 

8 

j~e 

10 

9 

15-19 ... . 

829 

68 

252 

0.0688 

0.0685 

0.0712 

0.00907 

0.9956 

0.0682 

20-24 .... 

1022 

07 

-32 

0.0975 

0.0970 

0.0964 

0.00700 

0.997T 

0.0967 

25 29 .... 

1036 

124 

-66 

0.1225 

0.1215 

0.1236 

0.00980 

0.9949 

0.1209 

30-34 • • • . 

73S 

00 

-46 

0.1368 

0.1358 

0.13S5 

0.01372 

0.9934 

0.^349 

35-30 .... 

5«4 

05 

TO 

0.1586 

O.I57T 

0.1613 

0.02810 

0.9861 

0.1549 

40-44 .... 

405 

82 

-14 

0.1696 

0.T679 

0.1680 

0.04095 

0.9797 

0.1645 

45-40 .... 

444 

64 

- 19 

0.T5O2 

0.14S3 

^.1473 

0.06257 

0.9693 

0.1437 

50^54 .... 

355 

37 

-20 

0.1090 

0.TO78 

0.1072 

0.06704 

0.9672 

0.1043 

55-50 .... 

220 

24 

-2T 

0.1168 

0.1152 

0.1146 

0.08161 

0.9603 

0,1106 

60-64 .... 

3 29 

12 

-^7 

0. 3003 

0.0903 

0.0996 

0.08271 

0-9595 

^>.0953 

15-64 . • . . 

5S52 

702 

27 

1 

jo. J 191 

0.1182 

0.1197 

0.02526 

0.9873 

0.1167 


RIASSUNTO 

In questa memoria abbiamo trattato della determinazione 
dei quozienti di eliminazione (probabilita di eliminazione, saggio 
medio di eliminazione) durante un intcrvallo di esistenza ^ |^ + i, 
fondandoci suH'ipotesi che i saggi istantanei di eliminazione re- 
stino costanti durante tutto Tintervallo considerate. 

Generalmente, quando si parla di eliminazione, si intende 
riferirsi alle cause di eliminazione definitive, c queste noi abbiamo 
considerate per prime. 

Le ipotesi di carattere generale, che comunemente si fanno 
ai fini della determinazione dei quozienti di eliminazione, sono 
le seguenti: 

a) che la distribuzione degli eliminati sia uniforme nei suc- 
cessivi istanti deirintervallo 11 — ^ i» cid che equivale ad am- 
mettere che i saggi istantanei di eliminazione vadano aumentando 
durante Tintervallo ^ |— t + i, £ Tipotesi, in base a cui general¬ 
mente si determina il coefficiente di mortality quando gli esposti 









52 


al rischio restano in osservazione durante tutto I’intervallo t \— t i 

e sulla quale h basata la nota formula di Becker ; 

h) che la probabilita di eliminazione dall’istante « , interne 
all'intervallo t\ — < + i, alia fine f + i di detto intervallo sia 
proporzionale alia frazione di intervallo t + i — u , cid che equi- 
vale ad ammettere che i saggi istantanei di eliminazione vadano 
diminuendo durante I’intervallo 1 1 — f + i. E I’ipotesi che sta a 
base della determinazione della probabilita di eliminazione col 
metodo delle durate esatte, proposto dall’Ackland ed applicate 
quando gli esposti al rischio non restano in osservazione durante 
tutto I'intervallo < |— t i, ma si verificano, nel gruppo osser- 
vato, movimenti di entrata e movimenti di uscita aU’infuori della 
causa di eliminazione considerata. 

£ chiaro che sia Tuna che I’altra di tali ipotesi non pud corri- 
spondere sempYe a realtd e che talvolta nd Tuna nd I’altra d ammis- 
sibile neppure in via di prima approssimazione. 

Non di rado si avvicina maggiormente a realta I’ipotesi che 
i saggi istantanei di eliminazione siano costanti durante I’inter- 
vallo t\ — f + I; e, d'altra parte, d a questa ipotesi che conviene 
ricorrere, in base al principle di indifferenza, quando nulla si co- 
nosca circa I’andamento dei saggi istantanei di eliminazione du¬ 
rante il detto intervallo. Eppure, che io sappia, tale ipotesi, non 
venne finora presa a base della determinazione della probabilitd 
di eliminazione. 

Fu, invece, considerata I’ipotesi che il numero dei morti 
cresca o diminuisca in funzione lineare del tempo durante I’in¬ 
tervallo f I— f -f- I; ma le formule che se ne sono ricavate non sono 
di facile applicazione, cosicchd non vennero adottate nella pra- 
tica. 

In questa memoria noi abbiamo anzitutto determinate le 
formule corrispondenti a quella di Becker e a quella del metodo delle 
durate esatte di Ackland nell’ipotesi che i saggi istantanei di eli¬ 
minazione sieno costanti nell’intervallo f |— f -f i. 

A pariti di saggio medio di eliminazione, la. formula di Becker 
conduce a valori della probability di eliminazione qt praticamente 
uguali a quelli a cui si giunge con la formula nostra quando il sag¬ 
gio medio di eliminazione sia uguale o minore di o,i, mentre, per 
valori di questo maggiori di o.i, essa conduce a valori di qt sen- 
sibilmente superiori e tanto piu superiori quanto pifi il valore del 
saggio medio di eliminazione 6 elevato. Quando il saggio medio di 
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eliminazione sia molto elevate (maggiore di 2), la formula di Be¬ 
cker non si pud piu adoperare perchd porterebbe a valori di > i. 

La determinazione di qt con la formula delle durate esatte di 
Ackland (metodo dea) conduce, nelle applicazioni da noi esegui- 
tene, a valori praticamente uguali a quelli ottenuti con la formula 
delle durate esatte da noi proposta (metodo deg) per valori di 
qt ^ 0.15, mentre, per valori di qt > 0.15 , essa conduce a valori sen- 
sibilmente diversi e gcneralmente superiori. Per valori di qt molto 
elevati, le differenze riscontrate hanno, in qualche caso, oltrepassato 
il 10 %. Abbiamo messo in evidenza come anche il metodo dea 
possa portare a valori di 5^/ > i. Cio pud avvenire quando la pro- 
babilita d molto clevata e molti esposti al rischio entrano in osser- 
vazione neirultima parte deirintervallo ^ |— t i. 

In pratica gli attuari, anzichd al metodo delle durate esatte, 
ricorrono ai metodi, pure proposti dairAckland, delle durate me¬ 
dic (metodo dma) 0 delle durate piu vicine, i quali del metodo delle 
durate esatte costituiscono delle semplificazioni e si basano sulla 
stessa ipotesi del metodo delle durate esatte per cid che concerne 
Tandamento delle probabilita di eliminazione durante Tintervallo 
/ I— ^ -f I e in piu sulla ipotesi che la distribuzione degli entrati e 
degli usdti durante detto intervallo sia uniforme. 

Noi abbiamo indicate le formule corrispondenti a cui si per- 
viene, ammettendo, invece, da una parte, che i saggi istantanei 
di eliminazione rcstino costanti durante Tintervallo t \— ^ + i e, 
dairaltra : a) che si distribuiscano uniformemente neirintervallo 
le differenze tra entrati ed usciti o eliminati ; oppure : b) che re- 
sti costante durante Tintervallo il rapporto della differenza tra 
entrati ed usciti agli esposti al rischio. Quest’ultimo metodo (me¬ 
todo dmg) sembra particolarmente rispondente per la determina¬ 
zione della mortalita nelle eta adulte. 

Oltre che della eliminazione globale, che d dovuta al com- 
plesso di tutte le cause di eliminazione considerate, abbiamo trat- 
tato della eliminazione parziale per una o per alcune di dette cause, 
considerando a parte la probabilita pura o indipendente di elimi¬ 
nazione parziale e la probability di eliminazione parziale dipen- 
dente anche dalle altre cause di eliminazione. Per ciascun caso, 
abbiamo dato le formule appropriate neiripotesi di saggi istantanei 
di eliminazione costanti. In tale ipotesi, le relazioni tra probability 
pura e probability dipendente risultano molto semplici. 

Airesame delle cause di eliminazione definitive, abbiamo 
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fatto seguire Tesame delle cause di eliminazione temporanee, pro- 
ponendo ed applicando, anche per queste, formule appropriate. 
Per la probabilita di eliminazione temporanea, abbiamo parti- 
colarmente considerate, oltre che le probability pure di elimina¬ 
zione, le probability di eliminazione dipendenti anche da cause di 
eliminazione a carattere definitive. 

Se non ci inganniamo, i metodi qui proposti potrebbero es- 
sere utilmente applicati nel campo delle discipline statistiche e in 
particolare in quello delle scienze attuariali. Mediante un esempio, 
abbiamo mostrato quanto sia grossolano, in confronto ai detti 
metodi, il metodo dei coefficienti specifici di fecondity matrimoniale, 
usato dai demografi per misurare la fecondity delle coniugate, e 
come esso porti ad un*imagine fondamentalmente errata della 
curva della fecondity matrimoniale della donna secondo Tety. 


r£sum£ 

Dans ce mdmoire, nous avons traits la determination des 
quotients d’eiimination (probabilite d’eiimination, taux moyen 
d’elimination) pendant un intervalle d'existence t \— < + i, en 
nous basant sur I’hypothese que les taux instantanes d’eiimina- 
tion restent constants pendant tout I’intervalle considere. 

Generalement, lorsque Ton parle d’eiimination, Ton entend 
se referer aux causes d’eiimination definitive et ce sont celles -14 
que nous avons considerees en premier lieu. 

Les hypotheses de caractere general que Ton fait commune- 
ment aux fins de la determination des quotients d’eiimination, 
sont les suivantes ; 

a) que la distribution des eiimines est uniforme dans les 
instants successifs de I'intervalle t \— f i > ce qui equivaut 
k admettre que les taux instantanes d'eiimination vont en augmen- 
tant pendant I’intervalle t \— < + i. C’est I’hypothese sur la base 
de laquelle I’on determine generalement le coefficient de mortalite 
quand les exposes au risque restent en observation pendant tout 
I’intervalle f|—f + i et sur laquelle est fondee la formule bien 
connue de Becker. 

h) que la probabilite d’eiimination de I’instant «, interne 
4 I’intervalle / [— < + i, 4 la fin dudit intervalle ^ -f -1 est propor- 
tionnelle 4 la fraction d’intervalle < + i — u, ce qui equivaut 
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k admettre qiie les taux instantan6s d* 61 imination vont en dimi- 
nuant pendant Tintervalle t \— f + i • C’est Thypoth^se qui se 
trouve k la base de la determination de la probabilite d*eiimination 
par la methode des dur^es exactes, proposee par Ackland et ap- 
pliqu^e lorsque les exposes an risque ne restent pas en observa¬ 
tion pendant tout Tintervalie ^ |— t + i, mais que se produisent 
dans le groupe observe des mouvements d'entree et des mouve- 
ments de sortie en dehors de la cause d'eiimination consideree. 

II cst clair que ni Tune ni Tautre de ces hypotheses ne peut 
toujours correspondre k la realite et que parfois, ni Tune ni Tautre 
n’est admissible meme a titre de premiere approximation. II 
n*est pas rare que Thypothese que les taux instantanes d’eiimina- 
tion sont constants pendant TintervaUe ^ |— t + i s'approche 
davantage k la realite ; et, d’autre part, c*est a cette hypothese 
qu'il convient de recourir, sur la base du principe d*indifference, 
lorsque Ton ne sait rien de revolution des taux instantanes d*elimi¬ 
nation pendant ledit intervalle. 

Et cependant, a ma connaissance, cette hypothese n*a pas 
ete jusqu'ici prise comme base de la determination de la proba- 
bilite d^eiimination. 

On a considere par contre Thypothese que le nombre des morts 
croit ou diminue en fonction lineaire du temps pendant I'inter- 
valle ^ I— ^ + I ; mais les formules que Von en a tirees ne sont 
pas d’application facile, de telle sorte qu'elles n'ont pas ete appli- 
quees dans la pratique. 

Dans ce memoire, nous avons avant tout determine les for¬ 
mules correspondant a celle de Becker et a celle de la methode 
des durees exactes de Ackland, dans Thypothese que les taux 
instantanes d'eiimination sont constants dans Tintervalle ^ |— t + i. 

A parite de taux moyen d'eiimination, la formule de Becker 
conduit k des valeurs de la probabilite d'eiimination pratiquement 
egales k celles auxquelles Ton arrive par notre formule, lorsque 
le taux moyen d’elimination est egal ou inferieur a o,i, tandis 
que, pour des valeurs de celui-ci superieures a o,i, elle conduit 
k des valeurs de qt sensiblement superieures, et d’autant plus 
superieures que la valeur du taux moyen d'eiimination est 
plus eievee. Lorsque le taux moyen d'eiimination est tres eieve 
(superieur ^ 2), la formule de Becker ne peut plus Stre adoptee 
parce qu'elle porterait k des valeurs de > i. 

La determination de qt par la formule des durees exactes 
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de Ackland (m^thode dea) conduit, dans les applications faites 
par nous k des valeurs pratiquement 4 gales k celles obtenues par 
la formula des dur^es exactes propos^e par nous (m^thode deg) 
pour des valeurs de qt ^ 0,15 tandis que, pour des valeurs qt > 0,15, 
elle conduit k des valeurs sensiblement differentes et g^n^ralement 
sup^rieures. Pour des valeurs de qt trds 61 ev 6 es, les differences 
constatees ont, dans certains cas, d^passe 10 %. Nous avons mis 
en evidence que la methode dea egalement pent porter k des 
valeurs qt'^ i. Cela peut se produire lorsque laprobabilited*eli¬ 
mination est tr^s eievee et que de nombreux exposes au risque 
entrant en obser vation pendant la derniere partie de Tintervalle. 

En pratique, les actuaires, plutot qu'a la methode des durees 
exactes, recourent aux methodes, proposees egalement par Ackland, 
des durees moyennes (methode dma) ou des durees les plus voisi- 
nes, qui constituent des simplifications de la methode des durees 
exactes et se basent sur la mSme hypothese que la methode des 
durees exactes en ce qui concerne revolution des probabilites 
d’elimination pendant Tintervalle ^ |^ + i et, en outre, sur 
rhypothese que la distribution des entres et des sortis pendant 
ledit intervalle est uniforme. 

Nous avons indique les formules correspondantes auxquelles 
Ton arrive en admettant, au lieu de cela, d'une part, que les taux 
instantanes d'eiimination restent constants pendant Tintervalle 
t \— ^ -f I et, de Tautre : a) que les differences entre les entres 
et les sortis ou eiimines se distribuent uniformement ; ou, h) que 
le rapport de la difference entre les entres et les sortis avec les 
exposes au risque reste constant. Cette derniere methode (methode 
dmg) semble particulierement adaptee pour la determination de 
la mortalite a Tage adulte. 

En outre de reiimination globale qui est due k I'ensemble de 
toutes les causes d'eiimination considerees, nous avons traite 
reiimination partielle pour I'une ou pour certaines desdites causes 
en considerant a part la probabilite pure ou independante d’eiimina- 
tion partielle et la probabilite d'eiimination partielle dependant ega¬ 
lement des autres causes d'eiimination. Pour chaque cas, nous 
avons donne la formule appropriee dans rhypothese des taux 
instantanes d'eiimination constants. Dans cette hypothese, les 
rapports entre probabilite pure et probabilite dependante sont 
tres simp.es. 

A rexamen des causes d'eiimination definitive, nous avons 
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fait suivre rexamen des causes d' 41 imination temporaire, en pro- 
posant et en appliquant, pour celles-ci aussi, des formules appro- 
prices. 

Pour la probabilitC d'Climination temporaire, nous avons 
particuliCrement pris en consideration, en outre des probabilitCs, 
pures d'Climination, les probabilitCs d'Climination dependant 
Cgalement de causes d’Climination a caraetCre dCfinitif. 

Si nous ne nous trompons pas, les mCthodes proposCes ici 
pourraient etre utilement appliquCes dans le domaine des sciences 
statistiques et en particulier dans celui des sciences actuairielles. 
Au moyen d*un exemple, nous avons montrC combien est grossiCre, 
vis-^-vis desdites methodes, la mCthode des coefficients specifiques 
de fCconditC matrimoniale, employCe par les dCmographes pour 
mesurer la fCconditC des femmes mariCes et comment elle porte 
^ une image fondamentalement erronee de la courbe de la feconditC 
matrimoniale de la femme selon Tage. 


SUMMARY 

In this article we have discussed the determination of the 
quotients of elimination (probability of elimination, average rate 
of elimination) during a time interval f |— ^ + i, on the hypothesis 
that the rates of elimination at any given instant remain constant 
during the whole of the time interval considered. 

As a rule, in speaking of elimination, it is intended to refer 
to the definitive causes of elimination and these we have consid¬ 
ered in the first instance. 

The hypotheses of a general character normally adopted for 
the purposes of the determination of the quotients of elimination 
are the following :— « 

(а) that the distribution of the eliminated subjects is uni¬ 
form in the successive instants of the interval t \— / + i , which 
amounts to the admission that the rates of elimination at any 
given instant increase during the interval ^ 1 — t + i, It is on this 
hypothesis that the determination of the coefficient of mortality 
is generally based, when the subjects exposed to the risk remain 
under observation for the whole period ^ |f -f i, and the well 
known Becker formula depends on this assumption ; 

(б) that the probability of elimination from the instant u , 
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within the interval ^ |— t + i,-at the end / + i of the said inter¬ 
val, is proportional to the fraction of the interval t i — «, 
which is equivalent to saying that the rates of elimination at any 
given instant diminish during the interval t \— ^ i • On this 
hypothesis is based the determination of the probabilities of eli¬ 
mination by the exact duration method, as recommended by 
Ackland and applied when the subjects liable to the risk do not 
remain under observation during the whole of the interval ^ |^ i 
but movements of entry and movements of withdrawal are to be 
noted in the group under observation, extraneous to the cause 
of elimination under consideration. 

It is evident that it is impossible for either of these hypotheses 
always to correspond with the facts, and that sometimes neither 
the one nor the other can be admitted, even by way of primary 
approximation.. 

Not infrequently the hypothesis that the rates of elimina¬ 
tion at any given instant remain constant during the interval 
^ I— t + 1 represents a closer approximation to reality; furthermore, 
on the principle of indifference, it is expedient to employ this 
hypothesis, when nothing is known of the course of the rates of 
elimination at any given instant during this interval. 

So far as I am aware, however, this hypothesis has not, up 
to the present, been adopted as the basis for the determination of 
the probability of elimination. 

On the other hand, the hypothesis that the number of deaths 
increases or diminishes during the interval ^ |— t + i in linear 
function of the time has been considered ; the formulae derived 
therefrom, however, are difficult to apply and in practice they have 
not been utilised. 

In this article we have in the first place determined the 
formulae corresponding to Becker's formula and to that of 
Ackland's exact duration method, on the assumption that the 
rates of elimination at any given instant are constant in the 
interval ^ |— t + i. 

The average rate of elimination being equal, Becker's formula 
gives values for the probability of elimination qt practically equal 
to those obtained by our formula, when the average rate of 
elimination is equal to or less than o.i, while for values of such 
rate in excess of o.i, it gives values for qt, which are perceptibly 
higher and increasingly so with any raising of this average rate. 
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When the average rate is very high (in excess of 2), the Becker 
formula can no longer be applied, as it would give values for > i, 

The determination of qt by Ackland's formula of exact du¬ 
ration (method dea) leads in the practical applications made in 
this article to values which are virtually equal to those obtained by 
the formula of exact duration suggested by ourselves (method deg) 
for values of ^<^0.15, while for values of 0.15 it leads to 
values perceptibly diverse and generally higher. For very high 
values of qt the differences found have in certain cases exceeded 
10 per cent. We have also shown that the method dea may also 
lead to values of > i. This may arise when the probability of 
elimination is very high and many subjects liable to the risk come 
under observation at the last stage of the interval ^ |^ + i . 

Professional actuaries in practice make use, in place of the 
exact duration method, of the mean duration method (method 
DMA), or of the nearest duration method, both suggested by Ack- 
land. These methods arc in effect simplifications of the exact du¬ 
ration method, and depend on the same hypothesis as regards the 
course of the probabilities of elimination during the interval 
t \— ^ + I» and still more on the hypothesis that the distribution 
of entries and of withdrawals is uniform during the interval 
considered. 

We have indicated the corresponding formulae, based on the 
assumption, on the one hand, that the rates of elimination at 
any given instant remain constant during the interval ^ |^ + i, 
and, on the other :— 

{a) that the differences between entries and withdrawals 
or otherwise eliminated subjects are evenly spread over the in¬ 
terval ; or: 

(6) that the ratio of the difference between entries and 
withdrawals to the number of subjects liable to the risk remains 
constant during the period. This last method (method dmg) seems 
particularly valuable for the determination of mortality rates in 
the case of adults. 

In addition to aggregate elimination, which is due to the 
combination of all the causes of elimination discussed, we have 
treated also partial elimination, due to one or more of these causes, 
dealing separately with the pure independent probability of partial 
elimination and with the probability of partial elimination con¬ 
tingent on the other causes of elimination. For each case we have 
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given the appropriate formulae, based on the supposition of rates 
of elimination constant at any given instant. On this assumption 
the relations between pure and contingent probability are very 
simple. 

Our examination of the definitive causes of elimination is 
followed by a discussion of the temporary causes of elimination, 
for which suitable formulae have also been put forward and applied. 
Regarding the probability of temporary elimination, we have 
given special consideration to the probabilities of elimination 
contingent on definitive causes in addition to the pure probabilities 
thereof. 

If we are not mistaken, the methods here proposed might 
be also applied with profit in the field of statistical research, and 
specially in that of the actuarial sciences. By means of a concrete 
example, we ha've demonstrated how rough and ready, in contrast 
with the methods here discussed, is that of specific coefficients 
for matrimonial fertility, as employed by writers on population 
questions in assessing the fertility of married women, and how this 
method leads to a fundamentally false idea of the curve of 
matrimonial fertility of the woman in relation to her age. 

AUSZUG 

In dieser Abhandlung haben wir die Bestimmung der Ausschei- 
dequotienten (Ausscheidewahrscheinlichkeit, mittlere Ausschei- 
deziffer) wahrend eines Zeitabschnittes des Bestehens / 1 — / + i 
behandelt, wobei wir uns auf die Annahme griindeten, dassdie 
Ausscheideziffern der einzelnen Momente wahrend des ganzen 
in Betracht gezogenen Zeitabschnittes konstant bleiben. 

Allgemein versteht man, wenn man von Ausscheidung spricht, 
eine Bezugnahme auf die definitiven Ausscheidegriinde, und diese 
haben wir hier auch zunachst betrachtet. 

Die Annahmen allgemeiner Art, die gewohnlich zur Bestim¬ 
mung der Ausscheidequotienten gemacht werden, sind folgende : 

a) dass die Verteilung der Ausgeschiedenen gleichmassig 
sei in den aufeinanderfolgenden Momenten des Zeitabschnittes 
t \—/ + was gleichbedeutend ist mit der Annahme, dass die 
Ausscheideziffern der einzelnen Momente wahrend des Zeitab¬ 
schnittes ^ I — ^ + I wachsen. Es ist dies die Annahme, auf Grund 
deren man allgemein den Sterbenskoeffizienten bestimmt, wenn 
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die dem Risiko ausgesetzten Personen wahrend des ganzen Zeit- 
abschnittes t — ^ + i unter Beobachtung bleiben, und auf die 
sich auch die bekannte Bccker'sche Formel griindet ; 

b) dass die Aiisscheidewahrscheinlichkeit vom Moment 
u innerhalb des Zeitabschnittes ^ |^ + i bis zum Ende ^ + i 
eben dieses Zeitraumes proportional sei dem Bruchteil des Ab- 
schnittes ^ + i — w, was glcichbedentend ist mit der Annahme, 
dass die Ausscheideziffern der einzclnen Momente wahrend des 
Zeitraumes ^ |^ + i abnehmcn. Es ist dies die Annahme, welche 
die Grundlage bildet fiir die Bestimmung der Ausscheidewahr- 
scheinlichkeit nach der Methode der genauen Zeitdauern, die von 
Ackland vorgeschlagen wurde und zur Anwendung kommt, wenn 
die dem Risiko ausgesetzten Personen nicht wahrend des ganzen 
Zeitabschnittes t\—t + i unter Beobachtung bjeiben, sondern 
sich in der beobachteten Gruppe Eintritts- und Austrittsbewe- 
gungen geltend machen, die ausserhalb des in Betracht gezogcnen 
Ausscheidegrundes liegen. 

Es ist klar, dass sowohl die eine wie die andere Annahme nicht 
immer der Wirklichkeit entsprechen kann und dass bisweilen 
weder die eine noch die andere aJs erster Naherungswert zulassig 
ist. Nicht sclten nahert sich mehr der Wirklichkeit die Annahme, 
dass die Ausscheideziffern der jeweiligen Momente wahrend des 
Zeitabschnittes t \— t + i konstant seien ; und andererseits ist 
es zweckmassig, nach dem Grundsatz der Indifferenz, Zuflucht 
zu dieser Annahme zu nehmen, wenn nichts bekanntist liberdie 
Entwicklung der Ausscheideziffern der einzelnen Momente wahrend 
des genannten Zeitraumes. 

Gleichwohl wurde, soviel ich weiss, bis jetzt diese Annahme 
nicht zur Grundlage fiir die Bestimmung der Ausscheidewahrschein- 
lichkeiten genommen. 

Es wurde vielmehr die Annahme in Betracht gezogen, dass 
die Zahl der Todesfalle wachse oder abnehme in linearer Funktion 
der Zeit wahrend des Zeitabschnittes t \— t + i \ die Formeln 
jedoch, die daraus abgeleitet wurden, sind nicht leicht anwendbar, 
sodass sie in der Praxis keine Verwendung fanden. 

In dieser Abhandlung haben wir vor allem die Formeln be- 
stimmt, die derjenigen von Becker und derjenigen der Ackland' 
schen Methode der genauen Zeitdauern entsprechen, mit der An¬ 
nahme, dass die Ausscheideziffern der einzelnen Momente in dem 
Zeitabschnitt ^ |— t + i konstant sind. 
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Bei gleicher mittlerer Ausscheideziffer fiihrt die Becker'sche 
Formel zu Werten der Ausscheidewahrscheinlichkeit qt , die 
praktisch dejenigen gJeich sind, zu denen man mit unserer For¬ 
mel gelangt, sofern die mittlere Ausscheideziffer gleich oder kleiner 
ist als 0,1, wahrend sie fiir Werte derselben, die o,i libersteigen, 
zu Werten von qt fiihrt, die bedeutend hoher liegen und umso 
hoher werden, je mehr der Wert der mittleren Ausscheideziffer 
sich erhoht. Liegt der Wert der mittleren Ausscheideziffer sehr 
hoch (liber 2), so lasst sich die Becker*sche Formel nicht mehr 
anwenden, da sie zu Werten i fiihren wiirde. 

Die Bestimmung von qt mittels der Formel der genauen 
Zeitdauern von Ackland (Methode dea), fiihrt in den von uns 
durchgefiihrten Anwendungen zu Werten, die praktisch denen 
gleichkommen, welche mit der von uns vorgeschlagenen Formel 
der genauen Zeitdauern (Methode deg) fiir Werte von ^<^0,15 
erreicht wurden, wahrend sie fiir Werte von qt^ 0,15 zu mcrklich 
davon verschiedenen und gewohnlich hoheren Werten fiihrt. Fiir 
sehr hohe Werte von qt haben die festgestellten Differenzen in einigen 
Fallen iiber 10 % betragen, Wir haben hervorgehoben, wie auch 
die Methode dea zu Werten von qt^i fiihren kann. Das kann 
vorkommen, wenn die Ausscheidewahrscheinlichkeit sehr hoch ist 
und viele dem Risiko ausgesetzte Personen im letzten Teil des 
Zeitabschnittes t\ —^-f- i in Beobachtung treten. 

In der Praxis verwenden die Versicherungsmathematiker statt 
der Methode der genauen Zeitdauern die ebenfalls von Ackland 
vorgeschlagenen Methoden der mittleren Zeitdauern (Methode dma) 
Oder der nachstliegenden Zeitdauern, welche Vereinfachungen der 
Methode der genauen Zeitdauern darstellen und sich auf dieselbe 
Annahme stiitzen wie die Methode der genauen Zeitdauern, was 
den Verlauf der Ausscheidewahrscheinlichkeiten wahrend des 
Zeitabschnittes ^ |^ + i angeht, und ausserdem auf die Annahme, 
dass die Verteilung der Eingetretenen und der Ausgetretenen 
wahrend des genannten Zeitabschnittes eine gleichmassige sei. 

Wir haben die entsprechenden Formeln aufgezeigt, zu denen 
man gelangt, wenn man stattdessen annimmt, auf der einen Seite, 
dass die Ausscheideziffern der einzelnen Momente innerhalb des 
Zeitraumes ^ |— t + 1 konstant bleiben, und auf der anderen 
Seite, dass ; a) die Differenzen zwischen den Eingetretenen und 
den Ausgetretenen oder Ausgeschiedenen sich gleichmassig inner¬ 
halb des Zeitabschnittes verteilen ; oder b) wahrend dieses Zeit- 
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und Ausgetretenen zii den dem Risiko ausgesetzten Personen 
konstant bleibe. Diese letztere Methode (Methode dmg) scheint 
ganz besonders geeignet fiir die Bestimmung der Sterblichkeit 
in den Erwachsenenaltern. 

Ausser der Totalausscheidung, die der Gesamtheit aller in 
Betracht gezogenen Ausscheideursachen zuzuschreiben ist, haben 
wir die Teilausscheidung auf Gnind einer oder mehrerer dieser Ursa- 
chen behandelt, unter gesonderter Betrachtung der reinen oder 
unabhangigen Wahrscheinlichkeit der Teilausscheidung und der 
Wahrscheinlichkeit der Teilausscheidung, die auch von den 
iibrigcn Ausscheideursachen abhangig ist. Fiir jeden Fall haben 
wir die geeigneten Formeln gegeben auf Grund der Annahme 
konstanter Ausscheideziffern fiir die einzelnen Momcnte. Bei 
dieser Annahme ergeben sich die Beziehungen zwischen reiner 
Wahrscheinlichkeit und abhangiger Wahrscheinlichkeit als sehr 
einfach. 

Der Untersuchung der definitiven Ausscheideursachen haben 
wir cine Untersuchung der zeitweisen Ausscheideursachen folgen 
lassen, indem wir auch fiir diese geeignete Formeln vorschlugen 
und zur Anwcndung brachten. Fiir die Wahrscheinlichkeit zcit- 
weiser Ausscheidung haben wir insbesondere ausser den reinen 
Ausscheidewahrscheinlichkeiten die Ausscheidewahrscheinlichkei- 
ten betrachtet, die auch von Ausscheidegriinden definitiver Art 
abhangen. 

Wenn wir uns nicht tauschen, konnten die hier vorgeschla- 
genen Methoden zweckmassige Anwendung finden auf dem Gebiet 
der verschiedcnen Facher der Statistik und insbesondere auf dem 
der Versicherungswissenschaften. An einem Beispiel haben wir 
gezeigt, wie grob im Vergleich zu den vorgenannten Methoden 
das Verfahren der spezifischen Koeffizienten fiir eheliche Frucht- 
barkeit ist, das von den Volkswissenschaftlern angewandt wird, 
um die Fruchtbarkeit der verheirateten Frauen zu messen,und 
wie dasselbe zu einem von Grund aus irrigen Bilde der ehelichen 
Fruchtbarkeitskurve der Frau nach Altersklassen fiihrt. 




S. KULLBACK 


A note on the distribution of a certain partial 
belonging coefficient * 


In a paper in « Metron » V. Romanovsky (i) considered the 
distribution of K. Pearson’s (2) first partial belonging coefficient. 
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where the distribution functions of * and are respectively gi¬ 
ven by 
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we have that 
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1 w + w ~ 

^'i/T 


2 


p 

{m + n) 

«t + n I 

2 

{/ 71 

m + n 2 p ^ 


2p —1 m + n—Z 

y “T“ (i — y) i d 


w + « ’ 


2 ^ — 1 ^ 2/> —3 
2 2 


(W + ») ^ (2^) / 


W + W + 2j!> l^2p 


(2/.)/ I S/2 I !S\P 


2* p ! 


S + 2 ^ 


(- 9 ' 


where 5 = w + «. 

If we write (8) in the form 


(9) 


D («;) = 


I s/2 


.l/« 


S— I 


y/ n 


y2\ 


s —3 


I- 


Since 


+ 


— - 1 . 

we have that D (a') tends to (a jr) s ex ^ j- 

2 


m + n—3 
2 

d a 


2 


as s -> cx). 
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These results, as to the moments and limit agree with those 
obtained by Romanovsky in a different manner. 

In connection with the preceding it is of interest that the si¬ 
multaneous distribution of 


«i = E (x„ — Xo) and Mj* = S (x„ — Xo^ 


V=1 


i-=i 


where the x's are distributed according to 


b {x) = (2 7t (T*) n exp 


(X —— XgY 


2 


is found to be by a method similar to that used above (4) 


(10) 


P («i, U2) = 


»—3 “2 

(«2 - 3 6 2 0 * 


n— 1 


\jzxm ® cf” 


2 


From this we easily find the distribution of 6 =-^to be 


V^«2 


given by 
(II) 


Z)( 0 ) = 


|n/2 




n— 11 


n 


f 


— 3 
2 


But 6® = / «2 = 


n® {x — XqY 
w s® + n (J — afo)® 


n z® 

I + z® 


where 2® = 

s® 


and s® is the sample variance. Applying this transformation 
to (il) we find for the distribution of z, the well known « Stu¬ 
dent’s* distribution 


(12) 


P(z) = 


1 

«/2 ' 

i/tt 

n — I > 


(i + zn * 


It is clear that (9) may be changed to this form by the tran- 


ot, 

sformation-= 


P 

I+P' 
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A. LINDER 


Wahrscheinlichkeitsansteckung 
und Differenzengleichungen 


Wie Guldberg in mehreren Arbeiten am Beispiel der Ber- 
noullischen, Poissonschen, Pascalschen und hypergeometrischen 
Verteilungen iiberzeugend dargetan hat (i), (2), (3) (*), lassen 
sich wichtige, in der Theorie der ein- und der mehrdimensio- 
nalen statistischen Verteilungen auftretende Probleme mit Hiilfe 
der Differenzengleichungen in einfacher Weise behandeln. Ragnar 
Frisch hat dann die Guldbergsche Theorie in interessanter Weise 
verallgemeinert (4). 

In dieser Arbeit soil gezeigt werden, dass die Methode von 
Guldberg auf den Fall der Wahrscheinlichkeitsansteckung aus- 
gedehnt werden kann. Das Schema der Wahrscheinlichkeitsan¬ 
steckung stammt von Polya (5) und ist von Eggenberger (6) 
griindlich behandelt worden. Die von Guldberg herangezogenen 
Bernoullischen, Poissonschen und hypergeometrischen Vertei¬ 
lungen erscheinen als Sonderfalle der Verteilung, die sich aus dem 
allgemeinen Schema der Wahrscheinlichkeitsansteckung ergibt. 

I. — Das Schema der Wahrscheinlichkeitsansteckung. 

In einer Urne befinden sich k weisse und h schwarze Kugeln. 
Wir ziehen m mal eine Kugel und legen jedesmal i -}- i Kugeln 

(•) Die Literatur ist am Schlusse der Arbeit zusammengestellt. 

Mehrere Monate nacb der Absendung der vorliegenden Arbeit an 
das ♦ Metron» erhielt ich Kenntnis von einer Arbeit von Ota Fischer 
(Une retnarque sur I’article de M. A. Guldberg; * On discontinuous frequency^ 
functions and statistical series*. « Aktaarsk6 Vedy». IV, 1933-9341S. 169-174), 
in welcher einige der von mir gefundenen Formelnebenhtllsgegeben werden. 
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von der gezogenen Farbe in die Urne zuriick. Die Wahrscheinlich- 
keit, / (x), in m Ziigen x weisse Kugeln zu ziehen, ist gegeben 
durch 


. /m\ k{k + d) (k + 2 d).., [k + {x — i)d)h[h-\-d),.. (A + (m— x — i)d) 

\^/ {h K) [k h d) {k h 2 d) {k h {fft — i) d) 


Setzen wir in dieser Formel = 0, so erhalten wir die Wahr- 
scheinlichkeit dafiir, in m Ziigen x mal eine weisse Kugel zu ziehen, 
wenn jedesmal die gezogene Kugel in die Urne zuriickgelegt wird : 
Bernoullisches Urnenschema. Aus (i) wird, wenn noch 


gesetzt wird 



und 


h 

k h 


/w=(^)r (I-/>)”■-* 


p 


Setzen wir d = — i, so erhalten wir das Urnenschema fiir 
die hypergeometrische Verteilung. f {x) stellt uns die Wahrschein- 
lichkeit dar, in m Ziigen x weisse Kugeln zu ziehen, wenn bei 
jedem Zug die Kugel nicht in die Urne zuriickgelegt wird. Fiir 
= — I wird aus (i) : 


lm\k[k —i) {k —2)... [k — {x — x))h{h — i){h —2)... [h — [m — x —i)) 
U/ [k + h){k + h — x) {k + h — 2 )... {k + h — (m — i)) 

_ m! k! h! [k ■\-h — m)! 

~x!(m — x)! (k — x)! (h — (m — x))! (k-]-h)! 



Bekanntlich erhalt man aus der Bernoullischen Verteilung 
die Poissonsche durch einen Grenziibergang, den man als den 
Uebergang zu den «seltenen Fallen» bezeichnen kann. Wie Eg- 
genberger gezeigt hat, kann man aus (i) durch einen ebensolchen 
Uebergang zu einer Verteilung gelangen, die' der Poissonschen 
entspricht. Man hat nur 


tnk 


test anzunehmen 


und m gegen oo streben zu lassen 


k 

‘h + k 


strebt gegen Null. Damit 
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ist gefordert, dass es sich um « seUene Ereignisse » handelt. Fordert 
man dazu « schwache Chancenvermehrung «, so muss 

m d 


h k 


fest 


und -j —I—r gegen Null strebend angenommen werden. Unter 

ft K 

diesen Bedingungen erhalt man aus (i) (siehe Eggenberger, For¬ 
mal (20)) : 

(i') f {x) = ^ ^ 

x! (i + S)T'^* 

Wahot man X wie oben und S = 0, so erhalt man aus (i) 


/(*) = 


X*.c' 


X 


x! 


die bekannte Formal fiir die Poissonsche Vertcilung. 

Die Differenzengleichung. 


2. 


Aus Gleichung (i) erhalt man leicht die folgende Differenzen¬ 
gleichung der Verteilung fiir die Wahrscheinlichkeitsansteckung. 

(w — x) {k X d) 


(2) 


/(«+!) = 




[x i) (A + [m — X — i) ' 

Diese Differenzengleichung findet sich schon bei Eggenberger, 
doch ohne die Folgerungen, die wir daraus ziehen werden.| 

Setzen wir in {2) = 0 , so erhalten wir die Differenzenglei- 

chiing fiir die Bernoullische Verteilung, 

(m — x) k 


Schreiben wir fiir 
k 


k “f" h 


/ (^ +1) 




(^+1) • * 
h 


■fix) 


und 


so wird daraus 


t{x + T.) 


A -f A 


m — x 
X -I- I 


= 1 — 


fix) 


I — p 

die Differenzengleichung, die Guldberg (i) auf Seite 172 anfiihrt. 

Nehmen wir in (2) = — i an, so ergibt sich die Differenzen¬ 

gleichung fiir die hypergeometrische Verteilung in der Form 

[m — x) jk — x) 


lix + i) 


(a; -f i) (A — m X x) 


fix) 



74 


Es ist dies die Formel, die sich bei Guldberg (i) auf Seite 
179 findet. 

Aus (2) erhalten wir auch die Dififerenzengleichung fiir die 
Verteilung im Falle der seltenen Ereignisse mit schwacher Chancen- 
vermehrung. Da wir in diesem Falle 

m. k 


sowie 


und 


h -{■ k 
m. d 

d 


h + k h + k 
erhalten wir aus (2), wenn noch 

h k 


= X = test, wenn m —00, 

= 8 = fest, wenn m —>■ 00, 

gegen Null strebend annehmen miissen, 


h + k 


h k 


r gesetzt wird. 


/ (« + I) 




m k 
+ h 


+ X 


m d 
h + k 


) 




Fiir w —► CX5 wird daraus 


(2') 


/<» + ^) = (» + t)(. + 8) ^W 


als Differenzengleichung fiir den Fall der seltenen Ereignisse mit 
schwacher Chancenvermehrung. Auch diese Gleichung findet 
sich bei Eggenberger[(6), Formel (23)]. Aus ihr finden wir fiir S=0: 

die Differenzengleichung fiir die Poissonsche Verteilung (siehe 
Guldberg, (i), S. 173). 


3. — Rekursionsformeln fOr die Momente. 

Das r — te Moment um den Ursprung ist definiert durch 

a,— 2 x' f {x) 

* = o 

Mit Hiilfe der Differenzengleichung (2) lasst sich eine Rekursions- 
formel fiir cr» ableiten. Wir schreiben die Differenzengleichung (2) 
in der Form 
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(A + w rf) (* + i) / (* + I) — (^; + i)’ f{x + i) = 

— mkf{x) + {md — k)xf(x) — dx'‘f(x) 

Die linke Seite dieser Gleichung wird mit (x + i)", die rechte 
mit 

multipliziert. 

(A + w i) {* + i)" + V (^ + i) — (jc + i)" + */{* + i) = 

= m k x” f (x) + m k V (x) + ... + tnkf (x) 

+ (md — k) x^+^ f {x) + (■md — k)(^^'^ x” + (m d — k) x . f {x) 

— dx" + ^f(x) — dl^^^^x” + ^f(x) — ... — dx^f(x) 

Durch Summation von o bis k erhalt man 


(A 4 ” w cr» +1 — d (Jn + 2 ^ 

= wAcrn + wA^^j (T»_i + m j (Tn-2 + • • • + mk 
+ {md — k)(j»+i + {md — k) + (wi—A) + ... +(md — k)ai 

- d (Th +2 *^(l) ^* + 1 ^ (2)*^" ' ' ‘ 

Die Rekursionsformel fur die Momente lautet endgultig 
(A + A + i) (T» +1 = w A (T» + w A ff»_i + w A®»-s + • • • + mk 


■\-{md—k)y^jan + {md—k)y^j<in-i-\-{md—k)\^jan-i + ... + (w <f—A) ui 

— —rf(”)(Tn -2 —.. • —<i«rj 

Fiir « =0 erhalt man 


Ol = w 


A + A 


Fiir « = I: 
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(A 4 - A 4 aa = w A (Ti 4 w A 4 (nid — A) ai 

__ w A (m (A 4 rf) 4 A) 

" (A + kfih + k + d) 

Setzen wir in (3) d=0, so erhalten wir die von Guldberg ange- 
gebene Rekursionsformel fxir die binomische Verteilung, fiir 
d =: — I diejenige fur die hypergeometrische Verteilung. 

Unter den bekannten Voraussetzungen fiir seltene Ereignisse 
und schwache Chancenvetmehrung wird aus (3) 


Cyn + i = Xan4( )X<Tn--l4( )X(J»i — 24**. 4X 






Fiir 8 =,0 erhalt man wiederum die entsprechende Formel 
fiir die Poissonsche Verteilung. 

Wir gehen iiber zur Berechnung der Rekursionsformel fiir 
die unvollstdndigen Momente. Dieselben sind durch folgende Be- 
ziehung definiert: 

«ar, = 2 f (x) 

x = i 

Aus der selbstverstandlichen Gleichung 

I *" + !/(*) = 2 (* + i)" + V(« + I) + + 


Summieren wir in der dritten Gleichung des vorigen Abschnitts 
iiber x von ^ bis A, so erhalten wir bei Beachtung der letzten Glei¬ 
chung 

(A -I- >» rf) {kt» +1 — + V W) — d[ian + 3 — f“ + */ (/)) = 

= »tA«(T«+|”jwA*(T»_i + .,. ' + mk 

+ {md — k)tan + i + {^^{md — A) + ... + [md — A) <(ii 

- d ifJn + i — ^ I) ^ ^ ^ 


+1 ■ 


— d ((Tg 
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und daraus 


(A + ^ +1 = (A + m rf) + V (0 — V (0 

+ w A (CTn + W A <<T» _>1 + .. . -\-mk 

+ — A) iCn-h (mi--A)r(Tn—1 +... + (wrf—A) ^aj 


-C) 


d t(5n — 1 - . . . - d t(J2 


Fiir d =0 geht (4) in die von Guldberg angegebene Gleichung 
fiir die Bernoullische Verteilung liber. Ebenso geht sie fiir d = — i 
in die Rekursionsformel fiir die hypergeometrische Verteilung 
liber, die bei Guldberg fiir n=o angegeben wird. 

Im Falle der seltenen Ereignisse mit schwacher Chancenver- 
mehrung erhalten wir durch Ausfiirung des schon erwahnten 
Grenziiberganges 

.(Tn + i=(l + 8) 

+ X tan + ^ ^ j X <crii — 1 + . . . -{- X 


+ !lScrJn-h l)StCTn-i 


-h S tGi 


Aus dieser Formel (4') erhalten wir fiir 8=0 die von Guldberg 
angefiihrte Rekursionsformel fiir die unvollstandigen Momente 
der Poissonschen Verteilung. 

4. — Die lokalen und dietotalen Kriterien fOr die Wahr- 
scheinlichkeitsansteckung. 

Die lokalen Kriterien geben an, wie sich die theoretische 
Verteilung der empirischen in jedem Punkt x anschliesst. Zur 
Ableitung des lokalen Kriteriums fiir den allgemeinen Fall der 
Wahrscheinlichkeitsansteckung gehen wir von (3) aus, indem 
wir nacheinander w = 0 , i, 2 setzen. 

mk 

• F+l 

mk , , , , md — k 

■ A + A A + 

• (<i3 + 2eri + i) (2 + ct,) — (2 as + O*) = «T, 
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Aus diesen drei Gleichungen bestimmen wir 


mk md — k ^ d 

m k 

h + k “ 

k — md _ < 7 j (<T2 — da) + di [c® — 2 <Ts (i + di)] 
h-\-k 2 (d^ — ffi da) 

d _ di (da + da + di da) — 2 

h + k 2 (d® — a I da) 


Die Differenzengleichung (2) schreiben wir in der Form 


/ +. (X + h + md f(x + i) , 

• f(x) h + k f(x) ^ ^ ’ h + k^ 

k — md , ^ « km 

^ h + k ^ h + k"' h + k 

Es ist noch r -T"" bestimmen. Nun ist aber 
h + k 

m d + h _^m d — k ^ h + k _ m d — k , 
h + k ~~ h + k h + k h + k 


Setzen wir darin den oben fiir 
wird 


m d — k 
h + k 


erhaltenen Wert ein, so 


md + h __ C2 ((J2 + OTs) + (2 Cl cz — 

k + k 2 {cl -(Ti CTs) 


Wir konnen nun die Konstanten der Differenzengleichung als 
Funktionen der Momente schreiben und erhalten 


" ' 7 ' (^) —®®^^— 

-+ «^8 + Ol Oi) -2d®] 

+ ba (ffs — Oi) + <Ti |o§ — 2 da (I + di) j] X + 

+ C®i (os + 02 + 01 02) — 2 d®] a:® 

= 2 di (d* — di da) 
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Wir ersetzen die Momente um den Ursprung dutch die Semi- 
invarianten von Thiele nach den Formeln (siehe Guldberg, (2),, 

s. 234) 

ai = (ii 
Oj = (Ij + (xj 

Is = N + (Al (3 (Aj + 

Dann erhalten wir 

(* + I) I [(^3 + R (3 + 1^!)] [|^ + Si>.\]+ (l-(Xl) ((X2 + (x?)>| 

,5) — (* + !)’ [t^l ((^3 + (As + t^) — 2 [i.^] + ** [|Al ((is + |A2 + [A?) — 2 (i’] 

+:« j( I + (Xi) (fij + (xj)*‘ — [(Xj + (Xi (3 (X2 + |xj)] [(Xs + 3 (Xj + 2 (Xi]j 
= 2 |Xi [[X* — [Xi (|Xi 1X3 + (X3)] 

Bezeichnen wir die linke Seite der Gleichung (5) mit (x), so ist 

^ ^ ~ 2 |Xi [(X3 —(Xi ((Xi (Xj + (X,)] ^ 

das lokale Kriterium fiir die Verteilung gemass dem allgemeinen 
Schema der Wahrscheinlichkeitsansteckung. 

Das lokale Kriterium vereinfacht sich ganz erheblich, wenn 
wir zum Schema der seltenen Ereignisse mit schwacher Chancen- 
vemehrung iibergehen. Wir stiitzen uns in diesem Falle auf die 
Gleichung (3') und erhalten 

ai=:X 

(72 = X (Ji + X + S (Ti 

Oder also 

Xi=: (7i 

aj ——(Ti 

o zz:- 

Durch Einsetzen der Werte von X und 8 in die Differenzenglei- 
chung (2'), die wir wie folgt schreiben 


/^^(xf + i)(i + 8)-x8 = X 
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erhalt man 


■ ^ ' (* + l) {<^3 — « (era — (Ti — (tJ) = CT? 

In dieser Formel konnen wieder anstelle der Momente um den 
Ursprung die Semiinvarianten eingefiihrt werden, was zu 


(5') 


/W 


(a; + I) + 


(*i—fia 
(la 


\h 


fiihrt. Diese Gleichung entspricht genau der von Guldberg ftir 
die Bernoullische, Poissonsche und Pascalsche Verteilung gef- 
undenen, wobei 

(ii= (ij. 

In (^') ist 

(11 = X 

,ii, = X(H-8) 

Es ist also 

(Ai ^ (^3. jenachdem S ^ 0 . 

Somit entsprechen sich die Differenzengleichungen und da- 
mit die lokalen Kriterien fiir 


Wahrscheinlichkeitsansteckung, 
seltene Ereignisse, schwache 
Chancenvermehrung 

8<0 . 

8=0 identisch mit . . 

8>0 . 


Unabhangige 

Wahrscheinlichkeiten 

Bernoullischr Verteilung 
Poissonsche r » 

Pascalsche » 


In alien diesen Fallen ist also der Approximationskoeffizient 


(6') 


« W = 




(la 


mit 


'P(a;) = 


/W 


(* 4 - 1 ) + X 

(la 


Fiir die totalen Kriterien ergeben sich im allgemeinen Falle der 
Wahrscheinlichkeitsansteckung ziemlich umfangreiche Ausdriicke, 
auf die wir hier wegen ihrer Schwerfalligkeit fiir praktische Be- 
diirfnisse nicht weiter eingehen. 
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Im Falle seJtener Ereignisse und schwacher Chancenver- 
mehrung ergebcn sich auch die totalen Kriterien in sehr einfacher 
Weise. Die Semiinvarianten lassen sich mit Hiilfe der Gleichung 
(3') und der Beziehung 

If + 1 = — 1 + j 2+>*- +tXf+l 

(siehe Guldberg, (2), S. 234 unterste Formel) miihelos finden. 
Man erhalt fiir die vier ersten Semiinvarianten 

{ 11 =: X 

(*2 = X (i + 8 ) 

(ij = X (1 + 8 ) (i 2 8 ) 

(i 4 = X (1 + 8 H 1 + 6 8 (i + 8 )) 

Aus den ersten drei Gleichungen ergibt sich 



Es sind dies genau dieselben Gleichungen, wie sie Guldberg fiir 
die Bernoullische Verteilung hergeleitet hat ((i), S. 173). Wie 
man sich leicht iiberzeugt, gelten dieselben Gleichungen auch 
fiir die Poissonsche und die Pascalsche Verteilung. 

Aus den beiden ersten totalen Kriterien ergibt sich somit 
noch nicht, ob eine gegebene Zahlentafel einer der einfachen 
(Bernoullischen, Poissonschen oder Pascalschen) Verteilungen 
entspricht, oder ob es sich um eine Verteilung gemass dem Schema 
der seltenen Ereignisse mit schwacher Chancenvermehrung han- 
delt. Da auch die lokalen Kriterien sich nicht voneinander unter- 
scheiden, muss der Bearbeiter einer Statistik durch sachliche, in 
der Natur der beschriebenen Erscheinung liegende Griinde zu 
beurteilen suchen, welche der theoretisch mbglichen Verteilungen 
in Frage kommt. 

1 st also, wie in dem von Eggenberger behandelten Beispiel, 
auf das wir im nachsten Abscbnitt naher eintreten, pi <Cpj. so 
kann theoretisch bei Erfiillung der lokalen und der totalen Krite¬ 
rien ebensogut eine Pascalsche Verteilung als eine Verteilung mit 
positiver Wahrscheinlichkeitsansteckung (8 > 0) zugrunde liegen. 
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Da es sich in diesem Beispiel um Todesfalle an einer ansteckenden 
Krankheit handelt (Scharlach), wird man sich wohl ohne weiteres 
fxir die zweite Losung entschliessen (Siehe Beispiel d). 

5. — Beispiele. 

a) Hdufigkeit der Todesfalle infolge Stick oder Biss giftiger 
Tiere (ausgenommen Lyssa) in der Schweiz in den Jahren 1877 
bis 1933. — Die Zahlen des ersten Beispiels entnehme ich einer 
Zusammenstellung des Eidgenossischen Statistischen Amies, die 
mir in liebenswiirdiger Weise Herr Professor Dr. W. Friedli in 
Bern zur Verfiigung stellte. Die Todesfalle infolge Stich oder Biss 
giftiger Tiere sind in der Schweiz selten. An dieser Todesursache 
sind in den letzten 57 Jahren jahrlich durchschnittlich nur 5^ 
Personen gestorben. 

Wir stellen zunachst in einer Tabelle die empirischen und die 
theoretischen Zahlen der Verteilung zusammen, denen wir noch 
die Approximationskoefflzienten beifiigen. 


Zahl der Todesf^le in i Jahr 

X 

Anzahl der 
Jahrc mit 

X Todesfdillen 

H {X, 

Approxima¬ 
tions- koeffizlent 

a (x) 

Nach Formel 
(5') berechnctc 
H&ufigkcit 

57 / (^) 

0 . 

1 


1.3 

t .. 

3 

0.8 

3.5 


4 

2,1 

5.7 


9 

0,9 

7 .T 


9 

0.9 

7.5 

5 . 

8 

1,0 

7.1 

(>. 

7 

0.4 

6,2 

7 . 

4 

0,9 

5 >o 

8. 

3 

1,8 

3.9 


3 

— 0,4 

2,9 

10. . . 

I 

— 1,8 

2,1 

XI. 

-- 

QD 


12. 

2 

0,2 

1,0 

I 


1 

2,4 

0,7 


— 

00 

0.4 


2 

— 2.8 

0,3 
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Die Uebereinstimmung zwischen der empirischen und der 
theoretischen Verteilung ist befriedigend, was auch im Pendeln 
der Approximationskoefflzienten urn den Wert i zum Ausdruck 
kommt. 

Fiir die vier ersten Semiinvarianten erhalt man folgende 
Werte : 

[^1 = 5>47 

(X2 10,99 

(^3 “ 39»28 

325>24 

Daraus ergibt sich fiir die beiden ersten der totalen Kriterien : 


2 (J-2 — 


= 1,2 


2 

__ _ 

(Xi! — 6 (Xi 1^2 + 6 |x 8 — 

Die fiir die Verteilung charakteristischen Konstanten be- 
stimmt man zu ^ 


x= (ii =5.47 


b) Hdufigkeit der Selbstmorde weiblicher Personen in der 
Schweiz, in den Jahren 1901-1920. — In einer Veroffentlichung 
des Eidgendssischen Statistischen Amtes (7) sind die Selbstmord- 
todesfalle von Personen weiblichen Geschlechts in den Jahren 
1901-1920 nach Monaten angegeben. Auf einen Monat entfallen 
durchschnittlich rund 14 Falle. Die Verteilung auf die einzelnen 
Monate lasst sich dusch eine Verteilung gemass dem Schema der 
Wahrscheinlichkeitsansteckung gut wiedergeben. 
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Die ersten vier Semiinvarianten, die Konstanten der Vertei 
lung und die totalen Kriterien nehmen folgende Werte an : 
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13.78 



20,99 

(Xi (is 

(iS = 

26,40 

2 (is — (ii (is 

|i 4 = — 

163.83 

(i?(i 4 

X = 

13.78 

(il(i2—6(i^(il -f 

8 == 

0,.52 



c) Hdufigkeit der Todesfdlle infolge Erfrierens von Personen 
weiblichen Geschlechts in der Schweiz wdhrend der Jahre 1877-1933. — 
In der Schweiz sterben jahrlich im Durchschnitt 4 Personen weib¬ 
lichen Geschlechts an Erfrieren. Auch diese Verteilung habe ich 
einer Zusammenstellung des Eidgenossischen Statistischen Amies 
entnommen, die ich Herrn Prof. Friedli verdanke. Sie lasst sich 
ebenfalls recht gut durch das Schema der Wahrscheinlichkeit- 
sansteckung wiedergeben. 


Zahl der Todesfdlle in i Jahr 

Anzahl der 
Jahre mit x 
Todesfallen 

Approxima¬ 
tions- koeffizient 

Nach Formel 
(5') berechnete 
Hdudgkeit 

X 

H (X) 

a ( x ) 

57 / (») 


2 

ii 7 

2.7 


8 

1,0 

6.3 


II 

0.3 

8.8 


6 

1-7 

9.4 


8 

0,6 

8.4 


5 

3-2 

6,8 

6. .. 

8 

— 0,3 

5.0 


2 

^ 3.8 

3.4 

8. 

3 

I, I 

2.2 

9 .. 

2 

0,6 

1.4 


I 

2,9 

0.8 

II . . . . . 

I 

— 1,9 

0.5 


In diesem Beispiel erhalten wir fiir die vier ersten Semiin- 
varianten, fiir die Konstanten der Verteilung und fiir die totalen 
Kriterien nachstehende Zahlenwerte : 
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Hi = 

4.04 



H2 = 

6,88 

(X3 

= 0,68 

H 3 = 

11,21 

2 H2 — 1^1 H'a 


H 4 = — 

11,02 

H?H 4 


X = 

4.04 

H?Ha—6 h2Hi + 6H3 

= — 0,20 

8 — 

0,70 




d) Haufigkeit der Todesfalle an Scharlach in der Schweiz in 
den Monaten des zweiten Halbjahres {Juli bis Dezember) der Jahre 
1879 bis 1900. — Wie Eeggenberger (6) gezeigthat, bilden diese 
Todesfalle eine Verteilung, die dem Schema der Wahrscheinlich- 
keitsansteckung unter der Voraussetzung seltener Ereignisse und 
schwacher Chancenvermehrung gut entspricht. Wir geben die 
Verteilung der Todesfalle auf die Monate bis zu x = 30. Dariiber 
hinaus kamen vor; 36 Falle in zwei Monaten und in je einem 
Monat 38, 40, 49 und 57 Falle. 


Die ersten vier Semiinvarianten, die Konstanten der Vertei¬ 
lung und die lokalen Kriterien ergeben folgende Zahlen : 


|jLi— 11,90 
1x2 = 103,65 

[ij = I 649,77 
[X4 = 32 825,27 
X = 11,90 

8 = 7,71 


Hi [^3 

2H 2 — Hi Ha 


-= 0,97 


|x*(i2 —6 h?Hi+ 6H3 


Der Wert fiir 8 weicht von dem bei Eggenberger angegebenen 
(7,78) ab, ebenso stimmen einige der theoretisch berechneten 
Haufigkeiten nicbt vollstandig iiberein. Die Differenzen sind darin 
begriindet, dass Eeggenberger bei der Bestimmung von Hsdorcb 
n — I, wir dagegen durch n dividiert haben. 

e) Haufigkeit der Selbstmorde von Knaben im Alter von unter 10 
Jahren in Preussen von 1869 bis 1893. — Dieses Beispiel ist zuerst 
von V. Bortkiewicz (8) behandelt worden, der die Verteilung 
durch die Poissonsche Verteilung annaherte. Wie Guldberg ((2), 
Seite 272) gezeigt hat, eignet sich aber eine Pascalsche Ver¬ 
teilung besser. Da bei der PascaLschen Verteilung (JI2 > pi, kann 
man ebensogut vom Schema der Wahrscheinlichkeitsansteckung 
Gebrauch machen, wobei die Wahrscheinlichkeitsansteckung po- 
sitiv ist. 



87 


Zahl der Todesf&lle in x Monat 

X 

Anzahl der 
Monate mit 
z Todesf&llen 

H (») 

Approxima* 
tions- koeffizient 

a (X) 

Nacb Pormel 
(59 berechnete 
H&ufigkelt 

132 / («) 

.. 

4 

0,7 

4,8 

I . 

4 

2,6 

6,4 

2. 

9 

1,1 

7,2 


TO 

0,4 

7.5 


8 

2,0 

7.6 


10 

— 0,6 

7.4 

6. 

6 

1 0,^ 

7.2 


5 

2,5 

6,8 


6 

0,3 

6,4 


5 

— 2,9 

6,0 


2 

13. <> 

5.6 

IT. 

5 


5.2 


8 

- 1,8 

4,8 


5 

1,8 

4.5 

M. 

3 

— 0,3 

4.1 

15. 

4 

2,0 

00 


4 

2,1 

3,4 


4 

— 7»7 

3,1 

i8. 

T 

30,0 

2,9 

IQ. 

3 

12,3 

2,6 

20. .. 

— 

00 

2,4 


I 

50,7 

2,1 


4 

— 10,0 

1,9 


I 

55>2 

1.8 

24. 

4 

— 6,4 

1,6 


2 

2,8 

1,4 

26. 

2 

— 6,9 

I,I 


I 

3,0 

1,0 

28. 

I 

3 >i 

0,9 


1 

3.2 

0,9 


I 

— 19,4 

0,8 
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Guldberg erhalt folgende Werte: 


Zahl der Todesfailc in i Jahr 

X 

Anzahl der 
Jahrc mit ac 
Todesf&llen 

H\x) 

Approxima- 
tions- koeffizient 

a (X) 

Nach Pormel 
(5') bercc'hnete 
HaufiRkelt 

25 / (*) 

0. 

4 

1.3 

4. 


8 

0.7 

6,2 


5 

0,9 

5.5 


3 

0.3 

3.6 


4 

0,1 

2 , 


— 

00 

0,9 


I 

!... 

0,8 

0.4 


Er erhalt welter fur (jii und (JI2 die Werte 


{Xi = 1,96 


(X2 = 2,46 


Daraus ist 


X = 1,96 und 


0,25 


♦ ♦ ♦ 

Ohne der Wirklichkeit Zwang anzutun, kann man in den 
fiinf behandelten Beispielen annehmen, dass die einzelnen Todes- 
falle voneinander nicht ganz unabhangig sind, dass also das Schema 
der Wahrscheinlichkeitsansteckung zugrundegelegt werden darf. 
Bei den Scharlachtodesfallen liegt diese Tatsache offen zutage. 
Fiir die Statistik ware es eine interessante Aufgabe, bei den unter a), 
b) und c) genannten Todesursachen die Verhaltnisse nach dieser 
Richtung hin eingehend zu untersuchen. 
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E. ZWINGGI 


Zur Frage des Beharrungszustandes 


I. 

Sterblichkeit und Fruchtbarkeit bestimmen, abgesehen von 
den relativ nicht sehr bedeutenden Wanderungen, die Grosse 
einer Bevolkerung vollstandig. Jede zutreffende Vorausberech- 
nung des kiinftigen Bevolkerungsstandes fusst daher auf einer 
plausiblen Annahme iiber den mntmasslichen Verlauf der Sterb¬ 
lichkeit einerseits und der Fruchtbarkeit anderseits. 

Die Fortschreibung der Bevolkerungsgrosse auf Grund der 
Fruchtbarkeits- und Sterblichkeitsverhaltnisse ist schon ver- 
schiedentlich untersucht worden. In erster Linie sind die Arbeiten 
von A. J. Lotka (i) zu nennen, der die ganze Materie umfassend 
behandelt hat. Auch Wicksell (2), Stransky und Bulina (3) 
haben zur mathematischen Theorie und praktischen Anwendung 
dieser Vorausberechnungsart wesentlich beigetragen. Wir moch- 
ten in dieser kurzen Arbeit ebenfalls einen Beitrag zu diesem Pro¬ 
blem liefern und speziell auf die Frage des Beharrungszustandes 
eintreten. 

Je nach der getroffenen Annahme iiber den kiinftigen Verlauf 
der Sterblichkeit und der Fruchtbarkeit wird auch die Wachs- 
tumskurve der untersuchten Bevolkerung mehr oder weniger 
stark ansteigen, u. U. wird sie einem maximalen Wert zustreben 
und in dieser Lage dann verharren oder aber auch wieder absin- 
ken. Die Frage nach den Bedingungen, unter denen eine Bevol¬ 
kerung gegen eine endliche Grenzlage hinstrebt, stellt sich also 
ganz von selber. Die gesuchten Bedingungen sind einzig und allein 
Funktion der Sterblichkeit und der Fruchtbarkeit, die absolute 
Grosse der Bevolkerung spielt keine Rolle mehr. Variiert die Ster¬ 
blichkeit, so muss auch die Fruchtbarkeit andern, damit der 
Ruhezustand gewahrt bleibt. Die Bestimmung der Variation der 
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einen Masszahl als Funktion der andern soli hier ausfiihrlich dar- 
gelegt werden. Die gefundene exakte mathematische Losung 
kann ohne weiteres auch zu praktischen Berechnungen verwendet 
werden, wie wir am Schlusse unserer allgemeinen Ableitungen 
zeigen wollen. 

II. 

Als Ausgangsgleichung wahlen wir eine Integralgleichung 
fur die Geburtenzahl und spezialisieren sie dann auf die beson- 
deren Verhaltnisse im Beharrungszustand. Die Ableitungen wer¬ 
den nur fiir eine weibliche Bevolkerung durchgefiihrt, die Ueber- 
tragung der Ergebnisse auf eine mannliche Bevolkerung bietet 
keine grossen Schwierigkeiten. 

Wir fiihren die folgenden Bezeichnungen ein : 

S (^) : . Grosse der weiblichen Bevolkerung im Zeit- 
punkt t. 

n (y) : Alterszusammensetzungsfunktion der Ausgangs- 
bevolkerung 5(0). 

CT (t , y) : Intensitat der Fruchtbarkeit, gemessen im Zeit- 
punkt T, bezogen auf eine y-jahrige Frau 
gleich welchen Zivilstandes. und auf Madchen- 
geburten. 

Pi W * t-jahrige Ueberlebenswahrscheinlichkeit einer 

o-jahrigen Frau, die im Zeitpunkt t geboren 
wurde. 

pl {t) : t-jahrige Ueberlebenswahrscheinlichkeit einer 

y-jahrigen Frau, vom Zeitpunkt t = 0 an 
gemessen. 

: Intensitat der Sterblichkeit einer y-jahrigen Frau, 

im Zeitpunkt t gemessen. 

G (t) d t : Zahl der Madchengeburten im Zeitintervall t bis 
t ^ d t, 

Ein geschlossener, im Zeitpunkt t gebildeter Bestand 
von lauter y-jahrigen Frauen hat allgemein nach 5 Jahren noch den 
UrnfangT^pi im nachfolgenden Zeitintervalle ^bis ^ + d^ 
betragt die Veranderung 
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Die Integration zwischen den Grenzen 5=0 und \ —t liefert 


(I) 


Pi w 


£±‘ 


i 



T + 5 

y + 5 • 


d\ 


Damit sind aber die benotigten Wahrscheinlichkeiten f J (1) 
und (t) durch die Intensitat der Sterblichkeit dargestellt ; 
diese Ausdrucksweise wird dann spater zur Erfassung der Sterb- 
lichkeitsvariation zu verwenden sein. 

Die Gesamtzahl der Geburten im Zeitmoment ^ bis ^ 
setzt sich aus zwei Komponenten zusammen. Einmal aus der 
Zahl der Geburten, die aus dem Eroffnungsbestand B (0) hervor- 
geht; dann geben aber auch die im Zeitintervall 0 bis ^ Geborenen 
selber wieder zu neuen Geburten Anlass. Allgemein t Jahre nach 
Beginn unserer Betrachtung sind vom Jahrgang B (Q) , n (y) . dy 
nochfi (0) , n {y) , (t) . dy Elemente am Leben. Sie geben aber 

Veranlassung zu 


B {{)) , n (y) , G (t, y 1) , d y , d i 

Geburten. Anderseits leben von den G (t) . drim Zeitmoment t bis 
T + Geborenen im Zeitpunkt t noch G (t) . — t) . t ; aus 

diesen Elementen entstehen aber 

G (t) . — x) , G (t — x), dx , dt 

neue Geburten. Summiert man noch iiber alle Altersstufen, so 
folgt fiir die gesamte Zahl der Geburten im Zeitmoment ^ bis ^ : 

(2) G (t) . dt B {0)Jn {y) , Pi {t) ,G {t ,y + t) , dy , dt + 

0 

4- / G {x) . P^(t — t) . a {t ,t — t) . dx. dt. 

Die Altersverteilungsfunktion n (y) ist durch eine Bestandes- 
aufnahme vollstandig zu ermitteln. Die gesuchte Funktion G (/) 
lasst sich dann aus der abgeleiteten Integralgleichung berechnen, 
sobald iiber den Verlauf von (/) und a{t ,y) bestimmte Annahmen 
getrofien worden sind. Die Beobachtungen weisen darauf hin, 
dass a {t ,y) eine zeitlich fiir das gleiche Alter y abnehmende 
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Funktion ist; dagegen muss P1 (t) mit zunehmendem t fiir gleiches 
( wachsend vorausgesetzt werden. 

Wir haben nun die gewonnene Beziehung ( 2 ) auf den Behar- 
rungszustand zu spezialisieren. Einmal ist 

i^:wU„=o. 

Dann setzen wir noch : 

(T (00 , y) = <T (y), 

/>: (0 - po (f). 

G (co) = G = konstant. 

Das zweite Integral in Gleichung ( 2 ) kann mit diesen Set- 
zungen und der Transformation t —t->t auch geschrieben 
werden als 

( 3 ) G d t ^ G f po (t) . G (r) > d T. d t 

0 

Oder 

CO 

(4) I = / po (t) . <T (t) . T . 

0 

Diese letzte den stationaren Zustand beschreibende Bezie¬ 
hung ist bekannt. 


III. 

In der eben abgeleiteten Relation ( 4 ) wollen wir nun die Frucht- 
barkeit 0 (t) variieren lassen und die dazu aquivalente Veran- 
derung von (t) zu bestimmen suchen, derart, dass die Glei¬ 
chung ( 4 ) bestehen bleibt. Wir bezeichnen mit To das tiefste Alter, 
bei dem a (t) gemessen wird. Dann fiihren wir noch den Begriff der 
relativen Fruchtbarkeit <p (t) ein ; 9 (t) ist definiert durch 


<P(t) 


q(T) 


Beziehung ( 4 ) schreiben wir darauf wie folgt um; 

00 

( 5 ) -^ = k=lMr).f(T).dT. 
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Nun lassen wir die Fruchtbarkeitsverhaltnisse so variieren, 
dass an der Aenderung alle Altersklassen relativ gleich stark 
beteiligt sind. In Wirklichkeit tritft diese Voraussetzung nicht 
genau zu, mangels bestimmter Erkenntnis iiber das Mass der 
Veranderung in den einzelnen Altersstufen sind wir aber zu dieser 
Annahme gezwungen. Die Ausgangsfunktion bezeichnen wir mit 
a® (t) ; die variierte sei 

(6) a (t) = a . a® (t) . 

Dem Werte (j® (t) soli immer ct® (to) koordiniert sein Die. rela¬ 
tive Fruchtbarkeit <p (t) bleibt aber bei alien Variationen der ab- 
soluten Fruchtbarkeit a (t) unverandert. 

Zum Ausglcich der veranderten Fruchtbarkeit lassen wir 
die Sterblichkeit nun ebenfalls variieren. Auch hier nehmen wir 
mangels genauer Erfahrung an, dass alle Altersstufen an dieser 
Aenderung in gleicher Weise beteiligt seien. Die neue Sterblich- 
keitsintensitat ji, wird aus der alten yiy gebildet durch 

(7) = (I — P) • fV . 

Analog zu Gleichung (i) konnen wir fiir die variierte Ueber- 
lebenswahrscheinlichkeit po (t) schreiben ; 

T T I T |_p 

( 8 ) po (r) = e 0 0 ^ • I e o “i ^ 

= Po (^) • I ^0 (t) ! ^ . 

Indem wir die Ergebnisse ( 6 ) und ( 8 ) in ( 5 ) einsetzen, fin den 

wir: 

( 9 ) ^ = a7/»o(T).9(T).|/>o(T)j~^.<iT, 


Oder nachdem wir | p^ (t) j~ P in eine Reihe entwickelt haben : 
(10) ^ = a / ^0 (t) . 9 (t) j I -f S T. 

Wir bezeichnen allgemein mit 

Si Jpo (^). (r). \ I n pt (t) i‘‘ . t . 


(II) 
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Gleichung (lo) lautet dann endgultig: 

(12) ;fe = aS* + i(—1)< j 

Damit ist zwischen der Variation der Fruchtbarkeit a und 
der Sterblichkeitsveranderung p ein einfacher Zusammenhang 
erstellt. Sobald p gegeben ist, kann auch a durch eine einfache 
Summation bestimmt werden ; dabei ist wichtig zu bemerken, 
dass die Glieder 5 < rasch abnehmen, so dass man sich mit einigen 
wenigen Gliedern begniigen kann. Diese rasche Konvergenz ist 
natiirlich Bedingung, um die Formel auch praktisch anwenden 
zu kbnnen. 

Wir gehen nun zu den praktischen Anwendungen iiber. Wenn 
wir die beiden-Grundgrossen (t) und a (t) in die Beziehung (4) 
gerade so einfiihren, wie sie aus den statistischen Erhebungen 
eines Landes hervorgehen, so wird diese Gleichung nicht erfiillt 
sein, da diese beiden Werte nicht aus einer stationaren Bevol- 
kerung stammen. Man wird daher bloss von der relativen Frucht¬ 
barkeit <p (t) im heutigen Zeitpunkt ausgehen und dieses cp (t) 
sogleich als Ausgangswert festsetzen. Aus der als erfiillt ange- 
sehenen Gleichung (5) kann man dann noch 0“ (to) berechnen. 
Ein Vergleich des so bestimmten o® (t®) mit dem heutigen a (to) 
gibt schon einen ersten Anhaltspunkt dafiir, in welcher Richtung 
sich bei gegebener Sterblichkeit die Fruchtbarkeit cntwickeln 
darf, damit die Bedingung des Beharrungszustandes erhalten 
bleibt. 

Nehmen wir einmal an, dass der aus (5) berechnete Wert 
o® (to) grosser sei als der auf Grund der letzten Erfahrungen 
bestimmte Wert a (t«) und a . a® (to) betrage. Wie stark miisste sich 
nun die Sterblichkeit verandern, damit mit den heutigen Frucht- 
barkeitsverhaltnissen der Beharrungszustand gewahrt bleibt ? 
Das Mass der Veranderung p geht sofort aus (12) hervor, wenn 
wir die aus 

T (to) = a . o® (to) 

bestimmte Grosse a in diese Gleichung einsetzen und nach P 
auflbsen. 

Umgekehrt wollen wir einmal annehmen, dass die noch 
mbgliche Lebensverbesserung p abgeschatzt sei und dass nun 
bestimmt werden soil, wir gross der entsprechende Riickgang der 
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Fruchtbarkeit sein darf. Die Losung dieser Aufgabe ist noch 
einfacher, man braucht bloss p in (i;?)F^'einzufuhen und nachher 
nach a aufzulosen. 

» Die statistischen Berichte geben gewohnlich die Fruchtbar- 
keitsverhaltnisse nur fiir Altersgnippen und nicht fiir einzelne 
Alter wieder. Diesem Umstande miissen wir Beziehung (12) noch 
anpassen. Mit n bezeichnen wir die Ordnung der jeweilen 5 
Altersjahre umfassenden Gruppe ; die n i Altersgruppe ent- 
halt also die Alter von 5 n bis 5^ + 4. Die relative Furchtbarkeit, 
die der Gruppe n entspricht, sei 9 {n) . Dann sei noch die Gruppe 
die erstmals einen Wert 9 (n) aufweist. Das allgemeine Glied Si 
lasst sich dann aus (ii) umformen zu : 

(13) Si = ~ i Po(5n+ 'K) .(p(n). \lnpo{5n+ \)\* . 

Mit Hilfe der neuen Si lasst sich a wieder aus 

(14) k: A -f s(— 

berechnen. Wir wollen p als gegeben ansehen ; fiir a fin den wir dann 

(15) 

A 4- 2 (— !)’■ . I'* . Si 


Im allgemeinen wird p nur in engen Grenren variieren, z. B. 
von p = 0 bis p = 0.5 . Um den funktionalen Zusammenhang von 
u mit p zu erkennen, diirfen wir daher in erster Annaherung alle 
Glieder in p*, p® usw. weglassen, da zudem auch die Reihe der Si 
rasch abnimmt. Es bleibt also 


(16) 


a 


k 

A —pSi 


Falls man nun diesen neuen Ausdruck in eine Reihe ent- 
wickelt und ebenfalls alle Glieder in p®, p® usw. vernachlassigt, 
so foigt: 

(17) a ~ I + 4 ^ P. 

Damit haben wir das bedeutungsvolle Resultat erhalten, dass 
die Veranderung der Fruchtbarkeit a eine limare Funktion der 
Sterblichkeitsvariation p ist. 
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Wir wollen nun noch ein Beispiel zahlenmassig durchrechnen. 
Einmal miissen wir zeigen, dass die Reihe der 5 » wirklich rasch 
abnimmt, und dann haben wir auch noch die eben abgeleitete 
lineare Abhangigkeit nachzuweisen. Als Absterbeordnung im 
Beharrungszustand nehmen wir die schweizerische Sterbetafel 
fiir Frauen nach den Beobachtungen 1920-21. Die relative Furcht- 
barkeit entnehmen wir den amerikanischen Beobachtungen (4), 
die Zahlen wurden aber vorher der ungleichen Verteilung der 
Verheirateten in der Schweiz und in den U.S.A. angepasst. Zuerst 
bestimmten wir die Reihe der 5 ,- : 

k = 25.0555 

5 i = — 4.9965 
S^— 1.0215 

§3 = — 0.2150 

Die Abhangigkeit der Fruchtbarkeit-sveranderung a vom 
Parameter |3 ist durch die folgende Wcrtcreihe dargestelit : 


p 

a 

0.05 

0.9900 

0. TO 

0.9800 

0.20 

0.9601 

0.30 

0.9401 

0.40 

0.9201 

0 

6 

0.9001 


Die Werte a wurden aus der Reihe (15) bestimmt, wobei 
alle Glieder bis p* mitgenommen wordcn sind. 

Um die Genauigkeit der Entwicklung (15) zu priifen, haben 
wir die GrSsse a auch unter Umgehung der Reihenentwicklung 
berechnet; wir mussten dazu jeweils die neue Absterbeordnung 
von Anfang an aufsteilen. Zuerst haben wir eine Lebensver- 
schlechterung von 10 % (p = —o.io) und dann eine Lebensver- 
besserung von 45 % (P = 0.45) betrachtet. Wir fanden bei 


p = —O.IO p = o.45 

als genauen Wert fiir a .... 1.021 0.913 

nach Gleichung (15). 1.020 0.910 
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Auch bei relativ grossen Veranderungen von p geniigt die 
abgeleitete Naherungsformel (15) vollstandig. 

Die im vorletzten Abschnitte aufgefiihrte Zahlenreihe lasst 
die lineare Abhangigkeit klar erkennen ; fiir unsere Rechnungs- 
voraussetzungen lautet Beziehung (17) : 

(18) a —I—0.1994. p 

Die nach der Beziehung (18) berechneten Werte fiir a diirfen 
im Hinblick auf die fiir das spezielle Problem notwendige Genauig- 
keit als vollstandig ausreichend bezeichnct werden. Wir fanden 


p 

a 

a 

A 

1 

0 

■ 

■ 

{ 

i 

0.0900 

0.9900 

0.0000 


0.9800 

0.9801 

— 0.0001 


0.9601 

0.9601 

0.0000 


0.9401 

0.9402 

— 0.0001 

0.40. 

0.9201 

0.9202 

— 0.0001 

0.50 . 

0.9001 

0.9003 

— 0.0002 


Bemerkenswert ist, dass die Sterblichkeitsveranderung rund 
5 mal so gross sein muss als die Variation der Furchtbarkeit. Wenn 
man bedenkt, dass verschiedene Bevolkerungsvorausberechnungen 
mit der Annahme eines bis zu 25 %-igen Fruchtbarkeitsriickgan- 
ges durchgefiihrt wurden, so kann man leicht ermessen, welche 
Lebensverbesserung zur Aufrechterhaltung eines stationaren Zu- 
standes erforderlich ist; u. U. erfolgt dann iiberhaupt keine Sta- 
bilisierung mehr auf einen festen Grenzwert. 

Obwohl wir das Problem des Zusammenhanges zwischen 
Sterblichkeit und Fruchtbarkeit unter einschrankenden Vorausset- 
zungen behandeln mussten, scheinen uns die Ergebnisse nicht 
ohne Bedeutung zu sein. Jede Bevolkerungsvorausberechnung 
muss schliesslich auch den Endzustand enthalten, und zur Bestim- 
mung dieser Grenzlage kdnnen die abgeleiteten Beziehungen gute 
Dienste leisten. 
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V. CASTELLANO 


Recente letteratura sugli indici di variability 


Alcuni recenti lavori (i) hanno richiamato Tattenzione degli 
statistici sulle questioni della prcferenza da accordarsi ai vari in¬ 
dici di variabilita proposti, e contrapposti talvolta Tun Taltro, dai 
vari Alltori, e dellc relazioni che intercedono fra essi. 

Primo tra questi, in ordine di tempo, iin lavoro dello Yntema 
che, sul «Giornale delFAssociazione Statistica Americana)), mostra 
la confusione che deriva dalFiiso di molteplici indici per chi pre- 
scinda dalle specifiche ragioni di ciascuno. Secondo, un lavoro del 
Mortara, che, in nna comunicazione alia Sessione di Londra del- 
ITstitiito Internazionale di Statistica, tenta di dimostrare la legit- 
timita, come misiira della variabilita, di due soli di tali indici : 
la differenza media e lo scostamento semplice medio, ma la oppor- 
tunita di uno solo di questi : lo scostamento semplice medio. Terzo, 
un altro lavoro presentato dal Pietra alia stessa riunionc delFIsti- 
tuto Internazionale di Statistica, nel quale questo A. precisa e 
completa i risultati gia da lui raggiiinti molti anni addictro sul- 
Targomento della discordanza fra alcuni indici di variabilita. 
Quarto, un lavoro del D'Addario (che ha provocato, insieme al 

(i) D. B. Yntema: Measures of the inequality in the personal distribu¬ 
tion of wealth or income, « Journal of the American Statistical Association », 
Vol. XXVIII, IV, 184, December, 1933. 

G. Mortara: Sulle disuguaglianze statistiche. « XXII Sessione clell’Isti- 
tuto Internazionale di Statistica », Londra, 1934. 

G. Pietra: Intorno alia discordanza Ira gli indici di variabilitd e di con- 
centrazione, « XXII Sessione deiristituto Internazionale di Statistica», 
Londra, 1934. 

R. D'Addario: Sulla misura della concentrazione dei redditi. « Istituto 
Poligrafico dello Stato», Roma, 1934. 

V. Domined6 : Sulla differenza media. « Giornale degli Economist! e 
Rivista di Statistica», Novembre 1934. 
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precedente, una replica del Pietra), nel quale si afferma, limitata- 
mente alle leggi analitiche di distribuzione dei redditi sin qui pro- 
poste, la perfetta concordanza del rapporto di concentrazione con 
lo scostamento semplice medio e la identit^L tra gli indici a del 
Pareto e S del Gini. Ultimo, uno studio del Dominedo nel quale 6 
messo in luce ancora un altro significato del rapporto di concen¬ 
trazione e la impossibilita di sostituire, per tutti gli scopi, aquesto 
indice lo scostamento semplice medio. 

Data rimportanza che Targomento riveste, sia dal punto di 
vista teorico, sia dal punto di vista delle applicazioni — poich^ 
non 6 dubbio che il capitolo della variabilita sia un capitolo fon- 
damentale della Metodologia e che la misura della variability dei 
caratteri abbia gran parte nclla statistica applicata — e data la 
divergenza delle opinion! espresso in proposito da alcuni Autori, 
non mi sembra privo di utilita un esame analitico delle principal! 
question! in argomento trattate dagli Autori citati. 

Per comodita del lettore, distinguo in tre gruppi tali question! : 

I® Relazione tra gli indici a del Pareto e (S del Gini. Natura e 
limit! di qiiesta relazione. 

2 ® Relazioni tra lo scostamento semplice medio S e il rapporto 
di concentrazione i?, o differenza media relativa (i), e precisamente : 

a) se gli indici S e R sono concord! o discord! ; 

b) se gli indici S e R dipendono dalla media aritmetica ; 

c) se R possa fornire approssimazioni comparabili a quelle 
fornite da 5 quando i dati sono noti solo per classi. 

3® Se esiste una «misura» della variabilita. £ in questa 
ultima questione che trova il suo posto naturale la domanda 
postasi da qualche Autore, se uno dei due indici S o 7 ? sia prefe- 
ribile alFaltro. 

(i) Qui e nel seguito, indipendentemente dalle notazioni, sovente di¬ 
scordant!, dei varii Autori, indico con S lo scostamento semplice medio dalla 
media aritmetica, sia assoluto che relative, con R il rapporto di concentra¬ 
zione e con A la differenza media, sia assoluta che relativa. Quando faccio 

5 A 

particolare riferimento agli indici relativi, adotto le notazioni ^ e . 

Quando la semplice notazione S potesse dar luogo ad equivoci e quindi, 
in particolare, quando considero, insieme alio scostamento semplice medio 
dalla media aritmetica anche quello dalla mediana — che indico con ^Sm in 

generale e con quando mi riferisco in particolare allMndice relative — 

sostituisco alia notazione 5 Taltra, pih completa, di ^Sa. 
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Relazione tra a e 8. 

Prima questionc e quella della natura della nota relazione 
tra tt e 8 cui il Mortara (i), e dopo di lui il Bresciani (2) e quindi 
anche il Ricci (3), pare che attribuissero un carattere rigoroso e 
necessario, si che sembra quasi autorizzato da questi il D’Addario 
a ripresentarcela oggi come una perfetta identita. Con quanta 
ragione cio possa farsi, vedremo. 

Quali sono, anzitutto, i significati di 8 e di a ? 

8 ha due significati distinti. Se diciamo col Gini (4) che un 
carattere tanto piu concentrate quanto maggiore e la disugua- 
glianza tra la frazione i — qi dcirammontarc complessivo posse- 
duto da un certo numero degli element! maggiormente dotati della 
distribuzione, e la frazione i — pi da questi rappresentata sul to- 
tale degli element!, ha significato di « indice di concentrazione » 
I’esponente Sj al quale bisogna elevare ciascuna di tali frazioni 
deirammontarc del carattere per ottenere la corrispondente fra¬ 
zione degli element! piu dotati, tra i quali detta quantita di carat¬ 
tere h ripartita : (i — qi)^i = (i — pi). Come media di tali espo- 
nenti, 8 6 un « indice di concentrazione medio » di preciso significato, 
indipendente da ogni legge analitica cui si possa uniformare la 
distribuzione, e non lo tocca particolarmente Tosservazione del 
Mortara (5) di essere maggiore di alcuni, minore di altri 8», osser- 
vazione che rileva non un difetto, ma una proprieta di tutte le 
medie (6). Quando i singoli sono press'a poco uguali, si che uno 

(1) Mortara: Note di economia induttiva: Sulla distribuzione dei redditi. 
«Giornale degli Economisti e Rivista di Statistica », maggio 1911. 

(2) C. Bresciani-Turroni: La ricchezza delle cittd. « Annali del Sc- 
minario Giuridico della R. Universita di Palermo ». 1913. 

(3) U. Ricci: Vindice di variabilitd e la curva dei redditi. Athenaeum, 
Roma, 1916. 

(4) Cfr. C. Gini: Indici di concentrazione e di dipendenza. »< Biblioteca 
deirEconomista ». Serie V, Vol, XX, 19106 cfr. anche il lavoro dello stesso A.: 
11 diverse accrescimento delle classi sociali e la concentrazione della ricchezza, 
in « Giornale degli Economisti », gennaio 1909, nel quale d esposta Tidea 
fondamentale sviluppata nel precedente. 

(5) G. Mortara: Note di economia induttiva: Sulla distribuzione dei 
redditi, gik cit. 

(6) Nel fervore della polemica accesa intorno alia memoria « Die 
Disparitdtsmasse in der Einkommenssiatistik », presentata dal Bortkie- 
wicz alia XIX Sessione deiristituto Internazionale di Statistica, nella 
quale apparivano come nuovi molti risultati ottenuti dal Gini in Variabt- 
litd e Mutabilitd (Istituto Economico-Giuridico della R. University di 
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stesso valore medio 8 possa sostituirsi ad essi senza troppo grande 
errore, allora S ha anche valore di «indice descrittivo » della di- 
stribuzione. Supposta questa continua, S d il parametro della curva 
di concentrazione che interpola i dati stessi. 

a ha il solo significato di parametro della curva di Pareto e si 
presenta, quale indice della disuguaglianza della distribuzione, 
di interpretazione almeno non immediata, se ha potuto errare al 
riguardo lo stesso Pareto (affermando che la disuguaglianza cresce 
o diminuisce al crescere o al diminuire di a) e se solo la relazione 
inversa con S ha rappresentato la prova inoppugnabile della esat- 
tezza della contraria opinione del Benini (i). II Gini, cui si deve 
tale relazione, ridimostrata poi, con piu o meno vari procedimenti, 
da piu di un Autore (2), avvertiva subito (3) che essa ha un carat- 

Cagliari, Bologna, Cuppini, 1912), accaddc anche al Bortkiewicz di espri- 
mere, a proposito della diffcrenza media, una opinione analoga a quella 
del Mortara, subito rilevata dal Gini, (Cfr. la risposta del Bortkiewicz 
alle osservazioni fatte dal CHni alia siia cornunicazione e la replica del Gini). 

In tale polemica ritienc di dover prendere posizione oggi I’Anderson 
(Einfuhrung in die mathematische Statistik, Wien, 1935, 1^0) dato che 

« bisher kein einziger Deutscher Wissenschaftler seine Stimme zum Schutze 
Bortkiewicz’ erhoben hat ». Conveniamo con I’Anderson che e « nicht 
verwunderlich dass er (Bortkiewicz) ein Thema behandelnd, welches Gini 
bereits bearbeitet hat, auch zu ahnlichen Resultaten und zu einigen identi- 
schen Formeln gelangt ist », ma ci pare di dovere aggiungere anche che ci6 
d tanto meno sorprendente in quanto e incontroverbile che tali risultati e 
tali formule gia conosccva il Bortkiewicz attraverso Czubcr, Weinberg, 
Dalton e Gumbel, se non anche attra verso Lexis, Bowley, Julin, e March, 
i quali tutti li attribuiscono debitamente al Gini. 

(1) ft noto che il Pareto riteneva che la disuguaglianza della distri¬ 
buzione aumentasse con a, mentre il Benini riteneva il contrario. Indipen- 
dentemente da 8 si sarebbe potuto risolvere brillantemente la questione, in 
favore del Benini, se si fosse ricorso al valore di a che corrisponde alia di¬ 
stribuzione uniformc. Questo d evidentemente a = 00 poich^ solo per tale 
valore di a si ricava. con considerazioni di limite, dalla legge di Pareto 

K (h\OL 

Nx = posta sotto la forma Nx = Nh (-j : Nx Nh per = A, 

Nx == O per X h. 

(2) Cfr. C. Gini; Indici di concentrazione e di dipendenza, gik cit.; 
V. Furlan: Neue Literatur zur Einkommens Verteilnng in Italien. « Jarbii- 
cher fur Nationalokonomie und Statistik », August 1911; G. Mortara: 
Note di economia induttiva, gia cit. ; F. Savorgnan; Intorno alVapprossi- 
mazione di alcuni indici della distribuzione dei redditi. « Atti del R. Istituto 
Veneto di Scienze, Lettere ed Arti », Tomo LXXIV, parte 2», 1915. 

(3) Cfr. C. Gini; Indici di concentrazione e di dipendenza, gik cit. ; 
e Variabilitd e Mutabilitd, gik cit. 



tere solo teorico e un valore solo approssimativo. Essa significa 
che, se una distribuzione segue esattamente la curva di Pareto e se, 
essendo a >• i, 6 il reddito massimo cosi grande rispetto al reddito 
minimo da potersi considerare praticamente infinito, allora la 
curva di concentrazione della distribuzione t una curva « 6 » del 

Gini di parametro 6 = ^ ; e viceversa; se una distribuzione 

segue esattamente la curva di concentrazione 8 del Gini, allora essa 
segue anche la corrispondente curva a del Pareto, che d definita 

dalla relazione a = ^7-Ma quali distribiizioni reali seguono 

esattamente le leggi analitiche espresse da queste due curve ? 
Occorre scambiare la distribuzione fittizia rappresentata da due 
corrispondenti di queste curve con quella effettiva, che non si 
adatta perfettamcnte bene nfe alFuna ne alValtra, per affermare, 
come fa il D’Addario, che tra a e 8 sussista « proprio una identita ». 
Con cio egli scambia addirittura la statistica per matematica, 
e non pensa che appunto perche le distribuzioni reali non si adat- 
tano mai perfettamente bene alle curve teoriche accade che, tra 
le curve di un dato tipo che rapprcsentano un certo aspetto delle 
distribuzioni statistiche c le loro trasformate funzionali che ne 
rapprcsentano un altro aspetto, quelle che rapprcsentano meglio 
una certa distribuzione non sono in generale corrispondenti (i). 
Precisamente come non si corrispondono il valore piu probabile 
di una grandezza e il valore piu probabile del suo quadrato. Di 
qui un problema di scelta tra a e 8, e quindi tra le corrispondenti 
curve di Pareto e di Gini. 

In linea di principio che una questione di scelta tra a e 8 esi- 
sta non si puo assolutamente negare, come ha fatto invece sempre 

(i) Pare qui naturale chiedersi perchc pure essendo coiivinto, come 
pare, che una curva e una sua trasformata funzionale siano in statistica la 
stessa cosa (pag. 15) ed essendo convinto che la curva proposta da Amoroso 
per la rappresentazione della distribuzione dei redditi fornisca agli stati¬ 
stic! un potente strumcnto di analisi (pag. 18), TA. proponga una nuova 
curva di concentrazione dei redditi e di questa faccia numerose applicazioni, 
mentre dovrebbe ritenere piu proficuo applicare la curva di concentrazione 
corrispondente alia curva di Amoroso, la quale curva di concentrazione, in- 
vero, almeno nell’esemph^ considerate dairAMOROSO nella sua memoria uRi- 
cerche intorno alia curva dei redditi » (in « Annali di Matematica pura ed 
applicata », serie IV, Tomo II, febbraio 1925) per il quale ho eseguito il cal- 
colo, fornisce risultati molto soddisfacenti sotto tutti i punti di vista. Non 



il D’Addario, anche quando era di una opinione opposta alia sua 
attuale, e doe die a e 5 fossero due cose diverse (i) 

In pratica le ricerche, eseguite su vasto materiale stati- 
stico, da molti autori (2), hanno dimostrato die tale questione 
esiste, e die va risolta in favore di 6, in quanto tale curva di concen- 
trazione descrive meglio, in generate, le distribuzioni empiridie die 
non la curva di Pareto. £ solo su questo terreno, strettamente sta- 
tistico, die la questione potrebbe essere riaperta. Per affermare 
die a e 8 sono la stessa cosa, si dovrebbe riprendere in esame il ma¬ 
teriale elaborate da tali Autori, ed altro ancora, e mostrare die 
interpolazioni piu soddisfacenti di quelle eseguite da qucsti 
conducono a valori dei parametri a e 8 per i quali valga precisa- 
mente la nota relazione teorica. Cio avrebbe il vantaggio di assicu- 
rare gli statistic! della incondizionata validita in statistica di al- 

altrettanto soddisfacenti mi sembrano le applicazioni della propria equazionc 
fornite dal D’Addario, in quanto rilevo, negli esempi da lui riportati per i 
quali e indicato I’ammontare del rcddito minimo, i segucnti valori, empirici 
e teorici, del rapporto Ajh : 

Tav. I II III IV V VI VII VIII 

^./Walore teorico 2.303 2.225 2.355 3.962 2.289 3.198 2.775 

)) » empirico 3.362 3.332 3.392 9.470 11.710 5.045 4-^64 3.959 

Difierenze tutte notevoli, alcune cnormi, le quali significano chc le 
corrispondenti curve di frequenza teoriclie a parita di reddito medio pre- 
senterebbero redditi minimi diversissimi da quelli delle distribuzioni em- 
piriche, o. a parita di redditi minimi, redditi medl diversissimi. Dal die non 
e difficile arguire die tali curve di frequenza non dovrebbero adattarsi 
molto bene ai dati empirici. D’accordo con I'A. neiropinione die spesso le 
cattive interpolazioni non dipendono dai metodi, ma dall’uso chedei 
metodi si fa, credo gli si possa concedere die, in parte, le divergenze notate 
sieno ineliminabili, il die potrebbd ascriversi o a deficienza della curva in- 
tcrpolata o a deficienza della sua trasformata o a deficienza di entrambe, 
come dovrebbe, per coerenza, ammettere 1 *A. 

(1) Scriveva allora il D'Addario: « Si 6 andata creando (infatti) una 
talc confusione di idee e si continua ad assistere ad una monotona lotta 
tra a e 8, die pensiamo sia il caso di intenderci una volta per sempre. 

Quella del Pareto non d Pequazione di una curva di distribuzione ? 

E quella del Gini non 6 I’equazione di una curva di concentrazione ? 

Perchc confondere allora Tuna con Taltra ? » 

(Cfr. R. D’Addario: Un*indagine sulla dinamica distrihutiva. « Rivista 
Italiana di Statistica », Anno II, n. 3, 1930, pagg. 280-282). 

(2) Cfr. C. Gini: Indici di concentrazione e di dipendenza, gi 4 cit. ; 
Variabilitd e mutabilitd, gi^ cit. ; F. Corridore: Vevasione dei redditi, 
Roma, Leoscher, 1910; Relazioni tra affitto reale e valore locativo fiscale nel 
Belgio, Roma, Loesdier & C., 19 ii ; E. Porru: La concentrazione della ric- 
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meno tale relazione teorica. Non credo che si possa approvare 
Tavventata fiducia che il D’Addario dimostra in argomento. Tanto 
piu che appunto su tale fiducia ^ fondata Taccusa di essere caduti 
in « truismi», che il*D*Addario aveva lanciato a vari Autori in un 
suo precedente lavoro (i), ed ora ha ripetuto. L'A. giudica « trui- 
smo » la ricerca, eseguita da quegli autori, della concordanza o 
meno della graduatoria dei valori degli a intcrpolati con quella dei 
corrispondenti valori rilevati del reddito medio. Con una tale 
accusa egli mostra solo di non approvare la diligente prudenza 
dcllo statistico avveduto, che, ammesse delle ipotesi, per vie di¬ 
verse e concordanti le verifica. 

La idea della idcntita di ct e 8 ha anche indotto TA. a fare 
airYntema una osservazione sul campo di variabilita di a, che 6 
errata quanto mai. Mentre Yntema, nel lavoro innanzi citato, as- 
segna ad a il campo di variability (o,oo), il D’Addario crede che a 
debba essere > i, e si meraviglia che alcuni autori abbiano «per- 
sino discusso e costruito su valori minori deU’iinita ». Tale meravi¬ 
glia io credo provenga dal fatto che TA. non ha riflettuto sulla 
circostanza che la condizione a > i e imposta unicamente dairuso 
di considerare, nelle distribuzioni dei redditi, in generale infinite 
il reddito massimo. Tale ipotesi e comoda, gencralmentc accet- 
tabile e pratica, ma certo irreale e non necessaria sicche quando 
s'incontrino valori di a <; i non bisognera rigettare a priori tali 
valori, ma lasciare anzitutto cadere quella ipotesi (2). 

chezza delle diverse regioni d*Italia, « Studi economico-giuridici pubblicati 
per cura della Facolta di Giurisprudenza della R. University di Cagliari », 
Vol. IV, parte I, 1911-12 ; E. Czuber : Beitrag zur Theorie der statistischer 
Reihen, « Versicherungwissenschaftlichen Mitteilungen » Neue Folge, 9 
Band, 2 Heft, Wien, 1914; F, Savorgnan: La distribuzione dei redditi nelle 
provincie e nelle grandi cittd delVAustria, « Pubblicazioni del Museo Com- 
merciale di Trieste », Trieste, 1912 ; Intorno alVapprossimazione di alcuni 
indici della distribuzione dei redditi, « Atti del Reale Istituto Veneto di 
Scienze, Lettere ed Arti », Tomo LXXIV, parte 2*. 1915 ; M. Saibante : 
La concentrazione della popolazione, « Metron », Vol. VII, n. 2, 1928 ; 
S. Orlandi : Su la distribuzione dei redditi mobiliari in Italia, « Pubblica¬ 
zioni dellTstituto di Statistica della R. University di Roma », Serie i*, 
Vol. I, Roma, 1933. 

(1) Cfr. R. D*Addario: Intorno alia validitd di due teoremi paretiani 
sulla dinamica distrihutiva, « Atti dellTstituto Nazionale delle Assicura- 
zioni», Vol. VI, Roma, 1934. 

(2) Air A. y evidentemente sfuggito che lo stesso Pareto prima di 
considerare inhnito il reddito massimo, pone esplicitamente la condizione 
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Se ho da esprimere il mio parere la questione tra a e S d du- 
plice. 

Esiste una questione tra a e S quali indici descrittivi di una 
distribuzione, inoppugnabiimente risolta oggi in favore di 8, per le 
migliori approssimazioni che la curva « 8 » consente rispetto alia « a ». 
Tale questione rientra nel campo delle complesse relazioni interce- 
denti tra le trasformate funzionali delle varie curve rappresentative 
di una distribuzione statistica, relazioni che potrebbero essere Tog- 
getto di un capitolo affatto moderno, e credo interessante, della 
teoria delle interpolazioni statistiche e che esorbita pertanto dai 
limiti di questa rassegna. 

Esiste, d*altra parte, una questione tra a e 8 quali indici di 
variabilita che dovrebbe risolversi avendo riguardo al significato 
di ciascuno : a non ha, che io sappia, una interpretazione diversa 
da quella che gli attribuisce la legge di Pareto ; il suo significato 
non e d’immediata comprensione, si che esso non autorizza con- 
clusioni sicure che quando la legge dalla quale discende valga 
senza riserve ; ma in questo caso, esscnzialmente teorico, tutti gli 
indici sarebbero equivalenti, nel senso che tra tutti gli indici pas- 
sercbbero relazioni costanti, sicche sarebbe assolutamente indif- 
ferente in pratica Tadozione di un indice piuttosto di un altro. 
Invece 8, come indicc medio di concentrazionc, ha il vantaggio di 
un chiaro significato, che ne giustifica Tadozione laddove questo 
significato interessa. 

Tuttavia come indice medio di concentrazionc a 8 scmbra 
oggi spesso preferibile (i) un altro indice, il rapporto di concentra- 
zione, nel quale convergono moltissimi significati. 

Relazione tra S eR, 

Quali sono, anzitutto, i significati di S e di R ? 

Discende immcdiatamente dalla definizione di 5 — media 
aritmetica dei valori assoluti degli scostamenti dalla media arit- 


a > I (cfr. Pareto: Cours d'iconomie politique. Tome II, Lausanne, 1897, 
nota (961), pagg. 312-13). 

(i) Tale fu anche Topinione del suo Autore quando ebbe concepito il 
rapporto di concentrazione e le sue relazioni con la curva di concentrazionc 
e con la difierenza media (cfr. al riguardo : C. Gini : Sulla misura della con- 
centrazione e della variabilitd dei car alter i. « Atti del R. Istituto Veneto di 
Scienze, Lettere ed Arti », Tomo LXXIII, parte 2®, 1913-14, paragrafo i®). 
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metica — che S pix6 intendersi anche come il doppio della quan¬ 
tity di carattere posseduta in eccesso, rispetto ad una distribuzione 
uniforme del carattere, dalle unita nelle quali il carattere ha in¬ 
tensity, superiore alia media, ragguagliato al numero dei casi. 

I significati di R sono : indice di concentrazione medio ; dop¬ 
pio dell’area di concentrazione; differenza media relativa ; sco- 
stamento semplice medio totale. 

Come indice di concentrazione medio, 7 ? e il coefficiente per 
il quale bisogna moltiplicare una certa frazione dci casi, pih o 
meno dotati del carattere, per ottenere il valore probabile della 
differenza tra tale frazione e quella corrispondente dell’ammontare 
del carattere, e si ottiene come media ponderata degli indici di disu- 

guaglianza , presicon pesi pi o R’i = - — 

Pi I pi 

con pesi i — Pi , i quali discendono dallo stesso concetto di 

concentrazione che e alia base della definizione dell’indice fi. 

Come doppio dell’area di concentrazione, R esprime la quantity 
di carattere che deve essere complessivamente trasferita da cia- 
scun elemento all’elemento che lo precede nella graduatoria cre- 
scente, delle intensity del carattere, per ottenere la distribuzione 
uniforme (i). 

Come differenza media relativa e come scostamento semplice 
medio totale, R non pud farsi pih discendere dal concetto di con¬ 
centrazione — I’accumularsi del carattere nei casi nei quali il 
carattere stesso supera un certo limite — ma bensi sempre dal 
concetto di variability — attitudine ad assumere varie modality 
quantitative —; nella prima accezione esso d la mety del valore 
probabile della differenza tra due elementi della distribuzione rag- 
guagliata alia media aritmetica di essa ; nella seconda esso d; 
a) la media aritmetica semplice degli scostamenti semplici medi 
della serie da ciascun termine (2) ; h) una media ponderata degli 
scostamenti semplici medi dalla media aritmetica ; della serie 

(1) Cfr. V. Castellano ; Sulla interpreiazione dinamica del rapporto 
di concentrazione. « Giornale dell’Istituto Italiano degli Attuari», Anno IV, 
n. 2, aprile 1933. 

(2) Cfr. C. Gini ; Variabilitd e Mutabilitd, giy cit., Di una estensione 
del concetto di scostamento medio e di alcune applicazioni alia misura dei 
caratteri qualitativi. « Atti del R. Istituto Veneto di Scienze Lettere ed 
Arti», 1917-18, Tomo LXXVII, Parte II, pagg. 397-461. 
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data, di ciascuna delle due serie nelle quali questa 6 divisa dalla 
media aritmetica, di ciascuna delle due serie nelle quali queste 
sono a loro volta divise dalla propria media aritmetica, e cosi 
via (i) ; c) una media ponderata degli scostamenti semplici medi 
^Sm dalla quantita minima : della serie data e di ciascuna delle 
serie di n— i, w — 2, . . . i solo termine che si ottengono da quella 
toglicndo via via la i®, la 2® e la n— i quantita (2). 

Naturalmente tali significati sono tutt'altro che indipendenti, 
ma tanto invece strettamente collegati Tun Taltro che molti 
Autori non hanno fatto tra essi alcuna distinzione, e hanno la- 
sciato la loro attenzione polarizzarsi intorno alle question! solle- 
vate, come nuovo indice di variabilita, dalla differenza media. 
Prima di seguirli su questa strada esamineremo brevemente le 
tre question! sopra richiamate, che rivestono un interesse meto- 
dologico a se, indipendentemente dagli scopi per i quali sono con¬ 
siderate da quest! A., escluso solo il Pietra. 


a) Discordanza tra R e S 

£ questo della discordanza fra gli indici di variabilita oramai 
un vecchio argomento che, segnalato e discusso a fondo per primo 
dal Gini in Variabilitd e Mutabilitd, ha richiamato Tattenzione di 
quanti Autori hanno applicato insieme alio scostamento semplice 
medio la differenza media, per lo studio della variabilit^i dei ca- 
ratteri. 

Studiando il problema dal punto di vista teorico, il Pietra (3) 
ebbe a determinare gia nel 1916 i limit! entro i quali possono va- 
riare i valori, ragguagliati ai rispettivi massimi, della differenza 
media, e degli scostamenti semplici medi dalla media aritmetica 
e dalla mediana, corrispondenti ad un valore determinate, fissato 
ad arbitrio nel comune campo di variabilita (0,1), di ciascuno di essi. 
Di tali determinazioni ora si ^ valso, per calcolare una misura della 


(1) Cfr. V. Domined6 : Sulla differenza media, gi 4 cit. 

(2) Cfr. C. Gini : Variabilitd e Mutabiliid, gi^l cit., pag. 36, formu.e 
(26) e (27) : la interpretazione data non ^ che la « lettura » di queste for- 
mule. 

(3) Cfr. G. Pietra : Delle relazioni tra gli indici di variabilitd, « Atti 
del Reale Istituto Veneto di Scienze, Lett ere ed Arti », Anno 1914-15, 
Tomo LXXIV, Parte II, Note I e II. 
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probability che due coppie di valori di tali indici sieno discordi, 
cio^ una misura della probability che tra due valori di uno stesso 
indice passi una relazione di grandezza opposta a quella che passa 
tra i valori corrispondcnti di un altro indice (i). 

Fra gli indici S e R egli determina una probability media di 


(i) II calcolo 6 fondato su due ipotesi: la, che siano ugualmente pro- 
babili tutti i valori (compresi tra o e i) che ciascun indice puo presentare; 
2a, che presentando un indice un certo valore siano ugualmente probabili 
tutti i valori possibili per un altro indice. Ammesse tali ipotesi e evidente 
che la probabilita che si abbia discordanza tra due indici, ad esempio, tra 

10 scostamento semplice medio della media aritmetica S ed il rapporto di 
concentrazione R, puo calcolarsi in due maniere diverse : o partendo da due 
valori di S per determinare quali tra i valori corrispondenti di R danno 
luogo a discordanze ; o partendo da due valori di R per determinare quali 
tra i valori corrispondenti di 5 danno luogo a discordanze. N6 i due metodi 
possono dirsi cquivalenti in quanto la legge di probabilita costante che si 
suppone per Tindice dal quale si parte, e quella ugualmente costante. che 
si suppone per i valori dell’altro corrispondenti ad un valore determinato 
del primo, implicano, per il secondo, una legge di probabilita nicntc affatto 
costante e (juindi di versa da quella che si assumerebbe per questo qualora 
si partisse, per il calcoio, da esso. 

Infatti, se y = X (1 — a ; e I'equazione della parabola le ordinate dei 
cui puiiti rappresentano I’ampiezza del campo di variazionc della dillerenza 
R — 5 per ogni valore di 5 , i valori di R comp* osi tra x c x -j- dx sono tutti 
e soli quelli le cui differenze dagli 5 cui corrispondono sono comprese tra 
le parallele alia bisettrice del 2° quadrante condotte per gli estremi dell’in- 
tervallino d x. Di questi, a quelli che appartengono anche alia parallela al- 
I’asse y condotta per il punto x — A[o<A<y i — x (1 — Vi — a')], spetta 

la probabilita - - ^ ^ - zrT\ • ® quindi se ^ d la probabilita che il 

\X - fif ~~ X iif 

valore di S cada dentro un intervallo qualunque di ampiezza d k entro 

11 campo {0,1), a tutti spetta la probabilita: 

J l—X (l— V I — x) 

I *>(1—4r4-ft)(I _ rr^x) ST^^^x ■ 

Similmente, partendo da R, le ipotesi del testo assegnano ai valori di 5 com- 

X 

presi tra xex + dx una probability di dx 2 Ig. ^ i Ognuno pub ve- 
dere come varino con x queste due leggi di probability. Noi osserviamo 
solo che la prima assegna ai valori di i? < una probability = 0,3870, 
mentre la seconda assegna agli stessi valori di 5 una probability = 0,6216. 
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discordanza di — , e 
20 


fra S« e i? oS, una probability media di ■ 


ma, per intendere il valore indicative di tali cifre, occorre conside- 
rare che egli esclude dalla massa dei casi possibili tutti quei casi 
nei quali la differenza tra i due valori di uno stesso indice 6 cosi 
considerevole che la coppia dei valori corrispondenti deiraltro ^ 
certamente concordante con la prima. Se si considerano anche tali 
casi di concordanza, esclusi dal Pietra, i valori di tali probability 


Partendo da 5 e da i? si ottiene per 5 m una stessa legge che attribuisce una 
probabilita costante, \g2dx ai valori compresi tra x e x -\- quando 

X < — , e variabile, Ig-- r dx , per x > — . Qiiesta legge asse- 

2 2 X (l — X) ^ 2 ^ 

gna ai valori di 5 m una probability complessiva = 0.3456. Viceversa, 

partendo da Sm si ottiene per 5 e per R una stessa legge che assegna ai 
valori x di questi < — una density di probability costante = 2 Ig 2 ed ai 

X 

valori x > — una density variabile uguale a Ig — . Questa legge asse- 
2 2/ 

gna complessivamente ai valori dei due indici < la probability 

0,6932. La uguaglianza dei risultati cui conducono i due metodi nel caso 
di 5 e i? costituisce una prova a posteriori della opportunity delle ipotesi. 
Non y pero certo che i due metodi non conducano agli stessi risultati anche 
nel caso di 5 m e R o S, sebbene I'A. giunga per 5 m e 5 a risultati diversi. 
Ci6 potrebbe dipendere solo dal fatto che il Pietra non ha tenuto conto 
della circostanza che, data una coppia di valori : S — xeS' — x-i-k, dei 

quali, posto ^ > 0 , si suppone il minore del secondo, quando x 

la probability che la coppia corrispondente dei valori 5 m e 5 'm (e ana- 
logamente si direbbe per R e R'), present! una discordanza, non ha la 

stessa espressione analitica se . Infatti dato 5 == 

e S'= X k , i casi possibili per 5 m sono sempre x {x ^ Sm^ 2 x) e i 

casi possibili per 5 'm sono ;r + Ase;r-fAj<-~ {x k ^ 5 'm ^ 2 (x k) 

ei — ^se;r-f^>-^ (x k ^ Sm :^i). (Cfr^ G. Pietra, nota 

citata). 

Tenendo conto di questa circostanza si vede facilmente che il 1° inte- 
grale che sta a secondo n\embro della sua formula (25) deve essere spezzato 

in tre i cui limit! di integrazione sono, per x e k rispettivamente, 0 , 

4 

— , — e 0 ,- X nel 2®, —, — e- x , x nel 3®, 

422 422 


e 0 , ;r nel i®, 
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diventano la prima e -^laseconda (i), valori, questi, pursempre 

xo 

notevoli, sebbene inferiori a quelli dati dal Pietra. 

Per contro il D'Addario afferma che, almeno relativamente 
alle distribuzioni che seguono esattamente le leggi espresso dalle 
equazioni paretiane di prima e di seconda approssimazione, dal- 
Tequazione di Amoroso, da quella riproposta dal Gibrat e da quella 


essendo anche sostituito in quest’ultimo caso, al|fattore x ^ k . che com¬ 
pare al denominatore della funzione integranda. il fattore i - x — k . 

La formula (25) del Pietra diventa quindi: 






dx-\- 



{X — k)^ 
X {X 4- A) 


dk + 



(i) Infatti, dal punto di vista del Pietra, la massa dei casi possibili 
^ espressa, nel t 9 caso dall'integrale 

/ / dx dk ^ I x{t — X) dx ^ 

,/o .'o Jo () 


che rappresenta I'area racchiusa tra la curva y = ,r (i — x) e Tasse della x, 
tra i punti 0,1 (v. nota 7), mentre dairaltro punto di vista, da me esposto 
nel testo, essa 6 espressa dall’integrale 

I I dx kx j ([ — x) dx ^ -- 
Jo Jo Jo 2 

Nel 2® caso il Pietra calcola Tintegrale : 


X I 

1^1 dx dk i I dx dk =1 ^ xdx -i / ( r — x) dx ^ 

J o J o ^ ® ^ ► 4 

che rappresenta Tarea del triangolo di vertici (0,0), (1,0), (-i, i cui 

lati tagliano, sulle parallele all’asse delle y, condotte per i punti x ss a 
segment! uguali al capo di variability degli R o S corrispondenti a un 
Sm =* a, mentre, dall’altro punto di vista, si calcolerebbe come nel i« caso 
Tintegrale 


/: 


1 

2 



di concentrazione da lui stesso proposta in tale lavoro, gli indici R 
e S sono sempre concordi (i). Ma, esclusion fatta per la ciirva 
paretiana di approssimazione, che dipende da iin parametro 
solo, per la quale Tasserto fu dimostrato dal Gini, in Variabilitd 
e Mutabilitd, la tesi d falsa. L'A. infatti deduce la concordanza 
dei due indici dal fatto che essi variano concordemente rispetto a 
ciasctmo dei parametri dai quali dipendono. Ma cio non significa 
nulla piu di questo : che se uno solo dei parametri varia, gli altri 
rimanendo costanti, R e S crescono o diminuiscono entrambi. 
Che invece essi non possano essere sempre concordi quando, di- 
dipendendo da almeno due parametri, questi variino insieme,Tion 
6 neppure necessario di dimostrarlo curva per curva, nei casi con- 
siderati dairA., in^quanto segue solo dal fatto che R e S siano due 
funzioni diverse di piu parametri. Se, per esempio, questi soi:o in 
numero di due, per due punti corrispondenti generici Rq, Sq delle 
superfici R e S esistono infinite direzioni, comprese tra le due, in 
generale diverse, che i piani orizzontali per i punti dati segnano 
sulle due superfici, spostandosi lungo le quali da Rq e So, sull'iina 
superficie ci si innalza e suiraltra ci si abbassa (2). 


(i) Per le equazioni di Amoroso e di Gibrat cfr. L, Amoroso: Ricerche 
intorno alia curva dei redditi, gi^ cit.‘; R. Gibrat: Vne loi des rtpariitions 
Sconomiqiies: I'effet proporlionnel. « Bulletin de la Statistique G6n6rale de 
la France », Tome XIX, Fasc. IV, Luglio-Settembre, 1930. L’equazione 
che I’A. propone per la rappresentazione delle curve di concentrazione dei 


redditi ^ q ^ p — k p (i — p)^ ove p ^ q hanno il solito significato di fre- 
quenza rispettivamente dei possessor! di un reddito inferiore ad un dato 
limite e del reddito complessivo corrispondente, e ^ e p sono due parametri 
variabili tra o e i. Di essa non mi occupo perch^ non rientra nei ristretti 
limiti di questa rassegna e per la stessa ragione non mi occupo del metodo 
dei semiinvarianti per la determinazione dei parametri della funzione di 
Mac Alister esposto dall’A. nellO stesso lavoro. 

(2) Le due direzioni tra le quali sono comprese quelle per le quali si veri- 
hca discordanza sono le direzioni per le quali si annullano i differenziali totali 


d y 

d X 


delle due funzioni R [x y) q S (x y): ^ ^ - 

Poich^ d jR ^ 0 a seconda che ^ ^ 

d X ^ R'y (x y) 


R'x (x y) d 3'. 




S'x [x y) 


d X S'y (x y) ’ 

e d S ^ 0 a. seconda che 


d X 


(x y) 
S'y (x y) 
d y 


e poich^ in generale 


R'x y) 


R'y (x y) 


S't (x y) 
S'y {x y) 


per tutti i 


i valori compresi tra questi R cresce o diminuiscc mentre 5 dimiauisce 
a y 

o cresce, Se "> {x y) ^ una funzione che assume in ogni punto valori compresi 
tra i due precedent!, ogni curva dehnita dall’equazione differenziale y' = x 
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b) Dipendenza di R e S dalla media aritmetica, 

II D'Addario cerca di dimostrare che il rapporto di concen- 
trazione « non prescinde dalla media aritmetica, anzi la sua defi- 
nizione discendf proprio dal concetto di uniforme distribuzione 
del carattere che si ha, evidentemente, quando ogni soggetto pos- 
siede un reddito esattamente uguale alia media aritmetica». 
Dovremmo supporre che egli pensi che si possa costruire qualche 
indice di variability senza partirc da quella « uniforme distribu¬ 
zione » che deve essere in tale questione la pietra di paragone di 
ogni distribuzione. E che la quantity costante di carattere posse- 
duta da ciascuna unity sia, nel caso di distribuzione uniforme, 


: d la proiezione sul piano x y di due curve di discordanza corrispondenti, 
sulle due superfici. Tutte le coppie di punti R S, sufficientemente vicini, 
situate su tali curve, hanno come corrispondenti coppie discordanti di 
punti S o R. Per ogni punto delle due superfici passano infinite curve di 
discordanza corrispondenti. Nonostante il fatto che Terrore del D’Addario 
sia gia stato brillantemente confutato anche dal Pietra (A proposUo della 
misura della variabilitd e della concentrazione dei caraiterit « Nuovi Problem! 
di Politica, Storia ed Economia » Anno VI, fascicolo i-6, Ferrara, 1935), 
sia dal punto di vista teorico che dal punto di vista pratico, non mi d parso 
del tutto inutile riportare qui queste considerazioni che pur mi sembrano 
ovvie, in quanto la sicurezza con la quale TA., affermando il suo dovere di 
esprimere e giustificare il suo pensiero nei riguardi della annosa disputa 
sulla scelta dei pifi convenient! indici atti a misurare la concentrazione dei 
redditi, dk per dimostrato cio che non 6 vero, ha tratto in inganno piu d’uno 
(cfr. ad esempio il lavoro di Dominedo, citato alia nota (i) e le recension! 
del lavoro del D’Addario apparse in «Economia», Vol. XIV, n. i, Luglio 1934, 
e nella « R!vista Bancaria », Anno XI, n. i, Dicembre, 1934, di B. Bar- 
beri la prima e di G. Tagliacarne la seconda). La confusione 6 evidente. 
Il Tagliacarne scrive addirittura «.tanto il rapporto di concentra¬ 

zione, rappresentato generalmente con S, quanto quello rappresentato con i? 
sono la stessa cosa e conducono a risultati perfettamente concordanti . . . » 1 
£ strano che il Santacroce, che pure ha recensito il lavoro (« Rivista Ita- 
liana di Statistica, Economia e Finanza »>, Anno VI, n. 5. Ottobre 1934) 
non mostri di accorgersi di un errore di tale entity. Segue pero alia sua re- 
censione una breve nota del D’Addario nella quale questi afierma che dal 
contesto del suo opuscolo si arguisce che egli intende considerare solo il 
caso in cui i singoli differenziali parziali presentino lo stesso segno [aumento 
(o diminuzione) generale della concentrazione]. Tale limitazione toglie 
pero ogni valore alle conclusioni dell’A. Che essa si arguisca dal testo, a 
me non pare, si comprenderebbe, in tal caso, il motivo per il quale 
TA. avrebbe ritenuta necessaria una simile precisazione. 


8* 
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uguale alia media aritmetica non pud dirsi in generale piu di quanto 
possa dirsi che d uguale alia mediana o ad un altro valore, medio 
od estremo, della distribuzione che si considera. Essa e la media 
aritmetica se si suppone costante Tammontare totale del carat- 
tere ed il numero degli dementi tra i quali d ripartito. In tal caso, 
considerati unitari sia runo che Taltro, ogni distribuzione si pone 
a confronto con quella uniforme nella quale ogni frazione p del 
complesso (unitario) degli elementi della distribuzione possiede una 
uguale frazione q deirammontare totale (unitario) del carattere. 
Tale distribuzione di confronto e costante e quindi assolutamente 
indipendcnte da ogni caratteristica delle distribuzioni che ad essa 
si paragonano. Segue da cio che tutti gli indici che si fondano sulla 
considerazione di una tale distribuzione unifoime facilmcnte si 
svincolano da ogni riferimento alia media aritmetica, sc per mezzo 
di qucsta erano stati dcfiniti (d il caso dell’indice S) e facilmente 
ad essa anche si riconducono quando erano stati definiti per via 
diversa (e il caso di R). La questione d ora siiperata ncttamcnte, 
poiche, fin dal 1917, il Gini ha espresso lo scostamento semplice 
medio dalla media aritmetica come media dei valori assoluti degli 
scostamenti con ripetizione di un carattere nei singoli casi (i). 
D'altra parte, la differenza media fu gia espressa, nella stessa me- 
moria nella quale fu proposta, come media ponderata degli scosta¬ 
menti assoluti dalla mediana (2), ed d iioto come essa si possa espri- 
mere come media degli scostamenti da una media qualsiasi (3). Cio 
doveva rendere accorto I'A, sul significato daattribuire ad una qual¬ 
siasi espressione analitica del rapporto di concentrazione (4). 

(1) Cfr.: C. Gini: Di una ^siensione del concetto di scostamento medio e di 
alcune applicazioni alia misura dei caratteri qualitativi, gia cit., dove come 
scostamento con ripetizione di un carattere A nel caso i^^ 6 definita « la 
media aritmetica degli n scostamenti che il caso i^^ presenta rispetto a tutti 
gli n casi della serie » (pag. 405). 

(2) Cfr. C. Gini: Variabiliid e Mutabilitd, gia cit. 

(3) Cfr., ad es., G. Mortara: Lezioni di statistica metodologica » dettate 
nel R. Istituto Superiore di Scienze Economiche e Commerciali di Roma, 
ediz. del « Giornale degli Economisti e Rivista di Statistica », Citt 4 di 
Castello, 1922, pag. 153. 

(4) Non posso fare a meno di notare, data Teco che le afiermazioni 
dell’A. hanno trovato in varii recensori (Barberi, Tagliacarne, Santacroce), 
che la espressione alia quale ricorre TA. nel tentative di dimostrare ilsuo 
asserto: 

It = jj{t)dt-Nj\f{t)dt f{x)dx 



c) InHuenza del raggruppamento in classi della qiiantitd di una di- 

stribuzione sulla detenninazione di S e di R. 

£ noto che, quando si conosca rammontare del carattere spet- 
tante complessivamente a ciascuna classe, influisce sulla deter- 
minazione di S solo Terrore che si commette nella scissione della 
classc, nella quale cade la media aritmetica, in due classi contigue 
aventi per estremo comune appunto la media aritmetica, mentre 
per la determinazione di R occorre conoscere la distribuzione del 
carattere entro ciascuna classc. Non 6 dubbio pcrcio che R debba 
risultare affetto in generalc, per questa circostanza, da un errore 
maggiore che non S (i). Ma al problema teorico non accenna affatto 
r Yntema, che e il solo dei nostri Autori che si occupi deirargomento. 
Egli mette a confronto i valori che gli otto indici di variabilita da 
lui considerati assumono per una distribuzione di lOO redditi in- 
dividuali quando si conosce I’altezza di ciascun reddito e quando 
si conosce solo la distribuzione per classi di reddito, dei redditieri 
e del reddito loro spettante. Per il rapporto di concentrazione il 
valore relative alia seriazione complcta supera quello relative 
airaltra, e la differenza (0.014) occupa il 4^ posto nella gradiiatoria 
crescente delle corrispondenti differenze di tutti gli 8 indici. A 
parte il fatto che un esempio solo, in statistica, non e significative, 
nulla sarebbe da obbiettare se TYntema non avessc calcolato il 
rapporto di concentrazione con una formula evidentemente er- 

nulla dice piil di quanto dica la espressione pid semplice R = j (p — <l)dp, 

Jo 

dalla quale parte, per pervenire a quella che egli giudica si presti meglio ai 
suoi ragionamenti. Entrambe le funzioni integrande rappresentano infatti 
« la deviazionc fra cio che dovrebbero possedere i possesuori di un reddito 
non maggiore di x, nel caso di equiripartizione, e Tammontare complessivo 
dei redditi da essi efiettivamente posseduti ». Ma se I’autore sa per prece- 
denii cognizioni, « cio che dovrebbero possedere i possessori di un reddito 
non maggiore di x nel caso di equiripartizione » perch^ si pone subito dopo 
questa domanda e trae dalla sua espressione la risposta che aveva dovuto 
ammettere di sapere per aver ragione di porsi la domanda ? Era, del resto, 
naturale che una dimostrazione che doveva logicamente ridursi alia sola 
osservazione — che abbiamo gik notato come non significhi nulla — che 
anche R pud esprimersi come somma di scostamenti dalla media aritmetica, 
dovesse ridursi ad un giro di parole quanto mai oscuro e faticoso appunto 
perchd privo di significato. 

(i) Cfr. C. Gini : Variability e Mutability, gik cit., pagg. 96-97. 



rata per difetto quando le distribuziom sono date per classi, e 
tanto piii errata quanto minore h il numero delle ciassi; il difetto 
in tal caso non ^ imputabile all'indice, ma alia formula scelta per 

calcolarlo. La formula 6 /?' = — S — phqk -i) avendo 

2 

pk e qh rordinario significato di frequenza, rispettivamente, dei 
redditieri con iin reddito inferiore ad un dato limite e deirammon- 
tare complessivo dei redditi corrispondenti. Essa corrisponde 
airipotesi che i redditi di ciascuna classe siano uguali, ciod, che essi 
siano distribuiti, nel complesso, meno disugualmente che in realty. 
Il Gini, che si era posto gik in Variabilild e Mutabilitd ilproblema 
della determinazione degli indici di variabilita quando le quantity 
della seriazione siano raggruppate in classi, ha studiato poi per 
esteso il pro'blema (i) per quanto riguarda il rapporto di concen- 
trazione, giungendo a formule che hanno fornito approssimazioni 
soddisfacentissime. Anche la determinazione per via puramente 
grafica di 7 ?, fondata sulla misura planimetrica delFarca di concen- 
trazione, pu6 fornire valori ottimamente approssimati di R (2). 
UYntema non sembra conoscere tali ricerchc (3). 


(i) Cfr, C. Gini: Sulla misura della concentrazione e della variabilild 
dei caratteri », gik cit. 

{2) Cfr. C. Gini: Iniorno alle curve di concentrazione. « XX Sessione 
deiristituto Internazionale di statistica », Madrid, 1931, e ripubblicata in 
wMetron)), Vol. IX, n. 3-4, 1932. 

(3) La osservazione del testo non sminuisce pero uno dei maggiori 
pregi del suo lavoro, che k quello di interessare il pubblico degli statistici 
anglo-sassoni ad una questione d'indubbia importanza quale e quella della 
scelta dell’indice di variability, cosi discussa da noi. Ed d non senza un in- 
timo compiacimento che si nota la buona conoscenza, anche se incompleta, 
che TA. dimostra delle principali fonti nostre original! da lui citate; buona 
conoscenza che, se k un dovere dello studioso, non sembra certo essere pre- 
gio costante degli Autori nord-americani. Capita, infatti, di trovare nello 
stesso numero del Giornale, un articolo di Miss. Barbara Burks, fondato su 
un metodo giy, proposto ed applicato dal Gini nel 1910 (e forse anche prima 
ancora, da altri), e nel numero di giugno dello stesso anno, un articolo di 
G. P. Watkins nel quale k proposto un indice ordinale di correlazione che 
altro non sembra che una edizione riveduta e scorretta dell’indice di co- 
graduazione, dallo stesso Gini proposto sino dal 1914, e largamente usato 
in Italia. In nessuno dei due articoli k neppure citato il nostro Autore. 
(Cfr. Miss. Barbara Burks: A statistical method for estimating the distri¬ 
bution of sizes of completed fraternities in a population represented by a 
random sampling of individual, a Journal of American Statistical Associa- 



Sulla misura pii) opportuna della variabilitA. 


Questa questione ebbe origine, si pud dire, dalla introduzione 
della differenza media nella metodologia statistica. 

A 1 suo prime apparire, in Variability e Mutability, nel 1912, 
la differenza media incontrd subito largo favore tra gli statistic!, 
e esposero il procedimento per deternoinarla, o I’applicarono mol- 
tissimi autori quali: Savorgnan, Dettori, Porru, Camboni, Pietra, 
Mortara, Niceforo, De Pietri Tonelli in Italia (i) e Lexis, Czuber, 
Weinberg, Dalton, Bowley, Julin, March all’estero (2), per non 
citare che i pih antichi, e non tutti, 

tion », n. 184, dicembre 1933 ; G. P. Watkins: An ordinal index of corre ¬ 
lation . «Ibidem », n. 182, Giugno 1933 ; e la lettera del Gini pubblicata nel 
numero di Giugno 1934 dello stesso Giornale. 

(1) Cfr. F. Savorgnan: La distribuzione dei redditi nelle provincie e nelle 
grandi cittdL delVAustria, giil cit. ; La ripartizione generate della ricchezza 
privata italiana, « Metron », Vol. I, n. 3, 1921 ; G. Dettori : Contributo alio 
studio della variabilitd dei prezzi. « Studi cconomico-giuridici della R. Uni¬ 
versity di Cagliari », Parte I, Vol. IV, 1912, e Lezioni di statistica economica, 
nel R. Istituto Superiore di studi economici e commerciali, Genova, 1917-18 ; 
E. Porru : La concentrazione della ricchezza nelle diverse regioni d*Italia, 
gia cit. ; L. Camboni : Della correlazione tra alcuni fenomeni economici e 
sociali e la criminalitd. Cagliari, Society Tipografica Sarda, 1913 ; F. P. Can- 
TELLi : Sulla differenza media con ripetizione. « Giornale degli Economisti 
e Rivista di Statistica », Febbraio, 1913 ; G. Pietra : Appunti intorno alia 
misura della variabilitd e alia concentrazione dei caratteri, Roma, Bertero, 
1915 e The theory of statistical relations with special reference to cyclical se¬ 
ries. « Metron », Vol. V, n. 3-4, 1924 ; G. Mortara : Elementi di statistica, 
« Athenaeum », Roma, 1917 e Lezioni di statistica metodologica, Citty di 
Castello, 1922 ; A. Niceforo : La misura della vita. Bocca, Torino, 1919 I 
A. De Pietri Tonelli : II commercio estero sotto Vaspetto statistico, Lezioni 
di Politica Commerciale. « R. Scuola Superiore di Commercio», Venezia, 
1919-20 e Lezioni di Scienza economica razionale e sperimentale. Industrie 
Grafiche Italiane, Rovigo, 1920 ; I tassi iifficiali di sconto nelle principali 
piazze europee negli ultimi died anni, « Rivista di Politica Economica », 
1923; La lira italiana, ibidem, 1925. 

(2) Cfr. W. Lexis : Jahrbiicher fur Nationalbkonomie und Statistik, 
September 1914 ; E. Czuber : Beitrag zur Theorie der statistischer Reihen, 
Wien, 1914 ; W. Weinberg : Ueber Korrelationsmessung. « Deutsches Sta- 
tistisches Zentralblatt», Juni-Juli 1916; H. Dalton : The measurement 
of the inequality of incomes, « The Economic Journal», September, 1920; 
A. L. Bowley : Elements of statistics, London, King, 1920; A. Julin : 
Principes de statistique thiorique et appliquie. Tome !«>*, Statistique th6ori- 
que, Paris, Riviere, 1921 ; L. March : Les principes de la mithode stati- 
stique, Paris, 1930. 



II Gini aveva impostato chiaramente in Variabilitd e Muta¬ 
bility. il problema della scelta dell'indice di variabilita come un 
problema la cui soluzione dipenda essenzialmente dallo scopo della 
ricerca. Furono altri Autori subito dopo di lui, quali lo Czuber, 
il Weinberg, il Pietra, e pin tardi il Mortara, a ritenere invece che 
il fatto che la differenza media elimini, nei confront! dcgli « sco- 
stamcnti medi» Tarbitrio della scelta della media da cui i singoli 
scostamenti sono misurati, potesse essere una ragione per prefe- 
rire in generale la differenza media agli altri indici di variabilita 
fondati sugli scostamenti da una media (i) ; e analogamente il 
Pietra aveva ritenuto che potesse costituire ragione di preferenza 
per la differenza media la circostanza che il campo di variazione di 
questa e maggiore, a parita di scostamento semplice medio dalla 
media aritmetica o dalla mediana, del campo di variazione dello 
scostamento semplice medio dalla media aritmetica o dalla mediana, 
a parita di differenza media (2). Ragioni di preferenza queste 
indubbiamente giuste « coeteris paribus », e cioc o per la mancanza 
di ragioni spccifiche che potessero consigliare, secondo il concetto 
del Gini, un indice piuttosto che un altro, o per la perfetta equi- 
valenza di tutti gli indici — casi quest! di nessun interesse il primo, 
perche presuppone una indagine cosi grossolana sulla variability 
che tutti gli aspetti di questa risultino equivalent! ai fini dell'A., 
d'interesse esclusivamente teorico il sccondo, perch6 presuppone 
una Icgge analitica precisa, esprimibile mediantc un solo parame- 
tro — ma non giuste «in generale », e certamente suscettibili di 
errata interpretazione, in quanto possono ingenerare il convinci- 
mento che gli indici di variabilita siano da considerarsi piuttosto 
come strumenti piu o meno perfezionati per la necessity di una stessa 
opera, che come strumenti diversi, piu o meno simili, adatto cia- 
ciascuno alia necessity di un'opera diversa. 

Proprio un tale convincimento sembrava avere il Ricci quando 
affermava che e tempo male impiegato andare in traccia di altri 


(1) Cfr. E. Czuber : Beitrag zur Theorie, ecc., gik cit. ; W. Weinberg : 
Ueher Korrelationsmessung, gi 4 cit. ; G. Pietra : Recenti pubblicazioni di 
metodologia statistica, in «Rivista Italiana di Sociologia» Marzo*Giugno, 1917; 
G. Mortara : Lezioni di statistica metodologica, gia cit. 

(2) Cfr. G. Pietra : Delle relazioni tra gli indici di variabilitd, gi 4 cit. ; 
Sulla variabilitd delle serie statistiche. « Rivista Italiana di Sociologia», 
Maggio-Agosto 1915. 
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indici di variabilita dal momento che gi 4 uno ne esiste (* 5 ^), ed 
e ottimo (i). 

E dallo affermare do a capovolgere la tesi Czuber-Weinberg- 
Pietra che la indipendenza dalla media aritmetica costituisca 
una ragione di preferenza per la differenza media h un brevissimo 
passo che il Ricci compie, suiresempio del Bresciani (2), al quale 
sembra piu giusto assumere, come misura della disuguaglianza, la 
somma degli scostamenti dallo stato di uguaglianza definito dalla 
media aritmetica, che non la somma delle differenze tra tiitte 
le quantita. E a confortare la legittimita dello scostamcnto som- 
plicc medio, da tale piinto di vista, entrambi gli autori si rifanno 
alle opinioni espresse dal Mortara nel 1911 (3), mentre, a sua volta, 
il Mortara, sebbene abbia riconosciuto in scguito la differenza 
media come la misura piu corretta della disuguaglianza (4), fa 
oggi sue (5) le vecchie idee del Bresciani. Su questo terreno lo 
segue D’Addario (6), che sostenendo, come abbiamo visto, che il 
rapporto di concentrazione discende proprio dal concetto di uni- 
forme distribuzione, pensa di apportare il colpo di grazia alia diffe¬ 
renza media, distruggendo « Tunico preteso vantaggio di 7 ? su 5 ». 
Sorge il dubbio che, per reazione al suo antico amore per la diffe¬ 
renza media (7), sia il D'Addario tanto cattivo con questa e cosi ag¬ 
gressive con quanti hanno il torto di gradirla. Curioso e vedere 

(1) Cfr. U. Ricci : LHndice di variabilitd e la curva dei redditi.i^Athe¬ 
naeum », Roma 1916, e cfr. anche la replica del Pietra, citata piu avanti 

(pag. 159). 

(2) Cfr. C. Brksciani-Turroni : Recenti pubblicazioni. « Giornale 
degli Economisti e Rivista di Statistica », Gennaio, 1916. 

(3) Cfr. G. Mortara : Note di economia induiliva, gia cit. 

(4) Cfr. G. Mortara : Lezioni di statistica metologica, gi 4 cit. 

(5) Cfr. G. Mortara : Sulle disuguaglianze statistiche, gia cit. 

(6) Cfr. R. D’Addario : Sulla misura della concentrazione dei redditi, 
gi 4 cit. 

(7) Scriveva infatti una volta il D’Addario: w Tra i molti indici sinte- 
tici possibili noi preferiamo il rapporto di concentrazione del Gini e la met^ 
della deviazione media relativa dalla media aritmetica .... Essi sono 
da preferirsi perchd prescindono dalla forma della distribuzione e perchd 
hanno un significato chiaro, semplice e preciso». (Cfr. Un'indagine sulla 
dinamica distributiva, gi 4 cit., pagg. 282-285)». L’indicc S. pero, ci dk un’idea 
troppo sommaria della distribuzione. Valori uguali di S. possono evidente- 
mente risultare da distribuzioni fra loro molto dissimili ». (Cfr. : La distri- 
huzione dei redditi mohiliari in terra di Bari, « Archivio Scientifico », R. Isti- 
tuto Superiore di Scienze Economiche e Commerciali di Bari, Vol. II, 
1928-29, pag. 349. 
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quanto impegno egli ponga sia nel difendere la Modestia, offesa 
da qualche Autore (i), sia nello « affrontare e chiarire question! 
sulle quali piu acuto era e rimane il dissenso con alcuni Autori». 
Senonch^ sembra una affrettata risposta al Pietra, la tesi del 
D'Addario che almeno per quanto concerne le equazioni sinora 
proposte per rappresentare analiticamente le distribuzioni dei 
redditi, gli indici S e R conducono alle stesse conclusion!. Sembre- 
rebbe anche questa di una tale concordanza tra R e S, un'idea 
gettata giu solo per fare un dispetto al Pietra, se essa non finisse 
col fare un piu grosso torto al suo Autore. 

Ma poich6 non si puo, come abbiamo visto, assolutamente 
parlare di concordanza tra 7 ? e S, resta escluso che Tuso dell'uno 
o deiraltro sia indifferente (2) e che il problema della scelta si ri- 


(1) 11 D'Addario dichiara {Sulla concentrazione dei redditi, gi^ cit., 
pag. 26) che lo infastidisce la pretesa del Pietra, che si attribuisca a lui, 
che rha dimostrata, la relazione tra lo scostamento semplice medio dalla 
media aritmetica di una distribuzione, ragguagliato al suo massimo e la 
massima differenza tra i valori di ^ e di ^ corrispondenti. Pretendere cid 
d pretendere il proprio, e non pretendere la parternita dell’indice 5 , come 
afierma il D*Addario. Il rilievo del Pietra (Intorno alle doscordanze fra gli 
indici di variabilitd e di concentrazione, gia cit., nota (2), pag. 5-6 dell’estratto) 
airYntema, che sembra attribuire tale relazione al Ricci, pid che inoppor¬ 
tune sembra giustificato, in quanto lo stesso errore deU’Yntema era gi^ 
stato, commesso dal v. Bortkiewicz (Die Disparitdtsmasse in der Einkom- 
mensstatistik, gid. cit.), come fu rilevato dal Gini (Observations d la commu¬ 
nication: Die Disparitdtsmasse in der Einkommensstatistik del Prof. L. von 
Bortkiewicz, gi 4 cit.). A parte cio, non si capisce la ragionedel trattamento 
specialissimo che il D’Addario fa al Pietra quando afierma che, neanche se 
questi avesse proposto lui lo scostamento semplice medio dalla media arit¬ 
metica, gli si potrebbe riconoscere la paternity di questo indice, ma sarebbe 
anche necessario per questo che egli avesse insegnato « come si calcola un 
qualsiasi coefficiente di disuguaglianza » e gli si farebbe ancora un favore I 

(2) Non comprendo come si accord! questa equivalenza di i? e S (ma 
equivalent! da che punto di vista ?) con la distinzione tra J? e S misure 
e a indice di concentrazione che TA. fa a pag. 32, a proposito della curva 
paretiana di prima approssimazione. Se le due misure diverse R e S sono 
equivalent! per TA. cio vuol dire che egli non d^ peso alia intensity delle 
variazioni di i? e S, ma solo al segno di tali variazioni. Egli cio6, non usa 
R e S per misurare la concentrazione, ma solo per giudicare della maggiore 
o rainore concentrazione di due diverse distribuzioni; uso al quale, nel suo 
caso, basta benissimo il molto piti semplice indice a o qualsiasi funzione 
monotona di or, indipendentemente dal suo significato. Che se poi concepisse 
R e 5 come vere misure, ciod come la precisa espressione quantitativa della 
concentrazione. I’uso deiruno o deiraltro non sarebbe piii affatto indifferente. 
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duca ad una questione « di convenienza e di opportunity » come TA. 
dichiara. Quali siano queste ragioni « di convenienza e di oppor¬ 
tunity » a favore dell’uno o dell'altro indice, che noi potremmo 
accettare almeno per la curva paretiana di prima approssimazione, 
non appare molto chiaro dal testo (i) e contro di esse sarebbero in 
ogni caso quelle considerazioni di indole generale, che TA. pensa 
dovrebbero indurre senz’altro a preferire, come egli preferisce, 
S a 2 ?. Queste considerazioni « di indole generale » sono in tutto 
due, e cioS che S 6 « piu semplice neirapplicazione » e « meglio cor- 
rispondente alle consuetudini della pratica e della scienza ». Delle 
due, la prima costituisce un criterio che pud valere solo coeteris 
paribus (2), cid che finora non pud dirsi che sia e al quale, del resto, 
la crescente diffusione e perfezione dei mezzi meccanici di calcolo, 
e la possibility di determinare per via grafica /?, tolgono ogni im- 
portanza; la seconda h una frase del Mortara e ci richiama alle idee 
svolte da quest'ultimo nella memoria Suite disuguaglianze sta- 
tistiche della quale discorreremo poco piu oltre. 

Pid razionale sembra, al confronto, Tidea di Yntema (3) che 

(1) L'A. in un lavoro Intorno alia curva dei redditi di Amoroso pubbli- 
cato in « Rivista Italiana di Statistica, Economia e Finanza », Anno TV, 
n. I, Marzo 1932, nel quale commette lo stesso errore di ritenere perfet- 
tamente analogo il comportamento di i? e S in un caso particolare della 
curva di Amoroso, nel quale R q S possono considerarsi funzioni di due para- 
metri, dichiara che la scelta deve essere determinata « di volta in volta da 
ragione di opportunity e di facilitd di calcolo ». Sembra quindi che le « ra¬ 
gioni di convenienza siano tutt'uno con quella ragione di indole generale » 
di maggiore semplicit 4 nell’applicazione, della quale TA. parla nella In- 
troduzione. E sembra strano che attribuisca tanto peso ad una considera- 
zione del genere egli che invita (pag. 18) gli « statistici di buona volontae di 
buon coraggio » ad usare per la rappresentazione analitica della distribu- 
zione dei redditi, la curva deirAmoroso che se anche non si vuol giudicare, 
coUPietra. « praticamente inutilizzabile dagli statistici », non si pud negare 
certo che sia, rispetto ad altre, di tanto piil laboriosa applicazione. 

(2) Anche lo scostamento quadratico medio esige calcoli piii laboriosi 
che non lo scostamento semplice medio, e non per questo certo d stato ban- 
dito dall'uso. E il calcolo della differenza media non d certo tanto pi ill fa- 
ticoso di quello dello scostamento quadratico medio (v. al riguardo Topi- 
nione espressa dair Anderson nel suo recentissimo libro: « Einfuhrung 
in die Mathematische Statistik, gid cit.) e piii di un metodo d stato proposto 
per facilitarlo (cfr. De Finetti : Sui metodi proposti per il calcolo della diffe- 
renza media, « Metron », Vol. IX, n. i, Roma, 1932). 

(3) . Cfr. D. B. Yntema : Measures of the inequality in the personal di¬ 
stribution of wealth or income, gid cit. 
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possa costituire ragione di preferenza per un indice Ja sua minore 
sensibiJita alia influenza perturbatricc esercitata dalla circostanza 
che, nclla generalita dei casi, non si.conoscono Ic intensita del ca- 
rattere di ciascuna unita statistica, ma si -conosce solo la distri- 
biizione di tali unita e deirammontare totale del carattere, entro 
classi, piu o meno ampie, della intensita del carattere stesso. 

Ma neppure questa idea tocca il vivo della questione, ne era 
intenzione dello Yntema, mi pare, di risolvere alcunche, bensi 
solo dimostrare la confusione che deriva in pratica daHhiso di mol- 
tcplici indici. 

Ben otto indici diversi egli ha usato per misiirare Isl disugua- 
glianza di alcune distribuzioni della ricchezza c del rcddito, mo- 
strando come tra le graduatorie dei valori assunti da tali indici sia 
per le distribuziopi della ricchezza, sia per Ic distribuzioni del 
reddito, concordino ottimamentc quella dei valori dello scosta- 
mento semplice medio ragguagliato alia media aritmetica con quella 
dei valori del rapporto di concentrazione ; quelle dei valori dello 
scostamento quadratico medio ragguagliati una volta alia media 
aritmetica cd un’altra alia media quadratica delle distribuzioni, 
tra di loro, e similmcnte, tra di loro, quelle dei valori degli scosta- 
menti semplice e quadratico medio non delle distribuzioni dclle 
intensita dei due caratteri, ma dei logaritmi di tali intensita. Le 
graduatorie di ciascuno di questi tre gruppi discordano sensibil- 
mente da quelle degli altri due c dalle graduatorie dei valori cor- 
rispondenti degli indici a, del Pareto, c 5 , del Gini, le quali non con- 
cordano ne tra di loro ne con nessun'altra. 

Si potrebbe obbiettare, limitatamente alia esemplificazione 
addotta dairYntema, che gli indici a essendo subordinati alia 
possibilita di rappresentare piu o meno bene, con le corrispondenti 
curve, le distribuzioni empiriche cui si riferiscono, sembra escluso 
che si possa attribuire loro, nel suo caso, un significato molto 
preciso (i). E si potrebbe anche osservare, in generale, che non si 
pud, a buon diritto, ascrivere la lamentata confusione alia molti- 


(i) Sebbene non possegga i dati interpolati dall’A., ritengo raflerma- 
zione del testo sufficientemente autorizzata dal confronto, da me eseguito, 
tra i valori S, R, 8 e S, R, a da esso calcolati per ciascuna distribuzione e i 
corrispondenti che si ricavano rispettivamente dai valori di a e di 8 nel- 
I’ipotesi che le relative curve di ripartizione e di concentrazione rappre- 
sentassero esattamente i dati empiric!. II risultato del confronto non d 




tudine degli indici cui fanno ricorso i vari Autori, ma piuttosto 
questa moltitudine di indici alia confusione dei vari Autori i quali, 
spesso, non sanno con sufflciente precisione che cosa vogliano mi- 
surare. Ma avro agio di tornare su questo argomento, a maggior 
proposito, poco piu oltrc. 

Dove Yntema ha pero, indubbiamente, sfiorato il centre della 
questione e state quando ha scritto che la scelta tra i vari indici 
«is largely determined by ... . the tacit assumption that ine¬ 
quality consists in that aspect of personal distribution which 
a given coefficient measures ». E appunto in questa identificazione 
arbitraria del concetto generale con le sue determinazioni parti- 
colari che sta la ragione della non piu pacifica convivenza della 
vasta famiglia degli indici di variabilita, chiamati a sostenere 
ciascuno un ruolo piu grande di s6, e quindi contrapposti Tun Taltro 
come una cosa alia cosa stessa. Non era sfuggito al Gini, anzi egli 
aveva esplicitamente avvertito che e lo scope della riccrca che deve 
suggerirc Tindice da adottare (i), ed egli aveva anche ammonite 
che lo statistico « would be seriously mistaken if he pretended 
to constrain the multiform reality to lie on the Procustean bed 
of one or a few indices (2) ; e della stessa idea era il Pietra, quando 
spiegava al Ricci che se « per via di indici diversi, ciascuno dei quali 
venga a caratterizzare di un fenomeno statistico una diversa pro- 
prieta, possiamo guardare il fenomeno stesso sotto diversi punti 
di vista, non avremo a dolerci che lo statistico impieghi il suo tempo 
a fabbricare indici, ma anzi a congratularcene, in quanto che egli 
avra resi cosi i metodi della statistica metologica rispondenti alle 
question! pratiche che di volta in volta esigono di considerare nei 
fenomeni Tuno o Taltro aspetto » (3). £ certo che a chi non ha chiaro 

confortante. A bene intendere, ci6 non ‘^ignifica affatto che la curva di Pa¬ 
reto, o quella del Gini, non possano descrivere, anche bene, le distribuzioni 
osservate, ma significa solo che le curve interpolate dall’A. non riescono 
a cio. Poich^ non d escluso che un metodo d’interpolazione diverso conduca 
a valori di a e 6' pid soddisfacenti. 

(1) Cfr. C. Gini : Variabilitd e mutahilitd, gia cit. 

(2) Cfr. C. Gini : Contributions oj Italy to modern statistical methods, 
«Journal of the Royal Statistical Society ». Vol. LXXXIX, Part IV, 
July, 1926. 

(3) Cfr. G. Pietra : Recenti pubblicazioni di metodologia statistica, 
« Rivista Italiana di Sociologia », Marzo-Giugno 1917, v. pure : Note di 
statistica metodologica: A proposito della misura della variabilitd e della con* 
centrazione dei caratteri, gi4 cit., nel quale d ribadito lo stesso concetto (pag. 6 
dell’estratto). 
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il concetto della diversiti sostanziale dei vari indici, deve appa- 
lire logico di contrapporli Tun Taltro quando si notino tra essi 
delle discordanze, e di considerare ogni avvertimento in contrario 
o come giustificazioni generiche di indici nuovi o come semplici, 
seppur brillanti, battute polemiche. 

Anche il Mortara ha sfiorato il centro della questione, se nella 
gi^L citata memoria Sulle disuguaglianze statistiche ha tentato di 
di risolvere il problema risalendo ai primi principi. Ma la soluzione 
data dal Mortara 6 essenzialmente dommatica. 

Egli dk due definizioni della « disuguaglianza fra piii dati 
niimerici: ^) la deviazione di ciascuno dei dati in esame da un li- 
vello ipotetico di uguaglianza, che normalmente si fa corrispondere 
ad una media dei dati stessi (per lo piu alia media aritmetica) ; 
B) la devia;?^ione di ciascuno dei dati in esame da ciascuno degli 
altri. Sia col criterio ^, che e un criteno di comparazione indiretta, 
sia col criterio B, che 6 un criterio di comparazione diretta, si de- 
terminano tante disuguaglianze singole, la somma dei cui valori 
assoluti fornisce la disuguaglianza totale : questa si divide per il 
numero delle singole disuguaglianze per svincolarla dal numero dei 
dati in questione ; si ragguaglia poi ad una media per misurarne 
rimportanza, oppure si ragguaglia al massimo valore che si sarebbe 
potato presentare in una ipotesi determinata — della costanza, 
generalmente, del numero e della somma dei dati — per misurarne 
il grado. Tutte le misure della disuguaglianza discendono da quelle 
due definizioni. Quando i dati da comparare sono soltanto due, 
piu semplice nelFapplicazione e piu intuitivo nel risultato si pre- 
senta il criterio B ; quando i dati sono piu di due il criterio A. 
Segue che la misura adatta delle disuguaglianze statistiche e lo 
scostamento semplice medio. 

£ qui « the tacit assumption » deirVntema diventata duplice 
categorica esplicita affermazione; k la difesa questa delle vecchie 
idee del Bresciani, 6 la vecchia via deU'unico indice battuta dal 
Ricci, che ripercorre, non importa con quali mezzi, TAutore. 

E sommamente speciosa appare Targomentazione che permette 
al Mortara di elinxinare in pratica il dualismo dei due principi dai 
quali parte in teoria. 

Sembra per lo meno dubbio, per es., che, in una popolazione 
di 1000 individui, la quale disponga di un reddito complessivo 
di 10.000.000, del quale la met 4 appartenente ad un individuo solo, 
e I'altra meti ugualmente divisa tra gli altri 999 individui, chi 
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voglia rendersi conto della propria situazione economica, pensi di 
paragonare le proprie 5.005 lire di reddito alle astratte 10.000, che 
non possiede nessuno, anzicW alle stesse 5.005 lire di 998 dei suoi 
concittadini ed ai 5 milioni delFaltro (i). E sembra anche dubbio 
di poter trovare argomenti abbastanza solidi per convincere di 
errore un individuo che tra la popolazione considerata ed un'altra 
ugualmente numerosa e di uguale reddito complessivo, una metk 
del quale appartenente ad un individuo solo e I'altra meta ugual¬ 
mente divisa tra 500 individui, 499 individui non possedendo red¬ 
dito alcuno, voglia giudicare la disparita della distribuzione mag- 
giore nella seconda. 

Ma non 6 che TA. si accinga ad un'impresa del genere. Egli 
afferma solo che, in base ad un criterio A queirindividuo ha torto 
perchd la disuguaglianza delle due distribuzioni e la stessa ; in 
base ad un criterio B queirindividuo ha ragione pcrch6 la disu¬ 
guaglianza della scconda distribuzione 6 maggiore di quella della 
prima ; ma che ^ piu conveniente dire che egli ha torto, perch^ quel 
valore comune che il criterio A assegna alle due disuguaglianze 
si calcola piu facilmente (2). 

Apparc giustificata qualche riluttanza ad accettare un prin- 
cipio del genere. 

E appare tanto piu giustificata in quanto anche gli Autori 
che formalmente I'accettano in teoria non se ne tengono affatto 
paghi in pratica, quali il D’Addario e il Dominedo. 

Curiosa e la posizione concettuale di quest*ultimo Autore (3), 
che parte dai concetti esposti dal Mortara, accettando, almeno in 
linea di principio, la legittimita delFuso dello scostamento semplice 
medio (che non credo contestata in linea di principio da nessu¬ 
no, tanto meno dal Gini, il quale distingue e propone Tuso co- 
sciente dei vari indici a seconda dei casi e a seconda degli sco- 
pi della ricerca : cfr. Variabilitd e Mutabilitd, gia cit.) in con- 

(1) 11 March afferma, molto piii recisamente, la stessa cosa : « L'in- 
dividu ne pent gu6re que comparer son salaire k celui de ces compagnons. 
On est, d^s lors, conduit k consid6rer les differences de chaque salaire avec 
tous les autres, les differences etant formees de toutes les manieres possi¬ 
bles et prises en valeurs absolues ». 

(L, March : Les principes de la mHhode statistique, gik cit., pag. 295). 

(2) L’altra ragione con la quale TA. giustifica il criterio casodi 

piiH dati, e ciod quella « di essere pitl intuitivo nel risultato », non avrebbe 
evidentemente valore per Tindividuo che ho supposto nel testo. 

(3) Cfr. V. Domin£d6 : Sulla differenza media, gii cit. 
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trapposto ad un meno saldo fondamento logico della diffe- 
renza media, per poi concludere affermando la opportunity pra- 
tica di « conservare » quest'ultima quale utile strumento di inda- 
gine atto a supplire ad un difetto che sarebbe insito nello scosta- 
mento semplice medio « se calcolato una volta soltanto per I’intera 
serie ». Criticando la differenza media perche « a chiunque rifletta 
sul modo di calcolarla, appare in contrasto con un ovvio criterio 
di simmetria, giaccM sintetizza confronti istituiti fra ciascuno dei 
dati in esame ad un complesso di termini il quale normalmente >^on 
e ugualc per tutti » (i), sembra che debba coerentemente rigettare 
Tapplicazione della definizione B di disuguaglianza che rapprcsenta 
un criterio di comparazione diretto dei dati, il quale giustifica, 
secondo il Mortara, la differenza media, rigettarla, dico, anche 
nel caso di dlie soli dati statistici, nel quale csso ((si presentacome 
il piu semplice nelTapplicazione e il piu intuitivo nel risultato» 
giusto dice il Mortara. Non solo egli non respinge il criterio B, 
ma nella conclusione parla invcce di un difetto insito in S, mentre 
sarebbe forse piu giusto affermare chc, data la definizione dalla 
quale discende, S non tiene conto di particolarita dellc distribu- 
zioni che, essendo essenziali in talune ricerche, consigliano senz’al- 
tro Tadozione di A. 

Data la posizione concettualc deirA. che sembra accettarc la 
impostazione del problema fatta dal Mortara e poi critica, gia in 
linea di principio, la definizione di disuguaglianza dalla quale que¬ 
st! deriva la differenza media, era logico che questo A. trovasse 
« qualche cosa d'ingiustificato se non addirittura di arbitrario » 
nella formazione di A (2). Piu interessante e la « giustificazione in- 


(1) Che la maniera di calcolare la differenza media sia in contrasto 
con un (( ovvio criterio di simmetria », io nego recisamente. O che forse non 
e perfettamente simmetrico il procedimento quando i termini essendo due 
soli, si paragoni ziaBeBad.^? Nel caso della differenza media con ripe- 
tizione poi, le obbiezioni, gi 4 infondate per la differenza media, dileguano 
del tutto. Nei riguardi del rapporto di concentrazione, essa 6 ugualmente 
insussistente potendosi questo riguardare come la differenza media con 
ripetizione ragguagliata al suo massimo. 

(2) La formula del Dominedd, che esprime la somma dei valori asso- 
luti degli scostamenti del caso iesimo da tutti gli altri quando 1’intensity 
del carattere sia, nel caso iesimo, superiore alia media aritmetica, si ricava 
senza fatica dalla (25) di VariabilUd e Mutahilitd (pag. 36). E anche 
Tesame del « perche e di quanto » differiscono tra loro S e Ar appare gii 
in Variability e Mutability attraverso il confronto di 5 e di Ar con lo sco- 
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dirctta » che egli dk di questa. Tale giustificazione si fonda sul fatto 
che la differenza media si pud esprimere come somma, opportuna- 

mente ponderata, degli scostamenti di i®, 2®,., n® or- 

dine, relativi, rispettivamente, alia serie che si considera ; alle 
due serie parziali nelle quali questa e bipartita dalla media arit- 
metica ; e cosi via via alle serie di ordine n nelle quali risultano bi¬ 
partite dalla propria media aritmetica Ic serie di ordine n — i. 

Questa considerazione discende immediatamente dalla inter- 
pretazionc geometrica della differenza media e dello scostamento 
semplice medio dovute la prima al Gini (i), la seconda al Pictra (2), 
e risulta dalla scomposizione deH’area di concentrazione nei trian- 
goli di massima altezza aventi il vertice sulla curva di concentra¬ 
zione e per base la retta di equidistribuzione il primo, i lati 
di questo i due succcssivi, e cosi via, gia considerata, per altri 
scopi, dal Gini (3). Avere messo in luce il significato di tale scom¬ 
posizione dal punto di vista della variabilita costituisce, ad ogni 
modo, un contributo positivo alia questione. 

Ma la impostazione del problema, fatta dal Mortara, solleva 
anche un'altra questione. Solleva la questione wse sia legittimo 
definire una stessa cosa in due manicre diverse. £ vero che nella 
scienza si incontrano sovente definizioni varie di una stessa cosa, 
ma si tratta sempre di definizioni solo formalmcnte diverse, met- 
tendo ciascuna particolarmente in luce una proprieta caratteristica 
delFoggetto definite dalla quale seguono tutte le altre. Le varie 
definizioni sono concettualmcnte idcntiche e praticamentc equi- 
valenti. La ragione della preferenza che si accorda airuna o al- 
Taltra Ji esse, a seconda dei casi, risiede in un principio di economia 
del pensiero, il quale attua, nel suo campo, la legge del minimo 
sforzo, scegliendo, tra tante definizioni, che gli sono, in iinea di 
principio, indifferenti, queila che piu direttamente porta al suo 
scopo. Quando tale equivalenza non esiste, come per le varie de- 

stamento semplice medio dalla mediana (pagg. 33-35). L’A. sembra non 
conoscere affatto Variabilitd e Mutabilitd e cio potrebbe essere effetto 
della rarity deiropera, gi 4 denunciata dal Bortkiewicz. Tanto pin mi pare 
oggi che un*altra edizione di quest'opera, nel volume, sotto stampa, nel quale 
sono raccolte le principal! memorie di metodologia statistica del Gini, 
risponda ad una sentita necessity. 

(1) Cfr. C, Gini : Su/la misura della concentrazione e della variabilitd 
dei caratteri, gi4 cit. 

(2) Cfr. G. PiETRA : Delle relazioni tra gli indici di variabilitd, gi 4 cit, 

(3) Cfr. C. Gini : Intorno alle curve di concentrazione, gi 4 cit. 




130 

finizioni della media aritmetica nel caso di caratteri qualitativi (i), 
esse non possono essere accettate insieme. 

Ed 6 proprio questo il caso del Mortara, perch^ le due defi- 
nizioni della disuguaglianza, sebbene concettualmente meno di¬ 
verse di quel che appare a prima vista, essendo possibile svincolare, 
dal riferimento alia media aritmetica quella che discende dal 
criterio A e vincolare a tal riferimento quella che discende dal 
criterio B (2), pure non sono affatto eqaivalenti, in quanto ten- 
gono conto diversamente degli stessi elementi costitutivi. Tra di 
esse esiste quindi vera opposizione e si prova una certa difficolt^ 
ad intendere perch^ una mente scientifica dovrebbe ammetterle 
entrambe, riuscendo spesso a risultati contradittori, e dovrebbe poi 
scegliere tra di esse, in base ad esigenze puramente formali, quale 
potrebbe essere quella di una maggiore speditezza di calcolo. 
Ed 6 assurdo che la definizione valida nel caso di due dati non 
serva piu quando i dati siano piu di due (3). 

N6 si vede perch^ si dovrebbe rinunziare, anche in linea di prin- 
cipio, ad una piuttosto che alFaltra delle due definizioni. La con- 
traddizione non pare evitabile. 

E non 6 evitabile finchfi, coesistendo nell'iiso molteplici mi- 
sure, ciascuna delle quali presenta vantaggi suoi particolari, si 
voglia sostenere che tutte rappresentano la stessa cosa. Non sa- 
rebbe, invece, errato affermare — come ha ribadito reccntemente 
anche il Pietra (4) — che rappresentano ciascuna un aspetto di- 
verso dalla stessa cosa. Questa potrebbe essere la variability, 
ciod Tattitudine di un carattere ad assumere appunto modaliti 
quantitative (5). Cosi definita la variabilita h un concetto, non una 
quantity, suscettibile di misura, 

(1) Cfr. C. Gini : Di una estensione del concetto di scostamento medio e 
di alcune applicazioni alia misura dei caratteri qualitativi, gi 4 cit. 

(2) Cfr. C. Gini : Di una estensione, ecc., gia cit., e cfr., anche quanto 
d detto in argomento alle pagg. 149*150. 

(3) L'analogia alia quale ricorre TA. nel tentativo di convincerci 
della necessity di adottare due definizioni diverse nei due casi, ^ solo for- 
male, e, a parte il fatto che una economia nella quale si barattino esclusiva- 
mente due merci non esiste, non regge quando si paragon! Tufficio della mo- 
neta negli scambi con quello della media aritmetica nella misura della disu¬ 
guaglianza. 

(4) Cfr. G. Pietra : Note di Statistica Metodologica, gi 4 cit., pag. 6 
dell’estratto. 

(5) Cfr. C. Gini : Variahilitd e Mutabititd, gi^ cit. 



L'attitudine a variare di un carattere 6 espressa dalla disu- 
guaglianza della sua distribuzione. Neppure la disuguaglianza tra 
i dati niimerici che csprimono Tintensita del caraltcre nei varii 
casi t, cosi definita, una quantitd suscettibile di misura. Sono 
qiiantita, invece, suscettibili di misura : la disuguaglianza tra 
due dati di posto determinate nella graduatoria delle intensita 
del carattere (campo di variazione, differenza interquartile, ecc.), 
la disuguaglianza media, di qualsiasi ordine, rispetto ad una me¬ 
dia (scostamenti medi, di qualsiasi ordine, da una media) ; le 
disuguaglianze medie, di qualsiasi ordine, dei dati fra di loro 
(differenze medie, di qualsiasi ordine), ecc. In generale ognifunzione 
dei termini della serie che esprima disuguaglianza, comunque de¬ 
finita, tra questi, 6 una misura di disuguaglianza e rende, dal par- 
ticolare punto di vista espresso dalla propria definizione, un 
aspetto della variability del carattere. E puo dirsi per questo 
un indice di variability del carattere. 

Anche la misura della concentrazione, che ^ un particolare 
aspetto della variability, y una misura di disuguaglianza e un 
indice di variability. 

L'importanza ed il campo di applicazione di ciascun indice 
sono nettamente segnati dalle definizioni dalle quali essi discen- 
dono. L'uso di ciascuno di essi e pienamente legittimo quando a 
ciascuno si chiede ci6 che esso puo dire. Le loro discordanze non 
si rontraddicono. La loro coesistenza lungi dall'essere fonte di 
confusione, aggiunge informazioni a infoimazioni. E sc confu- 
sione ingeiicra in qualche Autore, cio non puo ascriversi certo 
a colpa degli indici o di chi tali indici costruisce. 


Prof. Corrado Gini, Direttore responsabile, 

Roma — Tlpografla Ippolito Failli 
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CORRADO GINI 


Deirinfluenza che il raggruppamento delle singole 
modalit^i esercita sul valore di alcuni indici statistic! 
nel caso di serie sconnesse 


Uno dei problemi piu delicati ed importanti della metodolo- 
gia statistica riguarda I’influenza che, sugli indici statistici, eser¬ 
cita il mode di formazione delle class! entro cui le modalita di una 
serie vengono distribuite. 

Il problema si presenta inevitabilmente in tutte le serie qualita¬ 
tive e quantitative (e sono la grande maggioranza) in cui la na- 
tura del fenomeno non comporta una determinazione univoca delle 
modalitcl. Questo d il caso ogni qualvolta tutte le modalita, quali¬ 
tative o quantitative, che il fenomeno presenta, o alcune almeno 
di esse, variano con continuita, come avviene per le modalita 
della statura, della pigmentazione, della eta e della professione. 
Tale non h il caso, invece, quando le modalita sono rappresen- 
tate da quantity discontinue, come avviene per il numero dei 
figli, o da quality nettamente distinte, come avviene per la cit- 
tadinanza o il grado gerarchico o lo stato civile. 

Ma, anche quando le modality siano discontinue o nettamente 
distinte, si puo offrire I’opportuniti di raggrupparle, oppure pud 
darsi che noi conosciamo solo i dati corrispondenti a determinati 
raggruppamenti, nei quali casi il problema si ripresenta. 

Il problema si presenta in modo diverse nelle serie ordinate e 
nelle non ordinate, a seconda, ciod, che le modalitcl presentino un 
ordine naturale di successione — come avviene in tutte le serie quan¬ 
titative e nelle serie qualitative che si dicono rettilinee (per es. il 
numero degli individui secondo il grado gerarchico) o cicliche 
(per es., il numero dei matrimoni secondo il giorno della settima- 
na) — o invece, in parte almeno, non lo presentino — come quando 
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le modalita sono costituite dalla professione. dalla lingua, dalla 
nazionalit^. 

Nel primo caso, il solo problema da risolvere e quello deiram- 
piezza della classe ; nel secondo, invece, resta anche da decidere 
quali sono le modalita che si devono far rientrare in una stessa 
classe, il raggnippamento potendo eseguirsi in modi diversi. 

Quando poi una serie non ordinata si puo riguardare come 
serie sconnessay in modo che per tutte le modalita resti arbitra- 
rio Tordine con cui Tuna si puo far seguire airaltra, i raggruppa- 
menti possono eseguirsi in tutti i modi possibili. 

In questa nota, noi ci proponiamo di trattare precisamente 
deirinfluenza che, sul valore di alcuni indici statistici, esercita il 
raggruppamento dellc modalita ncl caso di serie sconnesse. L'in- 
fluenza risuHera naturalmentc diversa secondo che il raggruppa¬ 
mento si compie in una o neiraltra delle forme possibili. Ma, poi- 
che tutte le forme di raggruppamento sono, nelle serie sconnesse, 
ugiialmente autorizzate, si potra assumere, come misura della 
variazione che un date raggruppamento determina sul valore di 
un indice statistico, la media delle variazioni che il valore di detto 
indice subisce cseguendo il raggruppamento in tutte le forme pos¬ 
sibili. 


♦ ♦ ♦ 

Se I , 2 , .. ., s sono le modalita di un fenomeno, Hi , ^2 ,. . ., 
le rispettive frequenze, e quindi Wj + ^2 d • • • + — N la 

frequenza complessiva del fenomeno, le s modalita si potranno 
ridurre as — i raggruppando una qualiinque delle s modalita con 
una qualunque delle altre s — i. Il raggruppamento si potra quindi 
eseguire in s (s — i)/2 modi possibili. 

Chiameremo serie primitivay la serie originaria di s modalita 
e serie ridotta in primo gradOy la serie di s — i modalita o gruppi di 
modalita, che da quella si 6 ricavata mediante il raggruppamento 
di 2 modalita. Per una serie primitiva di s modalita, vi sono dun- 
que s (s — i)/2 diverse serie ridotte in primo grado. 

Similmente, da ognuna delle serie ridotte in primo grado, 
che comprendono s — i modalita o gruppi di modalita, si possono 
ottenere serie ridotte in secondo grado, raggruppando una qualun¬ 
que delle s — I modalita (o gruppi di modaliti) con una qualun¬ 
que delle altre s — 2 modality. Tale raggruppamento puo essere 
eseguito in (s — i) (s — 2)/2 modi diversi, cosi che, da ogni serie 
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ridotta in primo grade, possono ricavarsi (s — i) (s — 2)/2 diverse 
serie ridotte in secondo grade, e, quindi, da egni serie primitiva, 


pessone ricavarsi 


X (S — lY (S — 2 ) 


serie ridette in secende grade. 


In generale chiamereme serie ridotta in grado una serie 
di s — X medalita che si e ottenuta dalla serie primitiva di s mo- 
dalita mediante x successivi raggruppamenti di due medalita nel 
mode sopra descritto. Per ogni serie primitiva di s medalita, si 


t = X 

possono ricavare in tal mode : A' 11 (.s — i)'^ / 2" s {s — x) 

t = o 

serie ridotte in x^ grado, comprendenti s — x medalita o gruppi 
di medalita. 

Si tratta ora di trovare la relaziene che passa tra il valore di 
un date indice statistice (per es. differenza media o scostamento 
semplice medio e indicc di dissemiglianza o indice di rassomiglianza) 
per la serie primitiva di 5 medalita, c la media degli X valori che 
per lo vStesso indicc si ottengeno nellc X serie ridotte in x*^ grado, 
che comprendone s — x medalita e gruppi di medalita. 


* * * 


Consideriamo anzitutto la differenza media con ripetizione e 
lo scostamento semplice medio dalla media aritmetica. I loro va¬ 
lori per le serie sconnesse coincidono e sono forniti (♦) dalla 
formula 

^ 2 ^ fh (X — n,) -= , Sk 
ovvero, ponendo pi --=^ Ui I N , 

i = s 1 

sA/e = 2 pt (1 pi) ~ s 

i = I 

Gli s {s — i)/2 valori che si ottengono in corrispondenza allc 
s {s — i)/2 serie ridotte in primo grado, sono 

iPi + pi) (i — pi — pi) + /^3 — Pz) + pi — pi) + ... + /^s (i — ps), 
iPl + Pz) — Pl — P‘i) + pi — pi) + pi — pi) + • • • + (I — Ps)y 


(*) Cfr. la memoria Variabilitd e Muiabilitd (in « Studi economico- 
giuridici della R. Universita di Cagliari », Bologna, Cuppini, 1912. pag. 144). 
che sark prossimamente riprodotta, con note ed aggiiinte, nel volume : 
Memorie di Metodologia Statistica, Roma. R. Universita, Istituto di 
Statistica. 
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[pi + Ps) - P^ - P^ + (l - P^ Pz{^ - P^ + • • • 4- Ps-l (l - 

{p'2 + P^ — p'i — Pz) ^ P\[^ — P\) + (i — Ai) + • • • + A — A)» 


{p'i + A) - p2 -A) + p\ - P^) + (l - p^ + • • • + ps-l (l -A~l)» 


(A-1 + A) —A-i—A) 4" —/^i) 4" /^2 (i—^^ 2 ) 4“ • • • 4- A~2 (i—A-z)* 

II primo termine di ciascuna delle s [s — i)/2 espressioni puo 
anche mettersi sotto la forma 

p, (I - p,) + p, (I ~p,)-2 p, p, 

pi (l - pi) Pz{^ - P^ - 2 />! /)3 


A-1 (i — A—1) 4 - A — A) — 2 A-i As > 

e quindi la somma degli s (s — i)/2 valori puo anche scriversi 

—(I) 
^ » = 1 

dove ^pipi indica la somma degli s (s — i)/2 prodotti diversi 
che si ottengono accoppiando a due a due gli s valori di pi. 

Resta ora da determinare il valore di 2 I, pi pi. Si trova facil- 
mente 

22:/.,/>,- p,p,-'¥f>iPi 

»= 1/ = 1 1 = 1 

i = 4 

o, tenendo presente che e S pi ^ i , 


o anche 


2 li pi pi li pi— S , 
» = 1 i = 1 


2 h pt pi ^ (l — 

» «1 


Dalle (i) e (2} si ricava, per la somma degli s (s 
Tespressione 

fs (s — I) 


(2). 

i)/2 valori, 


e per la loro media 


s (s — I). 


» = 1 


{I —Pi) 

» =1 
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ossia 





( 3 ) 


che dk la relazione tra la differenza media con ripetizione nella 
serie primitiva e nelle sene ridotte in priino grado. 

A 1 crescere di s, il coefficiente tende airunita. 

Se ne ricava facilmcnte la relazione cercata tra la differenza 
media con ripetizione nella serie primitiva e nelle serie ridotte 
in grado. 

In generale si avra 


Qucsta formula si pone facilmcnte sotto la forma 

2 X 


M (,-xI^r) = 


I — 


{s—l)(s — X + l) 




(*) 


(♦) La validita della formula 
2 


t =S X 

n 

♦ = 1 


I — 


(5—i)(s—f-f I) 


2 A' 


(S— 7)(S— -f I) 


si prova facendo ricorso al principio d'induzione completa : eseguita 
la vcrifica della formula per i ~ 1 , 2 , che d immediata, si dimostra che, 
ammesso 


♦ = t — 1 

n 

i = i 


(s ~ i] (s — i + I) 




2(X-,) 


risulta 


t = X 

IT 


I -- 


♦ = ] 

£ infatti 


(6' — t) (s — i -f 1 ) 


(s — I) (s — ^ -h 2) 


(s — I) (s — A' 4- I) ■ 


i ~ X 

n 

... 


I __ _ 2 

t = A — 1 

11 

t s 1 

. (s —i)(s—i+i) 


(S—a) (s—A-f 1 ) 

i = 1 


(i ——i-f 1) 


i_ 2 


(s ~x)(s — X + I) 

(s — I) (s — AT + 2) 




2 (s — 1 ) (s A + 2} 2 (x— 1 ) {S — a) (s — A -f l) -"4 l) 

(5 — a)(S —A 4- l)(6' —A+ 2 ) 

= I _ 2 ^ + 2) L®-il += 

(s — I) (s — x) (S—X+ I) (s —^ + 2) 

I + (^—l) , 2* 


= I — 2 (S — X) 


(s — l) (s — ;ir) (i — Af + l) 


(s — l) (s — AT + I) 
c. d. d. 
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(4) 

(5) 


Per s — X = 2 , si ottiene 



s 4 - I 
3 (s ~ I) 


che al crescere di s tende ad 1/3. 

La t^bella qui sotto da i valori di e di 2A' per i succes- 

sivi valori di s da 3 a 14 


Valori di Valori rispcttivl di 

s s-i'A" sK 

3 . 2/3 2/3 

4 . 5/6 5'd 

5 . 1/2 

6 .14/15 7/15 

7 .20/21 4/q 

8 .27/28 3/7 

<).35/36 5/12 

10 . 44/45 11/27 

11 . 54/55 2/5 

12 .65/66 13/33 

13 .77/78 7/18 

14 .do/qi 5/13 


5_iif si pud riteiiere praticamente uguale ad i per s>* 14 , e 
si pud ritenere praticamente uguale ad 1/3 per s ]> 67, la diffe- 
renza essendo in tal caso inferiore a i/ioo.' 

* * * 

Passiamo a fare un’applicazione, sia per controllare I’esat- 
tezza delle formule a cui siamo pervenuti, sia per renderci conto 
delle differenze che praticamente intercedono tra gli s (s — l)/2 
diversi valori di ,_iAr che si ottengono in corrispondenza alle di¬ 
verse serie ridotte di primo grado. 















Consideriamo le spose che hanno contralto matrimonio in 
Buenos Ayres nel periodo 1887-91, distinte, secondo la nazionalita, 
in cinque modalita. II numero «',• dellc spose corrispondente ad 
ogni modalit^l ^ dato nella colonna i; nella colonna 2 sono indi¬ 
cate le rispettive frequenze (relative) p\. 


NaziuliaiiUt 

Nmn.-ro delle 

S 1 K)SC 

1 

Frequence 

rildtivf 

P'- 

Argentine. 


0 . 3-1735 

Italiane. 

7638 

0.33741 

Spagnuole. 

I 

1 3514 

Oi 15523 

Francesi. 

i 1052 

0,07298 

Altre nazionalita . . 

i 1970 

0,08703 

Totall . . . 

1 

! 22637 

i ____ 

1,00000 


II valore della differcnza media (*) per le 5 modality sara: 
sA'r = 0.34735 (I -- 0.34735) + 0,33741 (I - 0,33741) + 0,15523 (I — 0,15523) + 

0,07298 (l — 0,07208) 4 - 0,08703 (l — 0,08703) = 0.72850. 

Riducendo le modalita da 5 a 4, si otterranno 10 diversi valori 
di A' r . 

II primo sari: 

A'r = (0,34735 + 0,33741) (i -- 0,34735 — 0,33741) -f 0,15523 (i — 0,15523) + 
4- 0,07298 (i — 0,07298) -h 0,08703 (1 - 0,08703) - 0,49410. 

II secondo sara; 

A'r= (0,34735 + 0,15523) (i —0,34735 —0,15523) -f- 0,33741 (1 —0,33741) 4- 
4- 0,07298 (1 0,07298) 4- 0,08703 (i — 0,08703) = 0,62060. 

Analogamente si trovano gli altri otto: 

0,67780 , 0,66803 . 0,62376 , 0,67926 , 0,66977 , 0.70585 , 0.70148 , 0,71580. 

(*) Tutti i calcoli per le applicazioni contenute in questo articolo 
furono eseguiti dalla D.ssa Edmonda Rossi, assistentc presio la Scuola di 
Statistica della R. University di Roma. 
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La sotnma dei lo valori risulta uguale a 6,5565, e la loro 
media Af (4A'k) = 6,5565/10 = 0,65565, valore che corrisponde 
a quello che, in base alia (3), si sarebbe potuto ricavare da sA'j?. 

Per s = 5 , la (3) divicne infatti : 

M UA'j>) = (I - 2/5-4) sA'ic 

da cui, sostituendo a ^Aa' il valore gia trovato, 

M (jA'/j) = 0,72850 • 9/10 = 0,65565. 

Si noti come i 10 valori di ^A'/e differiscano notevolmcnte tra 
loro, passando da vin minimo di 0,49410 a un massimo di 0,71580. 
La loro distribuzione e quanto mai irregolare, come appare dal 
seguente diagramma (Fig. i), che esprime le frequcnze dei va¬ 
lori di 4A'a in classi di due centesimi. Neppure un valore cade 
nella classe 0,64-0,66, a cui corrisponde la media. II rapporto 
di concentrazione (*) dei 10 valori di 4A'a risulta = 13,4 %. 


Fig 1 



II valore di M (jA'r) si ricava immediatamente dal valore 
di M (4A'k) in base alia (3). 

Si ha 

M (sA'/e) = (I — 2/4*3) (iA'«) = 0,65565 • 5/6 = 0,54637. 


(♦) Cfr. C. Gini, Sul massimo degli indici di variabilitd assoluta e suite 
sue applicazioni agli indici di variahiliid relativa e al rapporto di concentra- 
ztofte, in « Mctron », V"ol. VIII, n. 3, 1930, pagg. 6 e 10-12. 
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Per riscontrare I’esattezza della formula conviene calcolare, 
per ognuno del lo valori gia determinati di 4 A'r, i 6 diversi valori 
che si possono ottenere per jA'r . 

I 6 diversi valori di sA'k . che corrispondono al valore di iA'r = 
= 0,49410, risultano, ad esempio, i seguenti ; 

o>47^45 0,46708 0,48140 0,28152, 0,39416 0,37491. 

La loro somma e 2,47052, e la loro media M (jAr) = 0,41175, 
che si sarebbe potuta ricavarc direttamente dalla M (sA'r) = 
= iA'ie 5/6, ottenendo appunto 

M (sA'r) •= 0,49410 • 5/6 = 0,41175. 

Analogamente si sono calcolati gli altri 54 valori di sA'r, che 
per brevity non riproduciamo. 

La somma di tutti i 60 valori di jA'a- e uguale a 32,78259, e 
la loro media 32,78259/60 da appunto il valore di M (jA'r) — 
= 0,54637 a cui eravamo arrivati in base alia (3). 

I 60 valori di sA'r pre.sentano un vasto campo di variazione, 
che va da un minimo di 0,28152 a un massimo di 0,66612. II loro 
rapporto di concentrazione risulta =21,3 % 

La rappresentazione che segue (Fig. 2) mostra le irregola- 
rita della distribuzione. Questa e fortemente asimmetrica ; la mas- 



12 


sima frequenza corrisponde ai valori di 0,60-0,62, molto supe- 
riori al valor medio. Le frequenze delle varie classi sono uguali o 
superiori a 2, ogni singolo valore risultando ripetuto 203 volte (ci6 
risulterk anche per gli altri indici che calcoleremo in seguito ed e una 
propriety generale delle serie ridotte in secondo grado). 

La (3) ci permette di passare immediatamente dal valore di 
M (aA'ii) = 0,54637 al valore di M Si trova : 

M (sA'jj) = (I — 2/3-2) M (jA'r) = 0,54637 • 2/3 = 0.36425. 

Volendo riscontrare la esattezza della formula, conviene, per 
ognuno dei 60 valori di jA's, calcolare i 3 diversi valori che si pos- 
sono ottenere per .jA'k . La somma dei 180 valori di jA'r c uguale 
a 65.56519, e la loro media risulta appunto: 

M (.^A'r) --= 0,36425. 

Diamo, anche per questo caso, la distribuzione dei 180 valori 
di jA'r, (Fig. 3) che e ancora piu irregolare e asimmetrica delle pre¬ 
cedent! ; essa presenta la frequenza minima in corrispondenza 
alia classe 0,36-0,38, in cui cade la media, e la frequenza mas- 
sima nella classe estrema 0,48-0,50. Le frequenze delle varie classi 
sono uguali o multipli di 9, ogni singolo valore risultando ripe¬ 
tuto 9 o 18 volte (cid risulterd anche per gli altri indici che calcole- 
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remo in ^eguito ed 6 una propriety generale delle sene ridotte 
in terzo grado). II rapporto di concentrazione dei i8o valori 
risulta = 31,2 %. 

L'applicazione che abbiamo eseguito mostra alFevidenza 
che, se le medie di tutti i diversi valori che si possono ottenere 
per ,A/e e s-jA/? stanno fra loro in una relazione molto sem- 
plice, espressa dalla formula (3), altrettanto non puo dirsi per i 
singoli valori di s^r e di s —lA/e. 

Tutto cio che si puo affermare in proposito e che, se si ha un 
dato valore di lA/?. ogni valore di lA/^, che si ottiene riunendo due 
delle i modalita su cui il primo e determinate, risulta inferiore a 
,Aa' (*). ma non e detto affatto che tali valori di , — iA/? siano infe- 
riori ad un altro valore di ,Aa' ottenuto pure su i modalita, ma 
differen temc nte raggruppate. 

Se si considerano le distribuzioni dei valori di lA'/?. sA'a. 2^'^, 
ottenuti neirapplicazione teste fatta, si riscontra che ben 118, e 
cioe quasi i 2/3, dei 180 valori di .^,A'a sono non inferiori a qualche 
valore di ^A'as 0 45, cioe i 3/4, dei 60 valori di sono non inferiori 
a qualche valore di 4 A'a. e inline 18, cioe i/io, dei 180 valori di 
2A'/?. sono non inferiori a qualche valore di 4 A'a. 

Tutto cio fa comprendere quanta importanza abbia, ai fini 
di determinare la differenza media, il modo con cui vengono rag- 
gruppate le modalita di un carattere qualitative, anche suppo- 
nendo che sia sempre uguale il numero dei gruppi che con esse si 
costituiscono. 


* 

Eseguiremo, per la serie degli sposi, che hanno contratto 
matrimonio in Buenos Ayres nel periodo 1887-qi, i calcoli rela- 
tivi alia differenza media, analogamente a quanto abbiamo teste 
fatto per la serie delle spose. 

Diamo anzitutto i valori delle frequenze assolute n",. e delle 
frequenze relative p"i corrispondenti alle varie modaliti : 


(*) Basta per cio osservare che. se due modalita a e ^ si raggrup- 
pano in una sola modalita c, in modo che sia pa -f pb — pc , m ottiene 
pc (I — pc) = (pa 4- pb) (I — pa — pb) ^ pa (l pa) 4* pb(l - pb) - 2 pa pb 
dove il termine — 2 papb d sempre negativo. 





Naxionnlit^ 

Numeio 
dcgli sposi 

n"i 

Frequcii7,c 

reliitive 

A" 

P » 

Argentiiii. 


0, 2T253 

Italiani. j 

083s 

0,13162 

Spagnnoli. j 


0, i8t^3 

I'raiicesi.| 

161)5 

0,07001 

-\ltre nazionalita . . | 

1 

‘’^75 

o,i(X)5i 

'J'OTALF. . . . ' 

.’2f>37 j 

I,00000 


II v’alore della differenza media per le 5 modalitii 
iA"R = 0,71788. 

Se si riducono le modalita da 5 a 4, si ottengono i seguenti 
10 valori di ,A"a. : 

0,53312 ; 0,64075 ; 0,68775 ; 0,67516 ; 0,56010 ; 
0,65626 ; 0,63053 ; 0,69216 ; 0,68142 ; 0,70363. 

rappresentati dal seguente diagramma (Fig. 4), il cui campo di 
variazione e un poco piu ristretto di quello dei valori di 
(cfr. Fig. i). II loro rapporto di concentrazione risulta = 12,6 %. 


Fig. 4 
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Da questa rappresentazione appare fcome anche la distribu- 
zione dei valori di 4 A''r sia molto irregolare, ma diversa da quella 
dei valori di ; infatti nella classe 0,64-0,66, a cui corrisponde 
la media dei 10 valori in questione, M UA"*) = 0,64609, cadono 
due valori di 4 A"/?, e la frequenza massima non spetta alia classe 
a questa contigua, al contrario di quanto risulta per i valori 
di 4 A'k (cfr. Fig. i). 

Calcolati i 60 valori di jA"/?, determinando, come nell’esempio 
precedentc, per ognuno dei 10 valori di 4 A''k, i 6 diversi valori di 
jA"k che da esso .si possono ottenere, si nota che essi, come i va¬ 
lori di z^'r, presentano un vasto campo di variazione, i cui limiti 
sono 0,29829 e 0,65129. II rapporto di concentrazionc risulta 

= 19.9 %• 

La rappresentazione che segue (Fig. 5) mostra la irregolarita 
della distribuzione dei valori di :,A"a- ; la frequenza massima cor¬ 
risponde ai valori della classe 0,60-0,62, molto superior! al valore 
medio, che, in base alia formula (3), e 

M = o, 646 o 9 - 5/6 = u, 53 « 4 i. 


Fig. 5 



II diagramma dei 180 valori di jA"*, che riportiamo alia pagina 
seguente (Fig. 6), presenta qualche analogia col diagramma che 
esprime la distribuzione dei valori di ^A'r (cfr. Fig. 3). Infatti le 



11 disttibuziolii har.no ]o stesso campo di vaiiazione c presentano 
la massima frequenza nella classe estrema 0,48-0,50, 

Fig 6 



II rapporto di concentrazione dei 180 valori di risulta 
= 29.«%- 

Anche per i valori di come per quelli di e di jAjf, la 
variabilita risulta dunque, nell’esempio considerato, non sostan- 
zialmente diversa, seppure alquanto piu bassa, per la serie degli 
sposi che per quella delle spose. 

Per cio che riguarda il confronto dei valori di sA"a' c ,_,A"/j, 
si riconosce che, anche in questo caso, 118, ciod quasi i 2/3, dei 180 
valori di sono superiori a qualche valore di 3 A"r, mentre nessun 
valore di sA''^ e maggiore di qualche valore di 4 A"a, e, infine, 35, 
cio6 quasi i 3/5, dei_6o valori di sA"a, sono superiori a qualche valore 
di iA''R. Ci6 conferma quanto si ^ innanzi osservato, a proposito 
della serie delle spose, vale a dire che, nella determinazione della 
differenza media, ha grande importanza il ihodo con cui si raggrup- 
pano le modality di un carattere qualitative. 

* * * 

Possiamo, a questo punto, porci un’altra questione : il modo 
con cui si raggruppano le modality, ha influenza analoga sui valori 
della differenza media di serie diverse ? 

Confrontiamo, a tal fine, i valori di ^Aa, ^Aa. sAa. ottenuti 
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mediante i van raggruppamenti, per la sene delle spose e per 
quella degli sposi. L'indice di cograduazione risulta : 

tra i 10 valori di e di 4A"fi, = 0,72 

tra i 60 valori di jA'r e di sA"r, = 0,68 

tra i 180 valori di 2 A'r e di 2 A"r, = 0,66 

La cograduazione risulta dunque elevata, ma in ogni modo 
lontana dal raggiungere il suo massimo (=1). Ci6 significa che, 
in molti casi, I’eseguire il raggruppamento delle s in s — i modality, 
non ha lo stesso effetto sul valore della dilterenza media di due serie, 
un certo modo di eseguire il raggruppamento potendo portare, 
in confronto ad un altro modo, ad un valore piu alto per una serie 
e pih basso, invece, per una seconda serie. Si noti come la cogra¬ 
duazione diminuisca, nell’esempio considerate, col crescere del 
grade della riduzione, passando da 4AR a sAr c a 

* * * 

Date due serie sconnesse che contengono le stesse modality 
(per es. gli abitanti secondo la religione in Italia e in Francia), 
la dissomiglianza tra le due serie si pud desumere dalla somma dei 
quadrati delle differenze tra le frequenze relative che le varic mo¬ 
dality presentano nelle due seiie (*). 

Indicando con pU la frequenza relativa della modalita i in una 
serie, con p''i la frequenza relativa della stessa modalita nella 
seconda serie, e con 8, = p’, — p", la loro differenza, si avra 

I = 1 

Procedendo in modo analogo a quello seguito per la diffe- 
renza media, si trova 

M (s-,D) ^ s-lK sD ( 6 ) 

dove ha il significato indicate dalla (4). 

{*) Per altre misure della dissomiglianza tra due serie, cfr. Di una mi- 
sura della dissomiglianza tra due gruppi di quantitd e delle sue applicazioni 
alio studio delle relazioni statistiche, in lAtti del R. Istituto Veneto di Scienze, 
Lettere ed Arti», Anno accademico 1914-15, Tomo LXXIV Parte II, e 
Nuovi contributi alia teoria delle relazioni statistiche, «Ibidem 
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Gli s (s — i) /2 diversi valori che s~iD pud assumere sono 
infatti i seguenti 

(8i + 82)* + 83* -f- ^ 4 * + • • • + Sj® , 

(81 + 83)® + 82® + 84® + • • • + Ss* , 

(8, +8.)® + 82 ® 4 -V + ...+8*.-i, 

(8-i + 83)® + 8,® + 84® + . . . + 8,®. 

(82 4 " 84)® + 81® -j- 83® + . . . + 8s®, 


(82 + 8s)® 81* 83® S®s_i, 


(8s —1 + 8s)® 4 " 81® + 82® 4 " • ■ • + 8 ®s _2 . 

I primi termini di ciascuna delle s (s — i) /2 somme si pos- 
sono scrivere 

81® 4 - 82® 4 - 2 8182 
81® 4 " 83® 4 " 2 8183 


8®s_, 4- 8.® + 2 8 s_i8s. 

e quindi la somma degli s (s — i) /2 diversi valori di s_i£) d ; 

-^^=^’i‘8.® 4-2 2 8, 8, (7) 

dove L Si Sj indica la somma degli s (s — i) /2 prodotti diversi 
che si ottengono accoppiando a due a due gli s valori di 8 i. 

Ora si trova facilmente 

2 S 8 i Sj — Ti £ 81 8/ — 2 8t 8, . 

I = 1 / = J i I 

Ed essendo 

i ae S t as S i se S I ^ t 

S />'i = i S e E 8 i = o. 2 8 , = 0. 

4=1 1=1 1=1 1=1 

e quindi 

I =* 5 ^ =: S * = S 

2 2 8 i 8 , = 2 8 i - o , 

«»1 (= 1 > = 1 

risulta 

i ss s 

2 2 8i 81 = — 2 8,® 

< = 1 


(8). 






Dalla (7) e dalla (8) si ricava la 
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Af (,_.0) (9) 

che 6 simile alia (3), da cui, generalizzando, si arriva alia (6). 

* * « 

Per verificare I’esattezza delle formule a cui siamo arrivati 
per I’indice di dissomiglianza, facciamone I’applicazione alle serie 
delle spose e degli sposi, distinti secondo la nazionalita, che hanno 
contratto matrimonio in Buenos Ayres nel periodo 1887-91. Le 
due serie sono state gia date a pag. 9 e a pag. 14 rispettivamente ; 
riportiamo ora i valori delle differenze S, = f, — />", : 


Nazionalita 

. . ...... ! 

Differenze nelle 
frequenze relative 

8i = p'i — p"i 

Argentina.. . 


Italiana. 

— 0,097 

Spagnuola. 

— 0,026 

Francese. 

0,003 

Altre nazionalita. 

— 0,014 

TuTalb ... 

1 

o,ocx^ 


L’indice di dissomiglianza per le serie di 5 modalita risulta 
5D = 0,02848 . 

In base alia formula (6), il valore di M (^D) deve risultare uguale a 
M («/)) = (I —• 2/5*4) 6^^ = 9/10 = 0,02563, 

ed effettivamente tale risulta la media dei 10 valori di 4D : 

0.00229 ; 0,02142 ; 0,02905 ; 0,02485 ; 0,03357 : 

0,02808 ; 0,03110 : 0,02837 ; 0,02919 ; 0,02843. 

Questi valori sono rappresentati nel diagramma tracciato 









qui sotto (Fig. 7), di cui si avverte subito rirregolarit^. II loro 
rapporto di concentrazione risulta = 14.8 %. 



0000*-»“»-w- 

ooooooooooopooooo 

ooooooooooodooPoo 

II diagramma successivo (Fig. 8) da i 60 valori di jD, la cui 
media risulta uguale a 0,02136, confermando il valore desunto 
dalla (6); 

M (5/)) =- 5/6 M LD) - 0,02136. 



La irregolariti della distribuzione non k ailatto diipinuita. 
II rapporto di concentrazione sale al 31.i %. 
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Ancor piti accentuata 6 la irregolarit 4 della distribuzione dei 
i8o valori di ^D, qui sotto rappresentata (Fig. 9) : 

Rq. 9 



La media di tali valori risulta 0,01424, confermando la esat- 
tezza della formula (6), in base alia quale srgiunge appunto a 
detto risultato. 

Quest’ultima distribuzione ha il valorc massimo nella classe 
estrema. II rapporto di concentrazione dei 180 valori di sale 
al 54.8 %. 

II confronto delle tre distribuzioni mostra che, per I’indice 
di dissomiglianza, non si pud nemmeno dire quanto d vero per la 
differenza media, vale a dire che, se si ha un dato valore di ,Z), 
tutti i valori di i—iD che si ottengono da esso, riunendo due delle s 
modality, risultano inferiori a ,Z) (*). 

A piu forte ragione poi tali valori di i — iD possono risultare 
non inferiori ad un altro valore di ./), ottenuto pure sulle i moda¬ 
lity, ma differentemente raggruppate. 

Effettivamente, dei 10 valori di (indicati a pag. 19), 6 ri¬ 
sultano inferiori, ma 4 superiori al valore di ; dei 60 valori 
di ,D, 26 sono superiori al valore di M (4D), e 50 sono superiori 

(*) Infatti, se due modality a e 6 si raggruppano in una sola modality 
c. In modo che sia 

(80 4- 86)* = 8c* , risulta 8c* = 80® -(- 86* -f- 2 So 86, 
dove il termine 28086 in alcuni casi 6 positive e inaltrid negative. 



22 


ad un valore di tD ; dei i8o valori di ^D, 63 risultano superiori 
al valore di M (aD), e 153, ciod circa gli 8/9, sono superiori ad 
un valore di jZ) ; e, infine, dei 180 valori di aD, 45, cio6 oltre i 2/9, 
sono superiori al valore di M (4Z)), e 108, cio6 i 3/5, risultano su¬ 
periori ad un valore di 4D. 

Questi risultati fanno comprendere come, anche ai fini di 
determinare I’indice di dissomiglianza, abbia importanza deci- 
siva il modo con cui vengono raggruppate le modality di un ca- 
rattere qualitativo, pur supponendo uguale il numero dei gruppi 
che con le modalita vengono costituiti. 

« * If 

Anche qui possiamo domandarci se il diverse modo di ese- 
guire il raggruppamento tra le modalita ha, sui valori di D, un’in- 
fluenza analoga a quclla che ha sui valori di Ar. I valori degli 
indici di cograduazione tra i valori di D e quelli di A'r e di A"r 
mostrano che tale analogia k molto scarsa per i 10 valori di 4Z), 
^A'k, 4A"fi, ma cresce col grado della riduzione. I valori dell’indice 
di cograduazione sono, infatti, rispettivamente : 

tra i 10 valori: di 4/) e ^A'r — 0,32; di 4Z) e tA''R = 0,12 

tra i 60 valori : di 3D e zA'r = 0,56 ; di 3/) e jA"/e = 0,20 

tra i 180 valori: di jZ) e .A'r — 0,77 , di aD e jjA”/? = 0,57. 

* * * 

Consideriamo infine una tavola di correlazione tra le moda¬ 
lita delle due serie, indicando, al solito, con p'i la frequenza (re- 
lativa) della modalita i nella prima serie e, analogamente, con />"< 
la sua frequenza (relativa) nella seconda serie, e con c« la frequenza 
(relativa) delle combinazioni in cui figura la modalita i nella prima 
serie e la modalita I nella seconda serie. 

Nel caso speciale in cui sia i = I si ha concordanza ri- 
spetto alia modalita i, e la frequenza (relativa) delle combinazioni 
Sara indicata con Ri. 

Le molteplici misure proposte per misurare la concordanza 
nelle combinazioni tra le modalita di due serie, partono tutte 
dal confronto tra le frequenze Ri, con cui nel fatto si presen- 
tano le combinazioni concordanti delle varie modality, con le 
frequenze p'i p”i, con cui si dovrebbero presentare nell’ipotesi di 
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indipendenza. II risultato di tale confronto h espresso dalla somma 
delle rispettive differenze, che indicheremo con 

sC= S A’. — S p\p"i. 

»= 1 I = I 

Ora 6 interessante rilevare chc, an che in questo caso, e 

M (,_,C) (10) 

come passiamo a dimostrare. 

II procedimento non e diverso da qnello scguito nei casi pre¬ 
cedent!. 

Per maggior chiarezza sara bene pero costruire la tabella di 
correlazione ad s • s modalita. 








1 

5 


^25 

^3s 


Rs II p''s 

Frequenze relative 


vs' 

'h' 


1 I 

della prima serie 

r 1 

P 2 

P 3 




Se noi raggruppiamo la modalita i con la 2, il valore di s_iC 
sari dato dalla seguente somma di s — i termini 

{Ri + Hi + C21 + Cl*) - (p\ -f p'i) (P'\ -f p'\) + Ri-p\p'\ + 
+ Ri — P\ P'\ R^ — P'> p"s 

di cui il prime termine pud porsi sotto la forma 

— p\ p'\ + A* — p\ p'\ + c* — p'l P'\ -b c*, — p\ p'\ 

Il valore di * — iC si pud quindi porre sotto la forma 

’ i* {Ri — p’i p"i) -I- Cl* — p\ p''i -b c*i — />'* p'\ 

« >e1 
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Analogamente si ottengono gli altri valori di iC ese- 
guendo i raggruppamenti delle modality a due a due in tutti gli 
s {s — i)/2 diversi modi possibili 

S (A^ - p'i P'\) + Ci2 - p\ />"3 + ^31 - P\ p'\ 

i = 1 


^ (A\ - p\ p'\) C^s - p \ p 's Csi — p\ p"I 

i = 1 

X (At- p\ p"j) -f- C 23 - p''2 + ^32- p''2 

i = 1 


S (At p\ P"^ - p'^z P 's “t“ Cs'* p\ p'^<2 

i = 1 


2 { Ri — P ' if ' i ) + — p ' s ^ ip"s + Csis-D — p'sp"s^, . 

i = 1 

In ogni linea il primo termine 6 costante ed uguale a tC . 
Resta da determinare il valore della somma degli altri due 
termini che si pud esprimere 

2 Cit + 2 Cii-— 2 p'i p"i — 2 p'i p^'i H- 2 Cat + 

is=2 t = 2 i=2 i=2 t=3 

+ — p", + ... + 

i=3 »=3 »=3 

■j" C(s — l)s -f- Cs(4 — 1) p S — Ip s P ^ P s — I • 

Si noti che i termini positivi di tale somma contengono i 
valori di ai per i^l e tutti i termini negativi contengono i ri- 
spettivi valori teorici in caso di indipendenza. 

Detta somma pud quindi porsi sotto’ la forma 

(I_ ‘ 5 * A>,) 

* = 1 < = 1 

-{¥ Ri - 'i' p\ P'\)^-,C. 

i = l * = I 


o anche 
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La somma degli s (s —1)/2 possibili valori di s_iC sar 4 quindi 
[s(s — i)/2 — i],C 

e quindi la loro media M (,. _iC) sari data dalla (lo) c. d. d. 

La (lo) al solito si puo generalizzare nella forma seguente 

Af (,_,C) — jC; (li) 

^ ^ 

Verifichiamo le formule (lo) e (12), applicandolc all’esempio, 
precedentemente considerato, dclle spose e degli sposi, distinti 
secondo la nazionaliti, che hanno contralto matrimonio in Bue¬ 
nos Ayres nel periodo 1887-91. 

Riportiamo a tal fine la tabella di correlazione originaria 
di 5 • 5 modaliti 





s P 0 S l \ 



SPOSI 

Argentine 

Italiane 

Spagnuolc 

Frances! 

Di alln 
Stati 

Totai e 

Argentini . . . . 

3«94 

335 

203 

99 

281 

4812 

Italiani. 

2191 

rK,47 

265 

172 

263 

9838 

Spagnuoli . . . . 


142 

2814 

190 

1221 

ti 07 

Frances! . • . . 

262 

^5 


1093 

80 

t()03 

Di altri Stati . . 

677 

149 

127 

9« 

1 

122 j 1 

^273 

Totale . . . 

7863 

7638 

3514 

1652 

1970 

22637 


La somma delle differenze tra le frequenze effettive c le teo- 
riche delle combinazioni concordant!, risulta, per la tabella di 
5 • 5 modaliti, 

,C = 0,443. 

II valore di M (4C) per la tabella di correlazione a 4 • 4 
modaliti, risulta, in base alia formula (10) 

M (4C) = (I — 2/4.5) sC = 0,399, 

ed esso coincide con la media dei 10 valori di 4C: 

0,332; 0,393 ; 0,419 ; 0,432 ; 0,332 ; 

0,398 ; 0,389 ; 0,432 ; 0,423 ; 0.437. 
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Questi valori sono rappresentati nel seguente diagramraa 
(Fig. lo), la cui irregolarita 6 alquanto minore di quella delle distri- 
buzioni relative agli indici precedentemente considerati. II rap- 
porto di concentrazione risulta = 8,2 %. 

Fig. 10 



<M (O CO o rvi >4’ 

CO CO CO CO >4 

o o o o o o Gl 


II diagramma che rappresenta i 60 valori di jC (Fig. ii), 6 
anch’esso irregolare e asimmetrico, ma, a differenza degli altri. 





27 


presenta la massima frequenza in corrispondenza alia classe 
0,32-0,34, nella quale 6 compresa la media dei valori di 3C. Questa, 
uguale a 0,332, 6 in accordo col valore dedotto dalla formula (ii) : 

M (sC) = M ( 4 C) 5/6 = 0,332. 

II rapporto di concentrazione rispettivo sale al 14,9%. 

Diamoanche la rappresentazione dei 180 valori di2C (Fig. 12); 
la loro media risulta uguale a 0,222, valore che si puo anche 
ottenere direttamente dalla (ii). II rapporto di concentrazione 
risulta = 26,3 %. 

Rg. 12 



Per la somma delle differenze tra le frequenze cffettive e le 
frequenze teoriche delle combinazioni concordant!, non vale do 
che si 6 detto per la differenza media, per la quale, se si ha un dato 
valore di sC, tutti i valori di s—iC che da esso si ottengono riu- 
nendo due delle s modalita, risultano inferiori a sC (*). 

{♦) Si noti a tal fine che il valore di s — 1 C, che'si ottiene riunendo, 
per esempio, le modalita i e 2, d 

s 1 C = s C + c\2 — pV P2" + cn — P2' pi*' 
e in tale espressione il termine 

CV 2 - P\* p 2 " + C 2 l - p 2 ' pi" 

pu6 essere positive o negative. 

I valori estremi di cn sono, infatti, ai — o e cu = 1/2 (pi' -f pi" —j pi' — pi'^D* 
Tultimo dei quali corrisponde alia minore delle due quantity pi ', pi" . 

Tenendo presente che ^ o <pi' <i \ o < pi" < i , si intende che, nel 
primo caso d cn < pi' pi" e, nel secondo, invece, d cn > pi' pi". 



28 


A maggior ragione poi tali valori di »_iC possono risultare 
non inferiori ad un altro valore di ,C, ottenuto pure sulle s moda- 
lita, ma differentemente raggruppate. 

L’esame dei valori di 4C, jC, 3C, ottenuti nell’esempio consi- 
derato, mostra perd che, in questo caso, tutti i valori di 4C sono 
minori di ^C, che similmente i 6 diversi valori di jC, che si otten- 
gono da un dato valore di 4C, risultano sempre a questo inferiori, 
e che infine i tre diversi valori di jC, che si ottengono da un de¬ 
terminate valore di 3C, restano, essi pure, sempre al disotto del 
rispettivo valore di 3C. 

Inoltre si riconosce che, dei 60 valori di jC, 33, ciod oltre la 
meta, sono superiori ad un valore di 4C, e 8 risultano superiori al 
valore di M (4C) ; dei 180 valori di 2C, di cui il minimo d 0,086, 
e il massimo 0,321, 135, ciod i 3/4, sono superiori ad un valore 
di ,C. 

Si conclude che, per il valore di sC, come per gli indici gia con- 
siderati, ha grande importanza il modo con cui vengono raggrup¬ 
pate le modalitil di un caratterc qualitative, anche supponendo 
che sia sempre uguale il numero dei gruppi che con le modalita 
si costituiscono. 


* * * 

Pih sono alti i valori di A'k e A''k e pih risulta alto il va¬ 
lore di C; gli indici di cograduazione assumono infatti i se- 
guenti valori che sono sempre positivi e molto elevati: 

tra i 10 valori: di 4C e ^A'k — 0,64 ; di 4C e 4A"r = 0,88 

tra i 60 valori: di 3C e sA'k — 0,63; di 3C e 3A"k = 0,91 

tra i 180 valori: di 3C e jA'/e = 0,60; di 2C e 3A"r = 0,91 

Non vi 4, invece, uniformitJi negli indici di cograduazione 
tra i valori di C e di D, per cui si ottengono gli indici seguenti: 

tra i 10 valori di 4C e 4Z) = 0,— 

tra i 60 valori di 3C e 3D = 0,13 

tra i 180 valori di 3C e 3D — 0,53 
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* * * 

Tra gli indici di concordanza fra le modality di due serie 
particolarmente noto (*) I’indice di rassomiglianza espresso dalla 
formula: 

t = s / = s 

S /?,• — S p\ Pi" 

^ _ i = Jl_t = 1 

r <=i *=i 

Se si tengono presenti le formule (4) e (ii), si puo scrivere 

M (s—xS) = sS (12) 

dove M (s-xS) indica la media ponderata dei diversi valori di 
s_,S in cui ad ogni s—xS si attribuisce un peso proporzionale al 
denominatore. 

La (12) mette in luce una notevole proprieta dell’indice di 
rassomiglianza. Pud dirsi che il raggruppamento delle modalita 
non esercita una influenza sistematica sul valore dell’indicc di 
rassomiglianza per le serie sconnesse. 

* * * 


Passiamo a verificare la formula (12). 
Facendo uso dei simboli noti, risulta 


5S = 


6 C 

^/sA'r • (iA"R 


0-443 
V/ 0.5230 


= 0.612 . 


Se si riducono le modaliti a 4, riunendole a due a due in tutti 
i modi possibili, si ottcngono i seguenti valori di 4S : 


0,332 

0,513 


0,647 


0,393 

0,631 


= 0,623 ; 


0,419 

0,683 


= 0,613 ; 


0.432 

0,671 


= 0,643 ; 


0,332 

0,591 


= 0,561 : 


0,398 

0,668 


0.596 


0.389 _ „ . 0.432 

0,650 ’ 0,699 


= 0,618 ; 


(♦) Cfr. Indici di omofilia e di rassomiglianza, § 8, in « Atti del R. Isti- 
tuto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti »; Anno accademico 1914-15, 
Tomo LXXIV, Parte IL 
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0.423 

0,691 


0,6I2 


0.437 

0.710 


= 0,616 • 


La media ponderata di tali valori, attribuendo a ciascuno come peso 
il corrispettivo denominatore, 4 appunto 

MLS) = 1^ = 0,612. 

' ’ 6,507 


I 10 valori di 4S sono rappresentati nel seguente diagramma 

(Fig- 13): 


Rg. 13 



Calcolando i 60 valori di jS, si trova che il minimo h uguale 
a 0,533, il massimo uguale a 0,688, e che la loro media ponderata 
risulta 


M (3S) = 


19.936 

32,562 


= 0,612 , 


in conformitli alia formula {12). 

Le frequenze dei valori di jS sono rappresentate nel diagramma 



o(\t^iOtoocsi>t\Dcoat\i 
iAiAininmtOiO totOior^r* 
G(OG(G>0'OOoOOOGft 


e per i quali la media ponderata 

M (* 5 ) = = 0,612 , 

64,952 

ha, in armonia con la formula (12), lo stesso valore di M {< 5 ) e M (jS). 
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Confrontando le tre distribuzioni, di irregolariti abbastanza 
pronunciata, si riscontra che i valori dell'indice di rassomiglianza, 
hanno un campo di variazione molto pi6 piccolo di quello det 
valori della differenza media e dell’indice di dissomiglianza e anche 
di quello dei valori di ,C. I rapporti di concentrazione risultano 
pure minori: 

per i 10 valori di tS = 5,0 % 

per i 60 valori di s 5 = 9,4 % 

per i 180 valori di 2S = 15,3 % 

* ♦ * 

Per cid che concerne le relazioni tra i valori di S e i valori di Ar 
che si ottengono in base agli stessi raggruppamenti delle modality, 
esse sono misurate dagli indici di cograduazione che seguono; 

tra i 10 valori; di 4S e di ^A'je = — 0,28 ; di 4S e di 4A"r = 0,04 

tra i 60 valori : di sS e di sA's = — 0,19 ; di sS e di 3A"/f = 0,18 

tra i 180 valori: di jS c di 2A'r = — 0,23 ; di jS e di jA''/? == 0,12 

La cograduazione risulta pertanto sempre positiva tra I’in- 
dice di rassomiglianza e I’indice di variabilita degli sposi, e invece, 
sempre negativa tra I’indice di rassomiglianza e I’indice di variabi¬ 
lita delle spose. Tale differenza non dipende da ragioni teoriche, 
ch6 I’indice di rassomiglianza e simmetrico rispetto agli indici di 
variability delle due serie ; dipende pertanto da ragioni particolari 
all’esempio considerate. 

Positiva, ma non elevata, risulta la cograduazione tra i va¬ 
lori di C e di S, L'indicc di cograduazione assume i valori seguenti: 

tra i 10 valori di 4C 04 S = 0,16 

tra i 60 valori di sC e sS = 0,26 

tra i 180 valori di jC e jS = 0,17 

Infine la cograduazione tra i valori di D e di S risulta sempre 

negativa. II valore dell’indice di cograduazione risulta infatti: 

tra i 10 valori di 4/) e 4S = — 0,56 

tra i 60 valori di e s-S = — 0,58 

tra i 180 valori di iD e gS — — 0,32 

Tale risultato d in accordo con la teoria, in quanto Tindice di 

rassomiglianza pud raggiungere il suo massimo teorico = 1, solo 
quando le due serie sono simili, e, quando cid non awenga, pud 
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raggiungere, nel caso concrete, un massimo che resta inferiore alia 
unit 4 tanto piu quanto maggiore e la dissomiglianza tra le due se- 
rie (*). 


Riassunto 

In questa nota si 6 esaminata I’influcnza che il raggruppamento 
delle modalita delle serie sconnesse esercita sui valori: 

а) della differenza media, che, in questo caso, coincide con 
lo scostamento semplice medio ; 

б) dell’indice di dissomiglianza tra due serie, desunto dalla 
somma dei quadrati delle differenze tra le frequenze relative delle 
modalita corrispondenti delle due serie ; 

c ) della somma delle differenze (in valore assoluto) tra le 
frequenze effettive e le frequenze teoriche delle combinazioni delle 
varie modalita ; 

d) dell’indice di rassomiglianza. 

Si ^ dimostrato che il raggruppamento delle s modalit^i di una 
serie in s — x gruppi non esercita alcuna influenza sistematica 
sul valore di d) ed esercita, invece, sui valori di a,),h) e c), un’in- 
fluenza sistematica che risulta uguale per i tre indici. 

Si intende con cid che, se si raggruppano, in tutti gli s (s — i) / 2 
modi possibili due delle s modalita della serie primitiva dando luogo 
a s (s — i) /2 serie diverse, aventi ciascuna s — i modalita o gruppi 
di modalita (dette serie ridoUe in primo grado), e successivamente, 
in ognuna delle serie ridotte in primo grado cosi ottenute, si 
raggruppano, in tutti gli (s — i) (s — 2) /2 modi possibili, due 
delle s — I modalita 0 gruppi di modaliti (dando luogo comples- 


sivamente a 


s(s — i)® (s — 2) 


serie di s — 2 modalita, dette serie 


ridotte in secondo grado) e cosi via, fino ad ottenere 


X = n (s — i)^l2^ s (s — .v) 
t =0 


serie ridotte in grado, aventi ciascuna s — x modalita o gruppi di 
modaliti, la media degli X valori corrispondenti alle X serie ridotte 
in X"" grado, che si ottengono per I’indice a) o per I’indice b) o per 
I’indice c), sta, col valore che si ottiene per I’indice rispettivo della 


(*) Cfr. Nuovi contributi, ecc., op. citata, § 10. 
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serie primitiva di s modality, in una relazione che h uniforme 
per i tre indici e che e indicata dalla formula (5). 

Gli X valori ottenuti per un dato indice, in corrispon- 
denza ai vari raggruppamenti possibili in una riduzione di 
grado, non sono pero tutti uguali tra loro, ma anzi presentano una 
notevole variabilita, molto piu alta per gli indici a), b) e c) che per 
I’indice d). 

Tutto cio che si pud dire e che, se si raggruppano nei vari modi 
possibili due modalita, il valore dell’indice a) per ciascuna delle 
serie ridotte in primo grado cosi ottenute, risulta inferiore al suo 
valore per la serie primitiva, e analogamente il valore dell’indice a) 
per ciascuna delle serie ridotte in grado risulta inferiore al suo 
valore per la serie ridotta di grado (i — i)"® da cui dette serie di 
grado f"® s'ono state ricavate, pur potendo essere inferiore osuperiore 
al valore corrispondente ad un’altra serie ridotta di grado {i —i)"®. 
In altre parole, I’opcrazione della riduzione di un grado, eseguita 
su una data serie, detcrmina in ogni caso un abbassamento dell’in- 
dice a). Per gli indici h) c c ) non si puo invece affermare neppure 
questo, il loro valore potendo essere, per una serie ridotta di grado 
f"®, inferiore o superiore al rispettivo valore per la serie ridotta di 
grado {i — i)"® da cui quella di grado e stata ricavata mediante 
il raggruppamento di due modalita. 

Neppure e detto che, se, per una serie primitiva A , un determi¬ 
nate raggruppamento delle s modaliti in s — x modalitci 0 gruppi 
di modalita porta, in confronto ad un raggruppamento diverse, 
ad un valore pin elevate dell’indice a), esso porti ad un valore pih 
elevate dello stesso indice a) anche per una serie primitiva B, oppure 
porti ad un valore pih elevate dell’indice b) o dell indice c) o del- 
I’indice d) tra le due serie A c B. Cosi che pud affermarsi che il 
mode di raggruppare le modalita, anche risultando uguale il nu- 
mero delle modalita 0 gruppi di modaliti, pud esercitare un’in- 
fluenza diversa sui valori dei diversi indici considerati. 

Da tutto cid discende che la massima prudenza si impone 
nel confrontare gli indici di variability, di dissomiglianza e di ras- 
somiglianza relativi a serie sconnesse quando dette serie presen¬ 
tano un numero diverso di modalita, o anche quando esse pre¬ 
sentano lo stesso numero di modalita, ma queste sono state otte¬ 
nute con raggruppamenti diversi. 



H. KOEPPLER 


Das Wahrscheinlichkeitsgesetz zweier wahrer einan- 
der zugeordneten Fehler und einige mit diesem zu- 
sammenhangende Betrachtungen 


Selbst bei Durchsicht einer grosseren Zahl von Werken der 
hoheren Wahrscheinlichkeitsrechnung, der Ausgleichungsrech- 
nung und der Korrelationstheorie vermag man nur wenig uber 
die selbstandige Darstellung des Wahrscheinlichkeitsgesetzes 
zweier oder gar mehrerer zu einander gehorenden Fehler oder 
Abweichungen von ihren wahren Werten zu finden. 

Schon die Darstellungen, die das Gesetz eines wahren Fehlers 
betreffen, treten nur vereinzelt auf. Der Verfasser dieser Arbeit 
hat daher bisher auch nur einige eingehendere Darstellungen des 
Exponentialgesetzes der wahren Fehler einer Beobachtungs- oder 
Messungsgrosse gefunden. Die eine ist schon von Laplace (i) 
gegeben worden. Weitere Darstellungen haben Poisson ( 2 ) und 
Bessel (3) gezeigt. Diese Darstellungen konnen als Verall- 
gemeinerungen der LAPLACE’schen Methode angesehen werden. 
Wahrend Bessel das Wahrscheinlichkeitsgesetz des wahren 
Fehlers aufstellt, berechnet aber Poisson, dass die Beobachtungs- 
grbsse bei n Versuchen zwischen c-t und c + e liegt. Auch die 
Theorie von BiENAVMfi (4) kann in ihren Grundbetrachtungen als 
eine Theorie der wahren Fehler angesehen werden. Eine schwie- 
rige Untersuchung iiber das Fehlergesetz hat M. W. Crofton (5) 
angestellt. Eine sich durch Einfachheit auszeichnende Darstel¬ 
lung hat Dr. Foerster (6) gefunden. Alle diese Darstellungen 
des Exponentialgesetzes sind jedoch in Hinsicht auf die Berech- 
nung der Prazision unvollkommen und erfordern daher weitere 
Annahmen, die, nachdem man das GAUSS'sche Gesetz kennt, am 
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besten auf das letztere und somit aiif die Hypothese vom arith- 
metischen Mittel gestiitzt werden. Die einfachste Darstellung 
scheint sohin die GAUSS'sche in Verbindung mit der von Helmert 
(7) gegebenen Vervollkommnung, welche die Prazision des Ge- 
setzes der wahren Fehler betrifft, zii sein. Eine Uebertragung 
der von Helmert gegebenen Darstellung auf einen Fall von 2 
Oder mehr Variablen hat der Verfasser bisher nirgends bemerkt. 
Auf einfacher Ueberlcgung, bezichungsweise auf oberflachlicher 
Uebertragung der HELMEur'schen Berechnung auf den Fall zweier 
Variablen beruhen z. B. die Dartsellungen von Coolidge (8). 
Das Fehlergesetz fiir je 2 cinander zugeordnete Fehler oder Ab- 
weichungen wird manchmal auch als das GAUSs'schc bezeichnet, 
weil es ebenfalls auf der Hypothese vom arithmetischen Mittel 
beruht. Viele bezeichnen dieses Gesetz als jenes von Bravais, 
um dessen Schrift sich der Verfasser bisher leider vergebens be- 
miiht hat. Offenbar am eingehendsten hat diesen Gegenstand 
im hier gedachten Sinn aber Bertrand (9) bearbeitet. Ferner 
sei auch auf die Werke von Sciiols, Czuber, Welliscii, Poincar6, 
Sabudski- Ritter von Eberhard, Hack, Jordan, Wirth, 
Darmois, Burileano, Castelnuovo, Elderton (10) aufmerk- 
sam gemacht. Auch darf nicht vergessen werden, dass schon 
Laplace (s. a. a. 0 .) das richtige Fehlergesetz fiir 2 Variable auf- 
gestellt hat und zwar in der Weise, dass man es zunachst als das 
Gesetz zweier wahrer Fehler ansehen kann. 

I. Mit Riicksicht auf die haufige Behandlung des Gesetzes 
zweier scheinbaren Fehler kann man dasselbe und seine Herlei- 
tung als bekannt voraussetzen. Dagegen diirfte die sicherlich 
bisher nur selten gegebene Ausdehnung der HELMERT*schen Dar¬ 
stellung auf 2 Variable von einigem Interesse sein. 

Fiir zwei scheinbare Fehler bestcht das BRAVAis'sche Gesetz 


P (x ,y) d X dy 


{/ D — + 2Ai2^y + *22y“) 

I— e 
n 


d X d y . ( 7 ^ — fill — ^^12) 


Nach Helmert moge angenommen werden, dass das Gesetz 
zweier zusammengehorigen wahrer Fehler u und v dieselbe Form 
mit den anderen Konstanten an, a22 du habe, also 

F [ u , v ) d it d V — e d u d v {A = an ^22 — ^*12) 

TT 


laute. 
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Es sei nun 

u ~ X X und V = y (x, 

wobei X und y die schoinbarcn Fehler der Beobachtungsgrosse 
und X und [x die Fehler ina arithmetischen Mittel der Beobachtungs¬ 
grosse bedeuten sollen. Nach der Hypothese vom arithmetischen 
Mittel weiss man sogleich, dass bei Vorhandensein von n Beo- 
bachtungsgrossen 

S («<=) = 5 (a;"'*) -t- 2 S (a) X-\- nX^ = S (a’) 4- n 
5 (v^) — 5 (y^) -f 2 S (y) |x -j- n [x- = 5 (y-) -f n (x^ 

Ferner findet man 

.S {u, v) = S [(a -f X), (y -|- fx)] = ■?> (x y) -|- X y -f- a jx X (x) 

= S (a y) X S (y) 4 - jx 6' (a) + m X jx 
= 5 (a y) -f- w X (X . 

Das Produkt dor VVahrscheinlichkeitsgesetze der n Paare wahrer 
Fehler 

n 

A1 e - <‘*u <“’> + 2 <-'’> d 111 du . d u„ dv,dv^...d 

geht durch Einfiihrung der fur S {u^), S [v^), S [uv) ermittelten 
Werte liber in 


n 

^ g — («uS(A!) + 2«,a5(4:J/) + OjsSOT -«(ai,X* + 2 «ii,X|X + ajj|x’) 

71” i = 1 ’ i = I 

Aus den Gleichungen 

Ui — Ai -f X und Vi = y,- -f (X 

folgt 

S («) = S (a) -|- « X = M X und S {v) = S (y) -|- « (x = « (x, 
mithin ist allgemein 

5 («) , S {v) 

Ui = Ai- — und Vi = yi - - 

n ^ n 


Wenn man fiir die (« — i) ersten Fehlerpaare X und (x auf 
Grand der Gleichungen Ui = a, -f X und Vi = Vi -f- p, als konstant 


ansieht, weil X 


und p 


so erhalt man ohne weiteres 
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iind damit 


d Ui d Xi, d Vi = d Vi 


* = w — 1 i = iiin — 1 t = M^l 

n d Ui n d Xi , n u vi = n d vi. 

»= 1 ^ -1 f = 1 1 = 1 

Aus den Gleichungen 

S (w) — n'k , S {v) = w [X 

erhalt man aber weil X auch eine Funktion von Un und (x auch eine 
Funktion von Vn ist, 


I 


ax 

n -, 

a Un 


I 


n 


it . 

a Vn 


Hiernach ist aber 

* — « i — n — 1 i rs « / = « - J 

Tl (I til ^ n d Xt n d "k , U. d Vt = 11 d yi n d [l. 

f = 1 i ~ 1 j = 1 i = 1 

Durch diese Vorkchrungen ergibt sich somit 


n 


7 r” 


^ — (aji S (^2) + 2 aj2 5 (v y) + a2a 5 (y3)) — n («|i X^ + 2 au, X (X‘) 


t = « — I 

n d Xi d yu . rf X (X. 

i = 1 

Um aus diesem Ausdruck das Gesetz der wahren Fehler im 
arithmetischen Mittel, welches lautet 


” ^ — n (a,I X’*^ + 2 X {i. + ^ ^ 

7 C ^ 

herzuleiten, setze man zunachst 


^11 + 2 Unxy ^22 y^ 


(^11 ^22 — U ^ u ) X ^ + (^22 y + ^12 xy 

a 22 



a 22 


«*2 (y + ^x) 

«22 


2 


= —x^ 4- an , 
a 22 


so wird 


S (a;») -j- 2 5 (X y) + a^S (y») = S (x^) + a,, 5 («»). 
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Es handelt sich nun darum, den Ausdruck 


nA 


TT ' 


~ *■ — «ia S (J.2) i = « — 1 

‘ ' U d Xi d Zi 

i = 1 


durch 2 («— i) fache Integration fortzuschaffen. Bevor wir 
aber diese vornehmen, haben wir noch zii untersuchen, dass die 
neu eingefiihrten Fehler dieselbe Eigenschaft wie die natiirli- 
chen wahrscheinlichen Fehler haben, d • h . man hat sich zu iiber- 
zeugen, dass, wegen S (a:) = S (y) = 0 , 


auch S (2) = .S (y) + 5 (.r) = 0 . 

Setzt man demnach 


und 

so folgt 


.v« = — -V'l — — -Vj — . . . — AT,,... 1 

=- Zi - Z-i - Z-j - ... - 1 . 


S (x^) = 2{Xi“ -|- X^ -f- . . . + A;*»_i -f- .^1 X.i + A'l ATs + . . . + 

+ AC „_2 Af„_i) == ¥ (Xi . AT*) 

S (2*) = 2 (2,'-' + 22^ + ... 4- Z^n-l + ^2 + ^1 ^3 + . . • + 

+ 2»_3 2 «_,) = F (Zi • 2 *) 

Wie wohl Todhunter (ii) als erster allgemeiner gezeigt hat, 
besteht die Bezichnung des (« — i) fachen Integrals 


00 

I 


^ h 2 F ( t.lA 1 

e * ^ n dtj = 

i = 1 


»--J 
TT 2 

1 “ 


(n—1) » = 1 

auf die wir spater noch zuriickkommen werden. Mi thin folgt 


w—l n —1 

7 C 2 7C 2 TT ” ^ 

(y^) v' ” A ^ n 

Man erhalt also in der Tat das oben angegebene Gesetz der 
wahren Fehler im arithmetischen Mittel. 

Da die wahrscheinlichen Fehler genan berechnete Abschnitte 
zwischen den Beobachtungen iind ihrem arithmetischen Mittel 
sind, mag es nicht Jedem zusagen, diese bekannten Grbssen, nach- 
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dem man sie dutch Elimination eines wahrscheinlichen Fehlers, 
wie man zu sagen pflegt, von einander unabhangig gemacht hat, 
als integrabel zu betrachten. 

Da S {x’^) = S (u) — « X = 0 , 

so kann man 

Un = - Ml - Mg- ... - M »_1 + M 

und 

d Uh ■— n d\ 

setzen. Fernet findet man 

M»* = Ml* + m/ -f . . . + M*„_i + M* X* -|- 2 Ml M 2 + 2 Ml M 3 + 

. + 2 M„_2 M„_i -2 « (Ml + M 2 + . . . + M„_i) X. 

Setzt man abet diesen Wert in S (m*) ein, so folgt 

S (m*) = 2 Ml* + 2 M 2 * + . . . + 2 «*»_! +«*X* + 2MiM3 4- 

+ 2 Ml M 3 + ... — 2 M Ml X + 2 M 2 Ms -1- ... — 2 « Ms X 


Zur Abkiirzung noch 


l/ ^ 

und 

■1 A 

1 / - Mi = ^i 

V —^ 



r «22 


setzend, erhalten wit aus 

n 

A* 


^-(anS(«3) + 2auS(«») + «2,S(r>)) jj ^ ^ y, 

TC" < = 1 


J2 _ — S(«a) —0225(19) i = n 
<>211 


TT'- 


n d Ui d Zi, 
i = 1 


wobei 

gesetzt wurde, einerseits 


Zi^ = ^ Vi + 




■y 


«22* 7 t* 


n —t'l n' J 

g *99 n a M< =- e n a Si 

<=i ^ i=i 
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Dabei bedeutet 


= 2 ^ 2 . . . + y 

+ 2 ^3 4* • • • — 2 n 

+ 2 ^2 ?3 + • • • - 2 M ^2 ?» 


=}" 


2 M ^ — 1 ^« • 

Um aus diesem Ausdruck die Wahrscheinlichkeit von = 

-X herzuleiten, bringe man die ganze homogene Funktion 

<*22 


Fi = S flj, ^ auf die Form 

Fi — S B< (p<*, 


• = 1 


in welcher nach Todhunter oder Dienger (io,6) 

9 i — ?« + *>■>» + 1 ^> + 1 + • • • + «•. n ^ 


ist, und B» den Wert 


<P» = ?>H 
Di 


Bi = 




hat. Di und D i_i sind Determinanten von der Form 

<*lil <*1>2 • • • <*)>»■ 


Di = 


^2*1 ^ 2»2 • • • ^ 2 »» 


^itl ^if2 ' • • 

Um 9i , 92 . • • • . <P»— 1 alle nur moglichen Werte zu erteilen, hat man 


w 


oo 


"s'b. 9 < 3 » = i 

e i li a 9/ 


(v^ )' 


in— 1 





Z?8 — 1 

1D7 ' " Dn-2 
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zu setzen. Man erhalt nun die Wahrscheinlichkeit von 


cpH =l n = 1/ X 
r ^22 


in der Form 


P(X)dX = 


r- 1/- e d \ . 

)n — 1 f 


Aus Berechnungen fiir w = 2 , m = 3 , usw. ersieht man, dass 

, I^n — 1 ~ , 

und erhalt damit endgiiltig 

n ^22 

Auf dieselbe Weise findet man andererseits, wenn man 




t = n AA » * = ^ 

n dzi =^ -~ e ~ n d-m 

<=i ” .=1 

7 t 2 


setzt, wobei Zi = iqi und ^ (a = v)» und folglich 

Fa = 2 y)i® 4 - 2 7 )./ 4 - • • . + V 

+ 2 7)1 7)2 + 2 7 J, 7 )s + . . . — 2 M 7 ), 7 )„ 

4 - 2 7)2 7)3 ... . - 2 » 7 )s 7 )» 


2 « 7 ) »_1 7 ),, 


sein mag, die Wahrscheinlichkeit 


P (v) rf V = 


n\Ja.2i 

^ TZ ^ Dn — 1 


-5-=- anv* 


_ \/ n ^ 

V/tc 

Den kiinstlich geschaffenen Fehler v ermittele man aus der 
Gleichung 


S (to) =S (z) — nyt =S (v + ^ 


u] — w V =0 
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1st nun 


so folgt 


= 5 (v) + S (u) — « V = 0 . 

«S!2 


S (u) — n X = 0, 5 ' {v) — « (i, = 0 , 


M u 4 - n'k = nv ocler v = ix -f X 
^22 


Da man v = i (x setzen kann, so findet man ferner aus der 
Wahrscheinlichkcit P(v) d v die Wahrscheinlichkeit 

n / I ^A2 . \ I w (l^ + A'r , 

P ([X H-X a fx = —— ^ "‘^-5 rf |x . 

\ ^23 / y/ TC 

Endlich ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeit P (X, (x) Xrf (x 
der Ausdruck 


P (X , fx) X rf {X = ^ ^ ’ d A d [X 

V ^ ^ 

usj A ^ ~ X® + 2 aia X {X 4 d \ d \L » 
t: 

Umgekehrt erhalt man, indem man X und jx alle nur mogli- 
chen Werte erteilt, so dass man 



-00 -OD 


(«ll X® + 2 ai2 X {X 4 dyj |x2) ^ 


H- = 


I 


zu setzen hat, den Ausdruck 


n— 1 

Q = _1 ^-(<«l,S(^) + 2a,jS(x,.) +a„5(y2))' fj d Xj d Vi 

7r"~* i = l 

iibrig. 

In Analogic zu der HELMERT’schen Darstellung fiir cine Feh- 
lerart waren in dem Ausdruck 


!lr*J 

Q = _ e — (Oji s (**) + 2 •« S (* v) + «*a s (Vi) ) IJ ^ Xi d Vi 

Tt"-1 i = 1 ' 

die Konstanten an, a,,, ai, derart zu bestimmen, dass derselbe 
ein Maximum wird. Nennen wir diese Konstanten allgemein a* 
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und die zugehorige Summe S», so hat man also nach der Theorie 
der Minima und Maxima die Null gesetzten Differentialquotien- 
ten 


Cl 



3 A 

9 dk 



aufzustellen. Man crhalt auf dicse Weise 


n — I 3.4 


n — I 2 A 


n — I 3 ^ 




2 

und da 


d A 3.4 9.4 

^ _ = <*32 . 7— = <*11 . - -2 ai2 , 

, 3 dll ^ ^22 ^ ^12 


so folgt 


S {x-^) , S (v") , 5 (xy) . 

<*22 = — ~ 2 A , an = — — 2 A .Uii — - 2 A . 

n — I n — I n — i 


Mit diesen Ausdriicken findet man nun ferner 


A =. A 

[« —I n — I \» — I/. 

Oder 

T 

^ = ,S(x^y SCy*) ■■ /S(xy) 

^ In — I n — I \n — i, 

Fur die Konstanten an, ^22» <^12 Gesetzes der wahren Fehler 
ergeben sich daher die Werte 

_ __ ( n — i)S (y") __ 

2[S(^*)S(y»)-(S(^y)n 

. _ _ ( w — I) 5 {x^) _ 

2[S (i*T5(y>*)-(S(xy)n 

- __ (n — I) S {x y) _ 

2[S(x*)S(y*)-(S(xy))*] 


Es ware noch der Nachweis zu erbringen, dass diese Werte 
das Produkt der Wahrscheinlichkeitsgesetze in der Tat zu einem 
Maximum machen. Da aber auf diesen Nachweis schon bei dem 
Gesetz des einfachen Fehlers zumeist verzichtet wird, moge er 
auch hier unterlassen werden. 



45 


2. Im Anschluss hieran werde eine Frage besprochen, welche 
von CzuBER (12) inbezug auf eine Fehlergattung behandelt Wor¬ 
den ist. 

Lautet das Gesetz der wahren Fehler 

TT 


SO soil ermittelt werden, welchem Gesetz die scheinbaren Fehler 
X und y unterworfen sind. Zunachst wiederholen wir kurz un- 
ter Hinweis auf den vorhergehenden Abschnitt die Gleichungen 

S (n) = nX , S (v) = n , S (x) = 0 , S (y) — 0 . 

Darauf mogen die Gleichungen 

X = u — X = u - — , a X = d it 

n 


S (v) 

\> =z V — a ^ V -^ , a V 


d V 


aufgestellt werden, nach welchen beispielsweise 


j ^ j 

Xi — - (Ui + ^^2 “b • • • "b —1 4 " + l 4 “ • • • 4 “ 4 -w, 

n ft 

- (Vi 4” 4" • • • 4” ^’i—i 4" +1 4“ • • • 4* 4- 


yi = 

ffr rtf 

ist. 

In bekannter Weise formen wir nun den positiv genommenen 
Exponenten der Wahrscheinlichkeitsfunktion um in 

{uii ^22 — ^^12) 4 " (<^22 'v 4 - ^12 ^ 0 “ 

a^22 

A 


^11 4- 2 ai2 u V 4 - «22 = 


^22 


ti ^ 4 ' ^22 




und haben daher fiir die Funktion y, 4 -der scheinbaren 

«22 

Fehler noch die Gleichung 

1 ^12 I 17 

y» 4- — ^» =- — \ hi + 


^22 


^22 


Ml) + 


V2 -. -f- 


-1- -f «<_l) -4- + I Ui 


4” 4- - 

\ ^22 


^22 


^22 

»-f- 1 ) 4- • • • 4“ 
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aufzustellen. Wir kSnnen hier als bekannt voraussetzen, dass, 
wenn h die Prazision der Wahrscheinlichkeiten der in der Funk- 


A =*161 -|- 0C2 e2 -f- aa e* • " 1 “ s« 

auftretenden Fehler ist, die Prazision der Wahrscheinlichkeit der 
Funktion A 

aci® -f- a2* -f- . . . oc«* 

lautet. Wird diese Regel auf unsere Aufgabe angewendet, so 
erhalt man fiir die Prazision der Fehlerfunktion von Xi 


r «22 




=1/_” . 

^ — ly r — l) ^22 


Da ferner noch dudv^dxdy, so ergibt sich fiir die Wahr- 
scheinlichkeitsfunktion von x und y. 


' ■ 7 : f («— i )«23 r w — I 


. —JLd_ ,2 rLfai ;r'l“ 

(n—t)a.£, n-I ' Hjs ' 


« \I~A ~ ''' ^ 

= -7 —-—; —e dxdy. 

(n — i) 7t 

Hierfiir schreibe man nach dem Vorhergehenden 
P(xv) = + + *2,V») ^xdv. 

7 Z 

Nun kann man bekanntlich naherungsweise 


-QC -00 

A 


2 ^ - - (Ajj ^2 + 2 *12 v^) d X d V = —^ 

^ 2D 


yS g — + 2 X v + »32 )•*) dxdy = 


j X 


y e ~~ ^*11 ^ + 2 *ja ^ V -f- *aa y = — * ■ 

2 Z/ 


setzen, wonach 
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S (**) S (y*) 

/S {x y) 

D 

n n 

1 « 


Mit diesem Ausdruck findet man 


I 


2 


n n 



S (y*) 

zD = 

n S (y^) 


n 

2 [5 {x^) S (y^) - 

(S (X y)) 2 ] 

S{x^) 

2D = 

n S (x^) 


n 

2 [S (x^) S (y*) — 

(S (xy))^] 

: {X y) 

2 /) = 

nS [x y ) 

n 

2 [S (x^) S (y--*) 

~ (S y)y 


Diese Konstanten des Wahrscheinlichkeitsgesetzes der wahr- 
scheinlichen Fehler liefern aber durch Anwendung der Gleichun- 
gen 


n 


n — I 


a\\ — hix , 


n 


n — I 


a>22 — hoy 


*12 


A12 


die Konstanten an, a22, «i2 des Wahrscheinlichkeitsgesetzes der 
wahren Fehler, welche im ersten Abschnitt eingehend dargestellt 
Worden sind. 

3. Da die Uebertragung der beispielsweise von Crofton und 
von Foerster gegebenen Darstellungen auf ein Gesetz zweier 
einander zugeordneten wahren Fehler recht miihselig zu sein 
scheint, war dem Verfasser die Anregung gegeben, aus den von 
Gauss und von Betrand gegebenen Analysen fiir scheinbarc 
Fehler Schliisse auf die Darstellung der Gesetzes der wahren Feh¬ 
ler zu ziehen. 

Es seien X und Y die wahren Werte einer Beobachtungsgrosse 
inbezug auf die X = und die Y = Achse, ai, a^,. . ., Un die Beo- 
bachtungswerte von X und 62. • • • , die Beobachtungswcrte 
von Y, so gelten fiir die wahren Fehler die Gleichungen 

Hi = X. - Ui , Ho ~ X - a^ , . . . , tin = X Un 

Vi — Y — bi , Vo — Y — 62. • • • > ^ . 

Wie schon im ersten Abschnitt gezeigt, ist 
S iu) = S (x) + n’k ^ nX 
S (v) = S (y) + M fjL = w (X . 

Ist 9 {ui , Vi) die Wahrscheinlichkeit der wahren Fehler 
Hi und Vi , und bildet man das Produkt 
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PV = <P (Ml , Di) 9 (Mj , Vi) 9 (Mj , Vs) • . • <P («n , V») , 

SO kann W im Vergleich zu dem entsprechenden Produkt der 
Wahrscheinlichkeiten der scheinbaren Fehler kein Maximum 
darstellen. Hieraus folgt aber, dass die Differentialquotienten 


BW 

dX 


und 


dW 
d Y 


nicht Null sein kbnnen. Wie bei der Darstellung des Bravais’ 
schen Gesetzes mogen zunachst mit Hilfe der logarithmischen 
Differentiation die Differentialquotienten 

I rf PF _ ’ 1 d 9 (Ui , V,) 

W d X ~ = 1 9 (m< , Vi) d X 
I dW I d(f>{ui,v,) 

war~iti<?{ui,vi) dY 

aufgestellt werden. 

Weiterhin ermittele man, dass 

^ d<f{ui,Vi) _ d(p(Ui,Vi) d Ui 

TX Tui TX 

df{Ui,Vi) _ rf 9 (m< , Vi) d Vi 

lY Tvi JY 

d Ui d (X — Ui} 

~dir ~ Jx “ ^ 

dvi _ d (Y — bi) __ 
dY~ dY * ’ 

SO ergibt sich 


I 

dW 

-’ v" I __ 

d (p (Uf , Vi) 

w 

dX 

i = I 9 («<. Vi) 

d Ui 

X 

dW 

_j = n I 

9 (Mj, Vj) 

w 

d Y 

j = 1 9 (Mj, Vj) 

d Vi 


In diesen Ausdriicken setzt man noch 


= fi («< . Vi) 


9 (Mj, Vi) d Ui 

I 9 (Mj , Vj) 


9 (Mj , Vj) d Vi 

Macht man die Annahme, dass 
/i (Mi, Vj) = « Mj + 6 Vj und /s (Mj, Vj) =6 Mj + c Vj, 
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SO findet man 


t St n 

L /1 {Ut , i^i) = a S (tf) b S [v) =anX~\-bn[i 

I = 1 

i =. n 

li /o (Wt ^'0 — b S (u) + c S (v) = b n c n u . 
»= 1 


Man kann daher 


i ~ n 

I = I 


/. 


{«< , Vi) 


= Pi (A) 


I — n 


i: 

i = 1 


/•J (m< , «^i) 


= Fa (X , (i) 


setzen und findet weiterhin, dass 


ePi 

dx 


= na 


d Pi „ ^ 5 Fa 

- = n 0 , --- 

d [I 5 X 


= nb , 


a Fa 

^ (X 


= « c 


sein wtirde. 

Die Annahme iiber die Beschaffenheit der Funktionen 
/i («», I'd und /a («<, Vi) fvihrt uns zu den Differentialquotienten 


d h («»•. Vj) „ ^ a /i (Mi . j B /g (»■ ■ ^ ^ a /a (m< , Vt) 

d Ui ’ 8 Vi ’ 8 Ui ’ 8 V, 


wonach 


8 fi {itj . Vj) _ 8 fi («i . Vj) 
8 Vi 8 n, 


ist. Da nun aber 


fi («<. J’.) 

so folgt ferner 

8 fi (Uj , Vj) 
8 Ui 


8 In fp (Uj , Vj) 
8 Ui 


f-l {Ui . Vi) = 


8 In ^ 




8 Vi 


In y {Uj ■ Vj) 8 fi (m< . I't) _ 8^ U <9 (ui , Vj) 
8 Ui^ ’ 8 Ui 8 Vi 8 Ui 8 m 


d fi {Uj , Vj) _ 8^ In <p («,• , Vj) 8 p [Uj , V.) ^ 8^ In tp {Ui , Vi) ^ 

8 Ui ~ 8 Ui 8 Vi ’ 8 V, 8 vi^ 

Unter den getroffenen Voraussetzungen ist aber auch 

(P Infpju , v) _ In <9 (u , v) , In <p {u , v ) _ ^ 

d ^ . d ud V ^ ’ dv^ 

Versucht man nun auf Grund dieser Gleichungen die Funk- 
tion 9 (m, v ) dutch Integration herzustellen, so liefert die erste 
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Integration nach u des zweiten Differentialquotienten 
ln<^f {u , v) nach u 


/ 


4 <p (m , v) 
8 w* 


du — a 11 (v) 


8 In 9 

8 M 


von 


und die zweite Integration nach « 

f d It f - d u — a u- + M {v) -f- 'J'a {v) (», v) . 

f / ^ W 2 

Die zweimal hinter einander ansgefiihrteri Integrationen 
nach V des zweiten Differentialquotienten von ln<p(u,v) nach v 
ergeben 

=r,M („) „ a 

' J 8V^ I YS w 

f d V f - - d V = C V- -f V 4^3 (u) -f 4'4 («) — In 9 (it , v) . 

J J d V“ 2 

Wird schliesslich noch der zweite Differentialquotient von 
ln(p {u , v) nach a und nach v erst nach « und dann nach x) integriert 
so ergibt sich 


f In (p (U , V) , t / \ ^ 9 (W • 

I — dll =b It + 4.5 (11) = —-—- 


8 u 8 V 


8 V 


I d V ^ du — bur + I <\i:, (v) d !■ + 4 ;^, (m) = /„ (p (u. 


v) 


Da dutch alle 3 zweifachen Integrationen cinunddieselbe 
Funktion /«9 (u, v) hergestellt worden ist, so muss 


In 9 (u, v) — au^ u 4*1 (v) 4- 4^2 (v) 

= —— C 4 - V 4^3 (u) 4 - 4^4 (m) 

= /; w t; + ^4^5 {v) dv + t\fQ (u) 

sein. 

Dcr Vergleich dieser drei Ergebnisse lehrt aber, dass 
4^0 (7;) = c 7;^ = J 4^5 (^) ^ ^ 

94 («) = a == 4 ;^ (^u) 

U 4^1 {v) = V 4^3 (w) =: b U V 
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sein muss. Fugt man noch die logarithmische Konstante In C 
hinzu, so muss also 

ln<f {u ,v) = a + b uv + _L c 7;* c 
Oder nach Uebergang zum Numerus 

—^ + b u V + —^ c fS 

f [u , v) — C e ^ 2 

sein. Da diese Funktion fiir « = 0 und v = 0 ihren grdssten Wert 
annehmen und fur grosse Werte von u und v moglichst klein wer- 
den soli, setzen wir ferner 

a ~ — 2 a\\ ,h == — 2 Uy, , c — — 2 

und erhalten 

(^U , v) = C e~~' ^‘*>1 + 2 ai2 M r + a22 t-2) 

Die Konstante C ist auch hier so zu bestimmen, dass die 
Summe aller nur moglichen Wahrscheinlichkeiten i ist, dass also 
der Bedingung 

<X 00 

I f (p (u, v) d u d 7 f 1 

— iX —00 

geniigt wird. Die hierzu erforderlichen Integrationen als bekannt 
voraussetzend, begniigen wir uns mit der Bemerkung, dass man 
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zu setzen hat. 

4. Recht schwierig scheint es zu sein, die Materie, welche 
Student im 6ten Bande der Biometrica (1908) unter der Ueber- 
schrift " The probable error of mean ” behandelt hat und die von 
Fisher in dem im Band V des Metron (1925) erschienen Aufsatz 
“ Applications of Student’s distributions ” und ferner auch von 
Miinzner in dem Aufsatz " Das Fehlergesetz des mittleren Feh- 
lers und seine Anwendung” enthalten im 2. Band der Blatter fiir 
Versicherungs-Mathematik und verwandte Gebiete (1932) bear- 
beitet worden ist, inbezug auf zwei zueinander gehorige Fehler, 
also mit Anwendung des sogenannten “ Fehlergesetzes in der 
Ebene ” einer Untersuchung zu unterziehen. Daher moge in- 
diesem Abschnitt auf die Anwendung des sogenannten Bra- 
VAis’schen Gesetzes verzichtet und das transformierte Gesetz 
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Pa.r,)d^dyi = 

TT 

angewendet werden, sodass es zunachst nur notwendig ist, sich 
mit dem mittleren Fehler der nur auf eine Koordinatenachse 
bezogenen Beobachtungsgrbssen zu beschaftigen. 

Obwohl vielleicht die Neigung besteht, nach dem Vorgang 
von Miinzner von der Helmert’schen Umformung des Produkts 
der n Wahrscheinlichkeiten 


/ /l \" l=M—I 

«(-=) + S dXidX 

w n / .'-i 

vS (x-) 

auszugehon und s* = ^ setzen, wollen wir doch lieber nach 

dem Vorgang von Student den Versuch machen, mit den wahren 

vS () 

Fehlern zu rechnen. Bekanntlich ist dann ^ zii setzen. 

n 


ft 

Die Aufgabe der Darstellung der Gleichung 5 («-) -- S (at*) 

n — I 

gehort aber schon in das Gebiet der elementaren Theorie der 
Methode der kleinsten Quadrate, obwohl man sie natiirlich auch 
von einem hoheren Standpunkt losen kann. Da die Summe 
von Quadraten S (w^) in Wirklichkeit unbekannt ist, moge die 
Wahrscheinlichkeit ermittelt werden, dass S («^) zwischcn ns^ 
und n d {n liege, Diesc Aufgabe kann in der VVeise ge- 
lost werden, dass man das i betragende Produkt von n Integralen 


h C * ~" 

= / n rfw; 

\y ) J in) » = 1 

- 3 D 

mit dem sogenannten Bessel’schen Diskontinuitktsfaktor 


d (n s*) r 

~~2ir J 

— oo 


^ (S (I#a) — n s9) * i ^ ^ 


multipliziert, dessen Eigenschaften hier als bekannt voraus ge- 
setzt werden sollen. 

Das Produkt 



n d Ui 


»=1 


27t J 
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forme man in das andere Produkt 


00 

" 7 = f 

‘ 1 V ^ J 


\u%—u^ti d {n s^) 




h i 


— (W + , ,) B 3 

e ' d Ui = 


7 t -h z i 


e-'^dt 


\jh‘^ 4 - z i 


so ergibt sich des weiteren 


P [n s*) d {n s*) 


d (n s^) A" 


(A' + 2 i) ^ 


Bekannt ist das Integral (13) 




wonach 


-i' (A* + 2»)2 

Mithin erhalt man 


^ n \ 


P' {n s*) d {n s®) = 


n 2 s d s 2 7 t 
271 p/jl^ 


KfW ^ — /«- H 5^ 




P[s)ds= —p—r A" e - ** n ® s 1 <i s . 


Als bekannt kbnnen wir hier das Gesetz des Fehlers im arith- 
metischen Mittel voraussetzen, welches 



54 


P(X)rfX = 

V/ 7 t 

lautet. Wir treffen jetzt die auf Student zuriickzufiihrende An- 
nahme, dass X das T-fache von s ist, und erhalten so aus dem vor- 
stehenden Gesetz 

P'(st) d (st) . 

Dieses Gesetz als Gesetz von t allein aufgefasst, fiihrt zu dem 
Ausdruck 


pMdx= ^ ^ ^ 


Die Wahrscheinlichkeit, dass s zwischen s und s d s und 
T zwischen t und x + liege, ist nun 


P (s) ds P (x) dr 


A" 




^ u r 


(v^ w A s)” e d n h s) d x , 


Hieraus ermitteln wir die Wahrscheinlichkeit, dass t zwi¬ 
schen T und X + dx liegt, wahrend s alle nur moglichen Werte von 
0 bis 00 haben kann. Diese Wahrscheinlichkeit lautet 


TT (t) ^ T — 


TT r 


Da man aber fiir das Integral 


^ — (1 + -ca) *9 ^ . 


00 V 


u * d u — 




2(I+T») * 


setzen kann, so crhalt man 


7t (t) dT = 




(1 + 1:*) * 
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Um auf die Form von Fishek zu gelangen, setzen wir noch 

T = -4= , was besagt, dass X das t fache von - 4 = ist. Das ist auch 
V » \/ n 

zweckmassig, weil nach der Wahrscheinlichkeitstheorie 


X* = 


n 


ist. Man erhalt demnach 

(t) 


p / « + A _.HM 

n{t)dt^ - >- - ■ J i + —) ^ dt, 

v/ « r ( - j 


wonach die Wahrscheinlichkeit £2 (t), dass t zwischen — oo und t 
liegt, 

(n + , »+1 

t- 


a {i) = 


(- 


I + 


d t 


{- y ) - 

und die Wahrscheinlichkeit 0 (t) , dass t zwischen t und + co liegt, 

<» +1 

d t 


<1> (/) 


(—-) • 


v/7r«r( ”-)j' 


J 


ist. 


Es lohnt sich wohl noch der Hinweis, dass 


a (<) + o ({) = 






1±J 
2 ‘ 


ci t = 1 . 


In der Tat findet man 


#•-»-1 


_</ ^ / (! + «’ 
Weil man die linke Seite der bekannten Formel 

r (w) r (k) 


n + i 
3\ 2 


r 

J (1 + 2;)*+ 


* r{m + k) 



5 ^ 

durch die Substitution z = auf die Form 



bringen kann, in welcher man dann nur noch m = 1/2 und K — — 

2 

zu setzen hat. Es ergibt sich somit 


I — ^ n 



p + A 
\ 2 / 



Hierbei ist von der Unterscheidung, ob 


M I 
2 


eine grade oder 


eftie ungrade Zahl ist, wie schon von Student und viel friiher bei 
der Berecnnung des Fehlers der Prazision beachtet wurde (z. B. 
bei Dinger (14)), abgesehen worden. 

Um die vorhergehenden Betrachtungen auf den zweidimen- 
sionalen Fall anwenden zu konnen, setze man in dem Produkt der 
Wahrscheinlichkeiten 


4 2 

* - ^ — («ii + 2 6‘ (ti T>) + S 

Tt” i =r. 1 

nach eirier rein algebraischen Methode welche man zur Umfor- 
mung der allgemeinen Gleichung zweiten Grades der Kegelschnitte 
(15) anwendet, 

Ui =- a Ei — p ■/), 

I'i = (5 4 - « ^,1 . 

so wird 

— Zap r,, 4- P" 

vr — a- 4- 2 a p Ei r/i 4- p* 


M< Vi = a p 5,- 4- (a* — P‘-*) Ei v),- — a p tq/'* 
und dementsprechend 

S (ti^) = a» S (?-^) - 2 a p 5 Y)) 4- P^ S (7j=>) 

5 (t 4) = p* .S (5*) + 2 « p 5 (5 Y)) 4- a* S (y)*) 

S (M V) = a p S + (a* - p*) .S y]) - a p S (y)=') . 
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Durch Anwendung dieser Gleichungen ergibt sich 
S («*) + 2 flu S (m v) + S (v*) = («ii a* 4 - 2 ai 2 a p 4 - a23 P*) S {^) 
4- 2 ((<*33 — <»ii) — <*1S (P® — a*)) s (I Vj) 4- («11 p* — 2 «12 a p 4- 
4- «23 a*) S (*J*) • 

Die GrOssen a und p sind nun derart zu bestimmen dass der Koef- 
iizlent von S (? yj) zu Null wird, damit S v]) fortfallt. Zwecks 
Ldsung dieser Aufgabe setze man 

<*11 4 - 2 flis a p 4 - a.,2 P* = (I) 

an p® — 2 ai2 a p 4 - <*22 «* = ^2^ (II) 

(an — a22) a P — a^* («* — P“) = 0 (III) 

Die Gleichung (III) kann man umformen in 
ail * 4 " ai2 P a22 P + a^ a 

O ^ * 

a p 

wo X eine noch zu bestimmende Grosse ist. Mit dieser Gleichung 
forme man (I) um in 

(an a 4 " ai2 p) a 4 " (a22 P 4 - ai2 a) P = Ai* j 
X («•■* 4- pn == Ai* • ' 

Stellt man noch die Bedingung 

S (a - p 7i<)* 4 - .S (a ■»).• 4 - P = 5 (^^) 4 - S (vj^) 
auf, aus welcher sich ergibt 

a* 5 ( 5 *) - 2 a p 5 (5 Y]) 4- P' 5 (V) + a* S (vj^) + 2 apS( 5 Y)) 4 - 
+ P»S(^*) = 5 (^^) + S(V), 

(«* + p») (S (^») 4- .S W)) = m + . 

so hndet man a* 4- P* = i • 

Demnach ist X = hi^ . 

Aus den Gleichungen (IV) folgt 

= V Oder (an-V)a + ai 2 p = 0 
a 

= V Oder (a23 —V)P4-ai3 a = 0 
Nunmehr mehr schreibe man die Gleichung (II) in der Form 
(«ii P — «i2«) P + (a 32 a — ai2 P) a = A2* 



und die Gleichung (III) in der Form 

{«n P — ai2 a) a = (flgg a — a ,8 P) P 


dll P- Ui2 ^ ^-^12 P 


= k. 


SO findet man unter Heranziehung der umgeformten Gleichung 
fiir Aj* 

(a^ + P^) A = hi" Oder x — hi . 

A us den Gleichungen fur k folgt 

^ * = hi Oder («n’ — hi) P — aij a = 0 

P 

^22 a P ,2 h 2 \^ ^ ft _ A 


^ Oder {a 22 — V) a—^12(3 = 0, 

Auf einfache Weise findet man aus den Gleichungen fiir hi^ durch 

Elimination von bezw-^ 
p a 

{an ~ W) («22 — h{^) ~ ci \2 = 0 

und aus den Gleichungen fiir durch Elimination von ~ , 


(^11 -^2*") (^22 -^2^) - ^12* — 

Es ergeben sich somit fiir und dieselben Gleichungen. 
Daher sind hi und die Wurzeln einundderselben Gleichung 

— («ii + ^^22) + (^11 «22 — CLvi) = 0 . 

Die Wurzeln dieser Gleichung sind aber 


hi = i“. ± + 
2 


+ ^22 J 


(^11 ^22—<*12^) 


^11 + ^22 , l//^u - ^23 


+ 


= 


^11 + ^22 lll^n — ^ 32 V 


2 


+ 
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Hiernach besteht die Beziehung 

As = |/ ay^ = v^flu ass — «is’ = V'"^ • 

Durch Anwendung der Formel fiir die Jacobische Transforma- 
tionsdeterminante welche fiir 2 Variable 


d u d V 


' d u d V d u 

^~dT ~T^f\ 


heisst, ergibt sich 

dudv = (a=* -f P*) 5 (/ ■/) =- dldr^. 

Durch die vorhergehende Beschreibung ist das Produkt 
der Wahrscheinlichkeiten in das einlache Produkt von Wahrschein- 
lichkeiten 



g *,2 S (^ 2 ) — V S (,)2) 


n d'c,id T^l 

= 1 


umgeformt worden. 

Auf die gleiche Weise kann man das Gesetz der Fehler im 
arithmetischen Mittel (bezogen auf beide Koordinaten), welches, 
wie wir im ersten Abschnitt sahen. 


P (X , (x) d'kd\i — g — n («a X'* + 2 011 X n +«» n“) dxd y. 

7 C 

lautet, transformieren. 

Setzt man 

X = a (p — P ij; 

|ji ■= P cp + a (J; , 

so erhalt man 

P (<f , ^) d d 'll — g — »*i>9“ — » V<{/“ dtp d 'll , 

TT 

wobei wieder 

Ai* = <*11 a® + 2 ais a p + <*33 p- 
A3* = <*11 P^ — 2 <*13 a P + <*22 
und nach dem Verlauf der Transformationen 
X® = a* <p® — 2 a P 9 ij; + P* 

(A® = P® 9 ® + 2 a P <p 4* + ** 4'* 
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ist. Auf Grund dieser Unternchnung kann man aber annehmen, 
dass 

l) mit der Wahrscheinlichkeit 


Q(0 = 






- 00 




n+1 

2 


d t 


die Ungleichung 


9 <t 


y 


n 


und 

2) mit der Wahrscheinlichkeit 



die Ungleichung 



besteht. Fiir das gleichzeitige Bestehen dieser Ungleichungen 
gilt die Wahrscheinlichkeit 

£2 U). £2 {w) . 

Unsere weitere Aufgabe wird es sein, von den transformierten 
Fehlern, bezw. ihren Quadrat-Summen zu den wahren Fehlern, 
bezw. ihren Quadrat-Summen zuriickzukehren. Aus den Sub- 
stitutionsgleichungen 

a ^ — p •/) = u 
P ^ -f a T) = w 

findet man mit Hilfe der ermittelten Bedingungsgleichung 

a* -f p* = I ; 


^ « a -j- V P 

Y] — V V. — n P . 


Aus diesen Gleichungen ergeben sich leicht die Summen 
gleichungen der quadrierten Werte 


S = S («“) a* -f 2 5 (« V) a p -H 5 (v*) p* 
S (y)*) = S (v^) — 2 S (m V) a p -1- 5 («») p». 
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Die Addition dieser Gleichungen liefert iibrigens 
S(^^) + S(r^^)=^S(u^) + S(v^). 

Auf dieselbe Weise findet man 

<p =Xa + [Ap 
= [A a — X p 

und 

<p2 = + 2 X [A a p + [a' P*' 

\i? o? — 2 X (A a p + , 

wonach auch 

Cp2 + 

Schreibt man jetzt gemass den eingangs dieses Abschnitts 
gemachten Voraussetzungen die Gleichungen an 

und setzt fiir <p“, S (ff), t|/', S (>)') die berechneten Werte ein, so 
ergeben sich die Gleichungen 

X’ a* + X [x 2 a p + !x' - —f [S (m*) + S («i-) 2 a |5 + S (!;=) (i'-*] 

fl 

und 

|X“ a“ — X (1 2 a p + X» - — [S (V^‘) x- — S (« z») 2 a p + .S (;/-) p'l. 

Tl 

Aus der ersten dieser beiden Gleichungen folgt 
X* - 5 {«»)] «!> + [x (X - S (M v)] 2 a p + (x» - 5 p^ 0 , 

aus der zweiten 

7P)2 7£1* 

jjL^-5 ^2 X (A-S (w v) 2 a P + X^-5 (fr) = 0 . 

fl fl w _ 

Hieraus kann man schliessen, dass 

entweder X* = \, S («*) , oder X* = Ar S {u’‘) 
n“ fl' 

entweder X ix = —5 (« v) , oder Xy. = — S (u v) 
n fl" 

/2 

entweder ix® = —5- vS (i'®), oder (x® = —v S (t ®). 





Dass diese Gleichungen nicht gleichzeitig bestehen kbnnen, ist 
einleuchtend. Addiert man noch die vorhergehenden zwei 
Gleichungen, aiis denen die letzten Folgerungen abgeleitet worden 
sind, so bekommt man 



OL^ + 



2 a p 5 («z;) + 


+ 


Q 


F 


P* + w® a* „ 



= 0 . 


Diese Gleichung kann fiir w offenbar nicht gelten. Setzt man 
daher w ==t,?>o ergibt sich aber 

X* —-4 5 («*) =0 ,!x*—5 (j;“) = 0 


Es lasst sich daher wohl die nachstehende Folgerung aus- 
sprechen ; 

Mit der Wahrscheinlichkeit 



kann man annehmen. dass die Ungleichungen 


X^ <<* 




. X (Z < /* 


5 (m v ) 






bestehen. X und [z stellen die ausserlichen Bezeichnungen der 
Fehler der arithmetischen Mittelwerte dar, wahrend 

W) i/T^T 



die mittleren Werte der unbekannten zweidimensionalen Fehler- 
grossen 

X®, X (z, [z^ 

sind. 

5. Zu demselben Ergebnis kommt man iibrigens schneller, 
wenn man den positiv genommenen Exponenten der VVahrschein- 
lichkeitsfunktion der wahren Fehler auf die Form bringt 

+ <122(v + ~m) + (I) 

^22 \ ^22 / <^22 
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und entsprechend auch den positiv genommenen Exponenten der 
Wahrscheinlichkeitsfunktion der Fehler des arithmetischen Mit- 
tels umformt in 


n A 
^22 


X* + « flja ([x + x) = X* + « «22 ' 

\ ^22 / ^22 


(II) 


Nimmt man dann an, dass 


X* = S («') und V- 






so wird 


■^ = (,x+^xy=(x«+iiivx+(^yx^ 

V / «22 [an/ 


_ j s (,r5) + .S (u „) + (-^) 5 («*^ 

' do 


^12 


^12 


Mit diesen Werten entsteht die Gleichung 


n (rtu X‘^ + 2 rti2 X !x + <*22 f) ^ v^'") + 




« 


wonach 


«u «22 «- 


n“ 


Da nun aber nach der einen Voraussetzung X® — —^ S (i<^) 

sein soil, so kann nicht gleichzeitig die zweite Gleichung fur X* 
bestehen. Setzt man aber w ~ t, so erhalt man wieder 

>2 ,1 1 • U • + • % .nSiuV) , -2 S K) 

^ ~ ^ Jl2 gleichzeitig auch X (x = <■ — ,\l- — r • 


n‘ 


n' 
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S. KULLBACK 


A note on the multiple correlation coefficient (i) 


The analysis of variance as developed by Dr. R. A. Fisher (2), 
involves the use of different estimates of variance « obtained largely 
by inferences based on the number of degrees of freedom of the 
variates rather than upon formal mathematical proofs » (3). The 
various estimates of variance involved in a set of independent 
items classified in some relevant manner into N sets of s items 
each (4) ; and into N sets of s» (t = i, 2, . . . , N) items each (5) 
(the study of the correlation ratio for uncorrelated material) have 
been established without making use of arguments involving 
the number of degrees of freedom of the items concerned. In this 
note we shall establish the various estimates of variance for the 
analysis of the multiple correlation coefficient from uncorrelated 
material without introducing any arguments involving the num¬ 
ber of degrees of freedom. 

Consider a sample of N independent items drawn at random 
from the n variate normal population whose distribution law is 

(l) ja {2 Tz)"'^ 

n 

where 0 = S {xp — mpYlap ^, with ntp and op the mean and stan- 

P = 1 

(1) Presented to the American Mathematical Society, April 19, i 935 * 

(2) «Proceedings of the International Math. Congress», Toronto, 
(1924), Vol. 2. pp. 805-813. 

(3) Rietz, H. L. «Bulletin American Math. Soc. », Vol. 38, 1932. 
P- 731 . 

( 4 ) Rietz, H. L., loc. cit. 

(5) Kullback, S. «Annals of Mathematical Statistics®. Vol. 6, 1935. 


n. 2. 
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daid deviation, respectively, in the population of the p—th 
variate and <t = crj ag... On . 

In the sample, let 

Xp = (ijN) S xpx and 

a = 1 


N _ 

(Ipq = (^ 1 ^) S i^PoL ^p) {^<! 0 L ^9) ~ ^<lP 


a = 1 


where Xp^ is the value of the p — th variate in the a — th sample. 
It has been shown (i) that the simultaneous distribution law of 
the set \apq\ (/?, 9 = i, 2 ,.. ., w) is given by 


(2) i{a) 




-l^n,(n —1)/2 ^ 
p = \ 


(^1 




vhere 9 — I- app I V and | a,, | is the determinant of the matrix 

p = i 

II ^pi II • 

Let u — a„ and d = log I a^ | / 1 a„ |„ where 1 ap, |„ is the co¬ 
factor of a„ in I a^ 1 (/), 9 = 1,2 ,..., m) , then the characteristic 
function (2) of the simultaneous distribution law of u and v is 
given by 

( 3 ) 9 (s, 0 = / I r"' I / («) <^« 


where i = ^ — i and the integration is to be taken over the 
field of all possible values of the = i, 2 . 

To evaluate the integral in (3), we make use of a more 
general integral evaluated by Dr. S. S. Wilks (3) from which 
there results 




W —n 



The simultaneous distribution law of u and v is given by (4) 


(1) WisHART, J. « Biometrika », Vol. 20 A, 1928, pp. 32-52. 

(2) Kullback, S, An Application of Characteristic Functions to the 
Distribution Problem of Statistics, « Annals of Math. Statistics)), Vpl. 5, 
1934. PP- 263-307. 

(3) <f Annals of Mathematical Statistics n, Vol. 3, 1932, pp. 196-203. 

(4) Kullback, S., loc. cit. 
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(5) 


P{u,v)= j j e-'^'‘-'‘«tf[s,t)dsdt 


To evaluate {5) with 9 [s ,t) as given in (4), we make use of 
the following known integrals (i) 


( 6 ) 


(7) 


h‘ |{— z)'dz = 2 -n i «—*, fl > 0 , — — < ampli < — 

-«-<oo ^ ^ 


r 


-ibx 


2 TT 


{r— i X) 


rTiS^ ^ rrri^ ^> 0 >''> ® 


(«) 


from which there results 

(8) p(»..) 


Let e'‘ = w , so that 


Nu 


( 9 ) D(.uMiud.. 

'iV — «\M/m — i\i 


(^■)' (- 


d u dw (u'^_ w) 

From (9) it may be shown that (2) 


(10) 


E (u) ■— j u D (u ,w) d udw — ^ oi* 

E (w) — jwD(u,w)dudw = ■ oi* 

r _ J 

[u — le') = \[u — w) D {u ,w) d li dw — 


ai- 


where E (-Y) represents the expected value of the expression in 
the parenthesis. 

The set of equations in (lo) is equivalent to the statement 
that the following estimates of variance have the same expected 
value: 


(1) Mac Robert, T. M. Functions of a Complex Variable, MacMillan, 
1 st. Ed., 1925, pp. 151, 67. 

(2) Cf. : Neyman j. and Pearson, E. S. « Biometrika », Vol. 20 A, 
1928, pp. 273-274. 
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(II) 



where Si — S f*!* — a:i)“ 
a = 1' 

N * 

where Sj = S (Uja — *i] —lA’ia—Xijf 

a = 1 ^ 

where S,= 


and Xi is the valus of Xi computed from the regression (i) 
of a:i on x.i,Xi, . .., x„ and the multiple correlation coefficient 
R is given by R'^ = S3 / Si. 

From (9) there is readily derived the well-known distribu¬ 
tion (2) of R^ = I — wju 


(12) D{R^) dR^=. 



iSil 

1 

(N — n\ 

1 

/«- 

iriTi 

1 2 J 

\ 2 / 




It is also evident from (9) that w and u — w are indepen¬ 
dently distributed; in fact, the simultaneous distribution of 

N — n , n — I . . , 

w — —— V2 and M — w = —— V3 m given by 


(13) 








« — 3 n—1 

V3 “ ^ d V2 d Vz 


Thus z = — log-^ is distributed in Fisher's « z-distribu- 
2 

tion », where has (w — i) and Vg has (iV — n) degrees of freedom 
and may be employed to test the significance of an observed 
multiple correlation (3). 


(1) Rietz, H. I.. « Mathematical Statistics », Chicago, Open Pub. Co., 
1 st. Ed., 1929, Section 33. 

(2) Fisher R. A., loc. cit. 

(3) Fisher R. A., loc. cit. 

Fisher R. A. Statistical Methods for Research Workers, 4th Ed., Oliver 
and Boyd : London, 1932, pp. 238-241 and Table VI. 
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Let us apply the theory to the following data which represent 
the number of occurrences of the letters E, D, N, R, S, T, observed 
per 100 letters of ordinary English text, where, we use Xi, x^, Xj, 
*4. *5. *61 to represent the occurrences of E, D, N, R, S, T, 
respectively. 






Table I. 

N = 25 , 

n 

= 6 






A'j 

*1 





^4 

Xt 

X , 

I<) 

2 

7 

8 

4 9 

17 

8 

8 

7 

2 

9 

II 

8 

10 

8 

13 1 

14 

.5 

.5 

8 

8 

II 

II 

6 

6 

.5 

10 12 

13 

.5 

8 

8 

9 

12 

14 

2 


8 

8 10 

12 

4 

14 

6 

6 

5 

12 

8 

6 

9 

9 7 

1.5 

4 

II 

6 

8 

II 

i 6 

2 

8 

8 

6 6 

14 

4 

6 

II 

4 

12 

i 6 

5 

II 

6 

6 13 

19 

.5 

6 

4 

6 

4 

10 

2 

II 

6 

6 10 

8 

5 

7 

4 

2 

14 

8 

4 

14 

10 

4 II 

12 

4 

II 

9 

3 

8 

i8 

2 

14 

6 

3 8 

16 

7 

6 

10 

7 

6 

17 

2 

7 

12 

4 8 

14 

3 

10 

8 

7 

15 

12 

4 

8 

12 

7 .5 

— 

— 


- - 

— 

— 






343 

112 

212 

192 : 

[60 

226 


From the observations recorded in 

Table I there are 

obtained 

the following 









Xi = 

= 1372 . 

1 ~ 

: 4.48 , ATj = 

8.48 , = 

7.68 , 

^6 = 

■ 6,40, A 

'd — 

9.04 



Nan 

= 

227.04 


Nate 

= ~ 

- 26.48 





Nan 

= 

— 30.64 


Naee 

= 

208.24 





Nan 

= 

— 4464 


Na^e 

= - 

- 9.16 





N an 

= 

— 8.24 


N a^e 

= - 

— 44.80 





Nan 

= 

— 44.20 


Naee 

= - 

- 748 





Nan 

= 

— 48.72 


Nuu 

=r 

139-44 





Na^.j. 

= 

90.24 


N <?45 

= - 

- 7.80 





N <*23 


— 2476 


Nan 

= - 

-. 55-18 





Na.^ 

= 

— 7.16 


Nan 

= 

178.00 





Na^ 


49.20 


Nate 

= - 

- 39-40 









N flgd 

= 

228.96 




We shall use the above data to determine the regression of Xi 
on Xg,Xi,Xi,Xf,,x^, and calculate the various estimates of variance. 
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The values of the partial regression coeflBicients b^.bs.bt.bi, ft* of 
the regression equation 

(14) X-^ix—Xi = bi {x^fi — Xj) + 63 (xsa ,— x^) -|- 64 (2;4ijf *4) -|- 

+ bi (x&oL — + bt (.roa — Se) 

are found by solving the set {i) 

1 90.2462— 24.7663— 7.1664+ 49.2065— 26.4865 =—30.64 

24.7663 + 208.2463— 9.1664—44.8065— 7.4865 =—44.64 

— 7.1660— 9.1663 + 139.4464— 7.8065— 55.1865=— 8.24 

— 49.2062— 44.8063— 7.8064+178.0065— 39.40 65 = —44.20 

— 26.4862— 7.4863— 55.1864— 39.4065 + 228.9665 =—48.72 

The solution of the set (15) is given by 

62 = — 0.40094, 63 = — 0.35879, 64 = — 0.27749, 65 = — 0.32718, 

65 = — 0.39405 

Singe, (2) using the notation of (11), — N 62 + 


+ N ai 3 63 

+ 

N aubi - j - N ( 

*15 65 

+ iV i?i5 65 and 

: = S, - 

we have 






1 

Si 

= 227.04, 

Vi = 

= 227.04/24 = 

9.640 

(16) 

S2 

= 162.79282, 

Vti = 

= 162.79282/19 = 

8.568 

( 

S, 

= 64.24718, 

V3 = 

= 64.24718/5 = 

12.849 


Therefore z = — (log V3 — log V2) = 1.27664 — 1.07402 = 
2 

= 0.20262, and since it is found in Table VI of Fisher’s Sfflftsficfl/ 
Methods for Research Workers that for Mi (our n — i) =5 and 
Mj (our N — n) =19 the 5 % point of the z distribution is 
given by 0.5040, it is clear that there is no reason for assigning 
particular significance to the multiple correlation coefficient given 
by = 64.247/227.04 = . 283. In fact, as may be seen from (12), 
the expected value of R^ is (n — i)l(N — i) = 5/24 ■■ . 208. 


(1) Cf. : Fisher R. A., op. cit. p. 143. 

(2) Cf.: Fisher R. A., op. cit., p. 145, 239. 



S. ROLLER 


Die Analyse der Abhaengigkeitsverhaeltnisse 
in zwei Korrelationssystemen 


I. 

In der Korrelationsrechnung ist seit einigen Jahrzehnten 
eine Methode zur statistischen Erforschnng der Zusammenhange 
mehrerer Grdssen entwickelt worden. Dabei sind aus dem ganzen 
Komplex der Zusammenhangsforschung besonders zwei Problem- 
gruppen herausgegrilien und eingehend behandelt worden: 

1. Die Korrelation. Dabei wird gepruft, ob zwischen den 
beiden Variablen X und Y iiberhaupt eine merkliche Beziehung 
besteht, und wie eng sie ist. 

2. Die Regression die Schatzung des Wertes der einen 
Variablen aus der Kenntnis der anderen. 

Ein drittes wichtiges Gebiet wurde dagegen fast vollstandig 
vernachlassigt: die Darstellung des Gesetzes, das dem Korrelations- 
system zugrunde liegt. Ira praktischen Fall wird hatifig die Auf- 
gabe gestellt, den quantitativen Ausdruck eines Zusamraenhanges 
anzugeben. Tm Laufe der Betrachtungen wird dann aber oft 
ganz unmerklich von dieser Fragestellung abgegangen, und das 
Ergebnis am Schluss bezieht sich nur noch auf die Korrelation 


(i) Der Ausdruck « Regression» stamnit von Galton und bezieht sich 
auf eine — jetzt iiberholte — Anschauung aus der Vererbungslehre. Man hat 
fiir die « Regressionsgeraden'» verschiedene andere Bezeichnungen vor- 
geschlagen, wie « charakteristische Geraden », « Beziehungsgeraden » die 
aber auch nicht sehr zutrefiend sind. Hier soli der Ausdruck « Regression» 
beibehalten und im Sinne der obenstehenden Definition gebraucht werden. 
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Oder Regression, aber nicht mehr auf das Ausgangsproblem der 
Darstellung des zugrundeliegenden Gesetzes. 

Es ist ohne weiteres anzunehmen, dass zwischen dcm Pro¬ 
blem der Regression iind dem der Darstellung des Gesetzes Zusam- 
menhange bestehen. Man wird z. B. die Beziehung zwischen 
Lebensalter und Korpergrosse instinktiv durch die Regressions- 
linie der Korpergrosse in bezug auf das Lebensalter ausdriicken, 
also durch eine Linie durch die Mittelwerte der Korpergrosse 
in den verschiedenen Altersgruppen. Hier ist der sachliche Grund 
der Beziehung klar. In anderen Fallen, in denen man dariiber 
gar nicht oder nur unvollstandig orientiert ist, befriedigt die 
Aufstellung einer oder auch beider Regressionslinien nicht mehr. 

Dies ist verstandlich, wenn man beriicksichtigt, dass bei 
der Berechnung jeder Regressionslinie eine Variable besonders 
bevorzugt ist. Bei so ausgesprochen einseitigen Beziehungen 
wie zwischen Alter und Grosse stort das nicht, wohl aber in 
anderen weniger klaren Fallen. Man hat als Erganzung zu den 
beiden Regressionsgeraden noch eine dritte Gerade berechnet, bei 
der beide Variablen gleichmassig beriicksichtigt sind. W. Wirth 
sahin ihr die zweckmassigste Darstellung desGesetzes {vgl. S. 109). 

Es ist aber offenbar unmoglich, allgemein eine dieser drei 
Geraden als Gesetz anzusehen, denn ausschlaggebend ist der 
sachliche Grund der Beziehung, die gegenseitige Stellung der 
Variablen im Kausalsystem. Wenn demnach eine Untersuchung 
liber die Darstellung des Gesetzes nicht von vornherein aussichtslos 
sein soli, miissen gleichzeitig auch die verschiedenen Moglich- 
keiten des Kausalzusammenhanges betrachtet werden. Beide 
Probleme sind untrennbar verbunden. 

Damit wird also auch die gegenseitige Stellung der Variablen 
in die Betrachtung einbezogen und so ein viertes, bisher ebenfalls 
vernachlassigtes Gebiet der Zusammenhangsforschung beriihrt. 
Bei statistischen Beziehungen sind X und Y nicht immer gleich- 
berechtigt und vertauschbar, wie z. B. beim Wachstum des rech- 
ten und linken Armes, und es besteht auch nicht irnmei* eine so 
klare Uberordnung einer Variablen liber die andere wie bei Alter 
und Grosse. Es ist eine fiihlbare Liicke in der bisherigen Korrela- 
tionstheorie, dass sich eine Uberordnung der einen oder anderen 

(i) W. Wirth : Spezielle pshychophysische Massmethoden. Abderhal- 
dens Hdbch d. biol Arbeitsmethode VI, A. S. 1-349. 1920. 
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Grosse bez. ihre Gleichberechtigung in keinem statistischen Krite- 
rium auch nur andeutungsweise erkennen Hess. 

Die hier angedeuteten Probleme konnen erst dann etwas 
greifbarer werden, wenn man einen neuen Ausgangspunkt ge- 
winnt. Die folgende einfache Uberlegung zeigt den Weg dazu : 
Der Schwerpunkt eines Korrelationssystcms muss auf jeden Fall 
dem zugrunde liegenden Gesetz sehr nahe liegen. Beruht nun 
auf demselben Gesetz eine zweite Beobachtungsreihe, aber an 
einer anderen Stelle des Koordinatenfeldes, so muss auch dessen 
Schwerpunkt dem Gesetz nahe liegen. 1 st das Gesetz linear, so 
muss die Verbindungslinie der heiden Schwerpunkte eine gute 
Approximation sein. 

Damit ist der Ausgangspunkt, namlich die Darstellung des 
Gesetzes, sichergestellt, und es soil nun im folgenden die Lage 
dieses Gesetzes in bezug auf das Korrelationssystem und auf 
dielRegressionsgeradcn naher untersucht werden. 


II. 

Zunachst sollen einige Beispiele, in denen auch das wahre 
Gesetz bekannt ist, behandelt werden. 


(i) Die Variablen sind stets mit X und y , die Versuchszahl mit n 
bezeichnet. Ihre Mittelwerte sind X und Y, die Abweichun^L^en vom Mittel- 
wert X == X — X und y = Y — Y Die mittleren Fehler sind 



Der Korrelationskoefiizient r 


- xi yi 



Die Gleichungen der Regressionsgeraden sind 

y — y = 6.{A^ —A). 

wobei der RichtungskoefRzient der flachen Regressionsgeraden von Y 
in bezug auf X, kurz Regressionsgerade {yjx) genannt, mit 


Ryjx — r . 


Ox 
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Beispiel i. — Aus mehreren Spielen von 52 Bridge-Karten 
wurden die Asse herausgenommen. In verschiedenen Versuchsan- 
ordnungen wurde dann die Beziehung zwischen der Haufigkeit 
Y der Karten 2, 3, 4 und 5 und der Haufigkeit X der Karten 
6, 7, 8, 9, 10, Bube, Dame und Kdnig untersucht. Das Gesetz 

ist hier stets Y = X . 

2 

a. In der ersten Versuchsanordnung wurde zuerst mit 4 
Wiirfeln gewiirfelt. Die Summe der Augen wurde als X genom- 
men. Dann wurden so lange Karten gezogen, bis man die X — 
te Karte (6) bis (Kdnig) erhielt. Die Anzahl der Karten (2) bis (5), 
die dabei atifgetreten waren, ergab das Y. Man bestimmte 
also A'vorher und suchte dann das zu diesem X gehdrende Y . 

Man erkennt, dass hier die Versuchsanordnung genau der 
Fragestellung der Regressionsgeraden von Y in bezug auf X nach- 
gebildet ist. Es ergaben sich bei 300 Versuchen folgende statisti- 
schen Konstante ; 


die Mittelwerte 

X =13.78 


Y = 6,79 

die mittleren Fehler 

Ot = 3.266 


ay = 3.XI4 

der KorrelationskoefEizient 

II 

0 

00 

00 

die flache Regressionsgerade {yjx) 

Y = 0,465 X + 0,38 

die steile Regressionsgerade {xjy), nach 


Y aufgelost 

1 . T7-_ 1 _ ] _ —. 

Y = 1.953 X — 20,12 

1 _ : ... V 


b. Gleiche Versuchsanordung wie bei a; nur wurde X 


als Summe der Augen von 8 Wiirfeln bestimmt, wodurch die 


und der der steilen Regressionsgeraden (xjy) mit 

Rxly r.Qx 

bezeichnet wird, 

Der Richtungskoeffizient der Schwerpunktsverbindung ist 



wobei der Index die Zugehorigkeit zum ersten bez. zweiten Korrelations- 
system bezeichnet. 

Die mittleren Fehler von , 62 und d sind in Abschnitt 5 angegeben. 
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Zahlen ungefahr verdoppelt warden. Hier ergab sich in 300 
Versuchen : 



X 

= 28,23 


Y 

= 13,92 


Ox 

= 4.723 



= 4.369 


Txy 

= 0,595 

Regressionsgerade (yjx) 

Y 

= 0,550 X — 

Regressionsgerade (xly) 

Y 

= 1,555 X — 


Die beiden Versuchsreihen a und b haben die gleiche Ver- 
suchsanordnung und das gleiche Gesetz und sind nur gegeneinan- 
der verschoben. Als Darstellung des Gesetzes lasst sich die Verbin- 
dungslinie der beiden Mittelpunkte berechnen : 

Y = 0,493 X + 0,00 

Ihr Richtungskoefflzient mit seinem mittleren Fehler ist 
d = 0,493 + 0,018 . 

Die Ubereinstimmung mit dem wahren Wert ist gut. 


Ein Blick auf die statistischen Konstanten und die Figur i 
zeigt ferner, dass beidemal die sinngemasse Regressionsgerade 

von Y in bezug auf X dem zugrunde liegenden Gesetz Y = -^X 

sehr nahe kommt, wahrend die andere weit davon entfernt ist. 
Die Richtungskoeffizienten und ihre mittleren Fehler sind im 

Beispiel i <1 i>i = 0,465 + 0,048 

h = 1,953 ±0,201 
und im Beispiel xb bx — 0,550 ± 0,043 

h = 1,555 ± 0,122 

bx stimmt also in den Fehlergrenzen gut mit dem wahren Wert 

2 

und mit dem empirisch aus der Schwerpunktsverbindung gefun- 
denen 0,493 + 0,018 iiberein. 
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Fig. I. — Kartenversuch i. X ist zuerst bestimmt, Y da von abhangig. 

- Hauptgerade (Vgl. S. iii) 

-Regressionsgerade (xly) 

. » ivM 

Schwerpunktsverbindung. 


Beispiel 2 a. — In den bei Beispiel i verwandten Karten 
wurde die Versuchsanordnung geandert. Mit 2 Wiirfeln wurde 
jetzt der Wert Y vorher bestimmt. Dann wurden Karten gezo- 
gen bis zur Y — ten Karte (2) bis (5): X ergab sich dann als 
Anzahl der dabei gefundener Karten (6) bis (KSnig). Umgekehrt 
wie im Beispiel i wurde hier also Y vOrher bestimmt und dann 
das dazugehbrige X anfgesucht. Die Versuchsanordnung entsprichi 
jetzt der Fragestellung der steilen Regressionsgeraden, ndmlich der 
von X in bezug auf Y. 
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Es ergab sich bei 300 Versuchen : 

2 = 13.65 
y = 7.07 

== 6,775 
dy = 2,428 
r,ly — 0,684 

Regressionsgerade {ylx) Y = 0,245 X + 3,73 

Regressionsgerade (xjy) Y — 0,523 X — 0,07 

b. Gleiche Versuchsanordnung wie bei 2* ; nur wurde Y 
als Summe der Augen von 4 Wiirfeln bestimmt. Es ergab sich 
bei 300 Versuchen : 

X = 26,64 

Y =13.78 

CT, = 9,915 
= 3.266 

Txy = 0,690 

Regressionsgerade {yjx) Y = 0,227 ^ + 7.73 

Regressionsgerade [xjy) Y = 0,477 ^ + 1.07 

Die Verbindungslinie der Schwerpunkte von 2 a und 2 h ist 

Y = 0,517 + 0,02 

Der Richtungskoeffizient und sein Fehler ist 0,517 + 0,020 und 
stimmt mit dem wahren Wert 0,5 gut iiberein. 

Wie man aus der Versuchsanordnung erwarten muss, stimmt 

jetzt die steile Regressionsgerade mit dem Gcsetz Y = A' und 

mit der Schwerpunktsverbindung iiberein. Die Richtungskoeffi- 
zienten sind : 

im Beispiel 2 « : = 0,245 + 0,015 

bi = 0,523 + 0,032 
im Beispiel 26: = 0,227 i 0,014 

bi = 0,477 + 0,029 

Hieraus und aus der Fig. 2 erkennt man die gute Ubereinstim- 
mung. 
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(» to 20 :^o 40 r>o 

Fig. 2. — Kartenversuch 2 . y ist zuerst bestimint, X da von abhangig. 

- Hauptgerade (Vgl. S. in) 

.. Regressionsgerade (x/y) 

-» (x/y) 

Schwerpunktsverbindung. 


III. 

In den beiden ersten Beispielen lagen ausgesprochen einsei- 
tige Beziehungsgesetze vor, die mit den entsprechenden Regres- 
sionslinien in den Fehlergrenzen ubereinstimmten. In der Praxis 
weit haufiger sind aber die Falle, in denen weder X noch Y bevor- 
zugt ist, sondern beide etwa gleichberechtigt von dritten Grossen 
abhangen. 

Fiir einen solchen Fall lasst sich eine entsprechende Gerade 
berechnen. Es sei in Erinnerung gebracht, dass man die Regres¬ 
sionsgerade von y in bezug auf X erhalt, indem man die senk- 
recht zur X — Achse gemessenen Abstande der Beobachtungs- 
werte von der Geraden zum Minimum macht. Die Regressionsge¬ 
rade von X auf Y erhalt man auf demselben Wege, nur misst 
man hier die Abstande senkrecht zur Y — Achse. Im ersten Fall 
war X, im zweiten Y bevorzugt. Sollen nun X und Y gleichbe- 
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rechtigt sein, so kann man ebenso vorgehen, diesmal aber die 
Abstdnde senkrecht zur Geraden selbst messen. 

Macht man die so gemessenen Abstande nach der Methode 
der kleinsten Quadrate zum Minimum, so erhalt man die durch 
den Schwerpunkt gehende Gerade 

y = a X 


wobei 

ist W. WiRTH (iQ2o), L. J. Reed und C. Gini (1921) hoben 
die Wichtigkeit dieser Geraden hervor 

Bei Normalverteilung geht die Gerade in die Hauptachse 
der Ellipsen iiber. 

Die Gerade hat aber in dieser Form noch den Nachteil, dass 
sie von der Wahl des Messungseinheiten von x und y abhangig 
ist ; denn bei Streckung oder Verkiirzung des Systems andert 
sich der Fusspunkt des Lotes von einem Punkt auf eine Gerade ^3). 

Man sieht dies in der Formel. Setzt man z. B. 10 x statt x , 
so wird 


S (10 xY = 100 . ^ ; 2 10 Af. y = 10.2 Af y 


(i) Der einfacheren Schreibung halber sind hier die Regressionskoeffi- 
zienten Ry/^ und Rx/y (vgl. S. 103) benutzt. sgn r (Signum r) bedeutet, 
dass der nachfolgende Ausdrucke das Vorzeichen von r erhalt. 

{2) W. WiRTH (Zit. S. 2). Vgl. auch E. Czuber : Zur Theorie der li- 
nearen Korrelation. « Arch. f. d. ges. Psychol.)) 41 S. 310-334, 1921 und 
W. Wirths Bemerkungen dazu S. 334-352, 1921. 

L. I. Reed: Fitting Straight Lines. « Metron », I, S. 54-61, 1921. 

C. Gini : SulVinterpolazione di una retta quando i valori della varia- 
bile indipendente sono affetti da errori accidentali. « Metron )>, I, S. 63-82, 1921. 

Reed erwahnt, dass Pearson schon 1901 eine solche Ausgleichung. 
empfohlen hat. 

Gini hat (i) als Spezialfall einer allgemeineren Ausgleichung auf- 
gefasst, in der noch die Beobachtungsfehler von X und Y eingefiihrt sind. 
In dieser Arbeit sind diese zusatzlichen Beobachtungsfehler nicht beriick- 
sichtigt. 

(3) Auch bei Berechnungen einer zweidimensionalen Gaussvertei- 
lung pflegt dies bisher unberiicksichtigt zu bleiben. 



82 


und 


^IQX - 

10 . ; 

^ lo X ,y — ^x y 

► _ 

y/lox — 

~ . Ry/x : 
10 ^ 

o 

II 

M 

o 


hier finden nur die sinngemassen Anderungen statt. Dagegen 
wird 

^ ■ i +' 

Da es aber ein Grundsatz jeder Rechnung ist, dass das Re- 
sultat von der zufalligen Wahl der Messungseinheit unabhangig 
ist, ist Gleichung (i) nicht brauchbar. 

Der Vergleichbarkeit der Resultate halber ist es notig, die 
Formel (i) durch Festlegung des Massstabes von x und y zu nor- 
mieren. Wie stets in solchen Fallen, fiihrt man die Variablen 


und 


ein, wodurch der mittlere Fehler Messungseinheit wird. 

^x' ” ^y' ~ I • 


Ferner wird 


Rjr'/v' ““ ^y'/x' — ^x 


Aus der Formel (i) wird dann 


fl = (sgnr).i = i_^ 


+ I bei positivem r 
bei negativem r 


die Gerade wird also 


Oder 


y' = (sgn r ). 


y = (sgnr). ^ . a; 


Oder, wenn man die urspriinglichen Koordinaten einsetzt: 
y-Y = (sgnr). 


(2) 



Diese Gerade, die sich nach Normierung der Variablen alien 
Punkten am besten anschmiegt, soil im folgenden kurz als Haupt- 
gerade des Systems bezeichnet werden. 

Ein Beispiel soil die Brauchbarkeit dieser Geraden zeigen, 
wenn einem Korrelationssystem ein Gesetz zugrunde liegt, das 
nicht einseitig X oder Y bevorzugt. 

Beispiel 3. — Nimmt man Kastanienblatter mit einer unge- 
raden Zahl von Fingern, so sind entsprechenden Finger rechts 
und links vom mittelsten einander mehr oder weniger gleich. 
Tragt man auf der X — Achse die Lange eines Fingers auf der 
rechten Blattseite und auf der Y — Achse die Lange des ent¬ 
sprechenden Fingers links auf, so erhalt man ein Korrelations- 
schema, dem das Gesetz Y = X zugrunde liegt. Die Kreise in 
Figur 4 zeigen ein solches Bild. Es wurden im Mai wahrend des 
Wachstums 120 solche Messungen gemacht. Die gleichen Blatter 


wurden im Juni wieder gemessen und sind in der Figur 3 durch 

Kreuze dargestellt. 

Die statistischen Konstanten 

sind bei der ersten Messung 


A' 

-- 64,04 


V 

= 62,17 


Ox 

-- 12,03 


Oy 

= 12,37 


r*) 

==- 0,721 

Regressionsgerade {ylx) 

y 

= 0,741 X -f 14,72 

Regressionsgerade {xjy) 

Y 

== 1.427 X — 29,22 

Hauptgerade 

Y 

= 1,028 X — 3,66 

und bei der zweiten Messung 


A' 

= 77.83 


Y 

= 76.33 


Ox 

= 18,27 


Oy 

= 18,42 


fxy 

= 0,729 

Regressionsgerade (ylx) 

Y 

= 0,735 X -f- 19,12 

Regressionsgerade (xjy) 

Y 

= 1,383 X —31,31 

Hauptgerade 

Y 

= 1,008 X — 2,12 



Die Schwerpunktsverbindung ist 

Y = 1,027 ^ ~ 3>6o 

Der Richtungskoeffizient mit seinem mittleren Fehler ist 
d = 1,027 ± 0,038 

stimmt also mit dem wahren Wert i gut uberein. 

Die Richtungskoeffizienten von Regressionsgeraden und 
Hauptgeraden mit ihrep mittleren Fehlern sind bei der ersten 
Messung 

' bi = 0,741 + 0,066 

62 = 1,427 + 0,126 
a = 1,028 + 0,064 

und bei der zweiten Messung 

h = 0,735 + 0,063 
*2 = 1,383 + 0,118 
a — 1,008 + 0,061 

Man erkennt aus den Zahlen einwandfrei, dass keine der Regres- 
sionslinien das wahre Gesetz Y = X innerhalb der Fehlergrenzen 
darstellt; die Hauptgerade liegt dagegen in den Grenzen des 
mittleren Fehlers und kann hier, ebenso wie die Schwerpunkts¬ 
verbindung, als Darstellung des wahren Gesetzes angesehen 
werden 0). 


(i) Hiervon bleibt unberiihrt, dass es im Einzelfall noch bessere Nah- 
rungsfonneln geben mag. So hatte man in alien Beispielen da von Gebrauch 
machen konnen. dass die Gerade durch den Nullpunkt gehen muss, und 

dass daher Y = —^ die beste Naherung ist. Der Uebertragbarkeit auf all- 
X 

gemeinere Falle halber ist dies in den Beispielen nicht beriicksichtigt. 
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Fig. 3. — Messungen an Kastanienblattern (Beisp. 3). 

- Hauptgerade 

-Regressionsgerade (xly) 

- * (yW 

Schwerpuuktsverbindung. 

Es ist noch zu zeigen, dass in den beiden erstcn Beispielen, 

in denen eine Regressionslinie das Gesetz Y = X darstellte, 

die Hauptgerade ausserhalb der FehJergrenzen lag. 

Im Beispiel i a war a = 0,953 + 0,041, bei i b war 

a = 0,925 + 0,043. Dies ist sicher verschieden vom wahren Wert 
0,5 und auch von der Richtung der Scbwerpunktsverbindung 
d — 0,493 ± 0,018. 

Im Beispiel 2 a war a = 0,358 + 0,016, bei 2 b war 
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a = 0,329 + 0,014. Auch hier ist ein sicherer Unterschied zum 
wahren Wert 0,5 und zur Richtung der Schwerpunktsverbindung 
d =0,517+0,020 vorhanden. 

IV. 

Fiir das zugrunde liegende Gesetz (d. h. praktisch fiir die 
Schwerpunktsverbindung) ergaben sich bisher drei Stellungen im 
Korrelationssystem, namlich die Ubereinstimmung mit einer der 
beiden Regressionsgeraden bei einseitigen Beziehungen und mit 
der Hauptgeraden bei sokhen, in denen X und Y gleich berech- 
tigt und vertauschbar sind. Zwischen diesen beiden Typen gibt 
es auch Zwischenstufen, in denen das Gesetz dann auch eine 
entsprechende Zwischenlage zwischen den Geraden einnimrat, 
wie das folgende Beispiel zeigt. 

Beispiel 4 a. — Wie in den Beispielen i und 2 wurde mit 

mehreren Kartenspielen ohne Asse das Gesetz Y = X darge- 

stellt, wobei Y die Haufigkeit der Karten (2) bis (5) und X die 
der Karten (6) bis (Konig) ist. Die Versuchsanordnung wurde 
diesmal so gewahlt, dass zuerst mit 6 Wiirfeln gewurfelt wurde. 
Die Summe der Augen bedeutete die Gesamtzahl (X + Y) der 
Karten. Jetzt wurden (X + Y) Karten gezogen und aus dem 
Ausfall dieser Ziehungen ergab sich X und Y. 

In Beispiel i war X durch Wiirfeln vorher bestimmt, in Bei¬ 
spiel 2 war es Y. Hier ist weder X noch Y vorher direkt bestimmt, 
sondern nur (X -|- Y). Es besteht also keine direkte vollstandige 
Abhangigkeit zwischen X und Y ; allerdings kommt die Vorher- 
bestimmung der Summe (X -(- Y) mehr dem X zugute alsdem 
Y, weil ja X doppelt so gross ist. Man kann daher eine gewisse 
teilweise Bevorzugung der Variation von X erwarten. 

Um die Resultate vollstandig sicherzustellen, wurden 800 
Versuche vorgenommen. Es ergaben sich : 



A' 

= 14.32 




Y 

= 7,16 




Ox 

= 4,278 




CTy 

= 2,750 




rxy 

= 0,212 



Regressionsgerade (y/x) 

Y 

= 0,136 

A -f 

5.21 

Regressionsgerade (x/y) 

Y 

3.033 

X — 

36.27 

Hauptgerade 

Y 

= 0,643 

X — 

2,05 
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Die drei Richtungskoeffizienten mit den mittleren Fehlern 

sind 

= 0,136 + 0,022 
h = 3.033 ± 0,500 
a — 0,643 + 0,019 

Hier stimmt keiner der Richtungskoeffizienten mit der er- 
warteten Richtung 0,5 in den Fehlergrenzen iiberein, sondern das 
Gesetz liegt zwischen Hauptgerade und Regressionsgerade (yjx). 

Beispiel 46. — Gleiche Versuchsanordnung wie bei 4 a ; nur 
wurde (X + F) als Summe der Augen von 12 Wiirfeln bestimmt. 
Es ergab sich bei 300 Versuchen. 

A' 29.47 
Y = 14,29 



Ox 

-= 6,059 





Oy 

= 3,778 





fxy 

= 0,320 




Regressionsgerade (y/x) 

V 

= 0,200 

X 

+ 

8,40 

Regressionsgerade (x/y) 

Y 

= 1.950 

X 

— 

43.18 

Hauptgerade 

Y 

--- 0,624 

X 

— 

4,10 


Die Richtungen mit ihren Fehlern sind : 

bi = 0,200 + 0,034 
= 1,950 ± 0,334 
a =0,624 + 0,035 

Auch hier stimmt 0,5 mit keiner von ihnen iiberein, sondern 
das Gesetz liegt zwischen Hauptgerade und Regressionsgerade 
(y/x). Das bedeutet, dass im Beispiel 4 eine gewisse Bevorzugung 
von X vorliegt, aher keine vollstandige Uberordnung von X Uber Y. 

Auch wenn man das wahre Gesetz nicht kennenwiirde, kame 
man zu den gleichen Schlussen durch Verwendung der Verbin- 
dungslinie der beiden Schwerpunkte 

y = 0,471 X -t- 0,42 
als angenaherter Darstellung des Gesetzes. 



88 



Fig, 4. — Kartenversuch 4. {X -)- Y) ist zuerst bestimmt. 

-Hauptgerade 

-Regressionsgerade (xjy) 

- » (y/Af) 

■111 M l I ■III III ■ Schwerpunktsverbindung. 

Ihre Richtung hat den mittleren Fehler 
d = 0,471 + 0,017 

stimmt also mit 0,5 in den Fehlergrenzen iiberein und liegt 
ausserhalb der Fehlergrenzen von bi und a , denn die Differenzen 
sind 

in 4 a in 4& 

d — by = 0,335 + 0,028 0,347 ± 0.03^ 

a — d =0,172 + 0,026 0,171 + 0,039 

Es ergibt sich wieder, dass X partiell bevorzugt ist (vgl. Fig. 4). 

Versucht man den Grad der Uberordnung zu erfassen, kann 
man die Abweichungen der Richtung des wahren Gesetzes von 
der der Hauptgeraden zur Abweichung von der Regressionsrich- 
tiing 61 in Beziehung setzen. Es ist 
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in 4^^ in 46 

« — o>5 == 0,143 0,124 (Entfernung von der Gleichberech- 

tigung von X und Y). 

0,5 — ^1 = 0,364 0,300 (Entfernung von der vollstandi- 

gen Uberordnung von X). 

Beidemal stehen die Differenzen etwa im Verhaltnis i zii 2,5. 
Bleibt man ganz im Empirischen und betrachtet die Differenzen 
nicht von 0,5, sondern von der Richtung der Schwerpunktsver- 
bindung 0,471, so wird das Verhaltnis etwa i zu 1,9. 

V. 

Die Formeln, deren Gebrauch sich als notwendig heraus- 
gestellt hat, sollen jetzt noch einmal zusammengestellt und die 
Werte fiir ihre mittleren Fefler angegeben werden. Die FehJer- 
formeln setzen zunachst kein bestimmtes Verteilungsgesetz voraus, 
sondern sind die ersten Naherungsformeln einer Reihenentwick- 
lung. Dabei treten die Potenzmomente vierten Grades auf : 

^ n 

Fiir die Normalverteilung als wichtigsten Spezialfall werden 
dann die vereinfachten Formeln angefiihrt. 

Regressionsgerade 

Y—Y==b.{X — X) 

Fiir die flache Regressionsgerade, namlich die von Y in bezug 
auf X , ist 

b, = i?,/, = r . 
fiir die steile von X in bezug auf Y 

r . (7. 

Den mittleren Fehler von 61 gibt F. Bernstein unter 
Voraussetzung linearer Regression an als 

(i) F. Bernstein : Die mittleren b'ehlerquadrate und Korrelaiionen 
der Potenzmomente und ihre Anwendung auf Funktionen der Poien.rmomente, 
« Metron Bd. 10, N. 3, 1932. 




Bei der Regressionsgerade {xjy) ist das Fehlerquadrat fiir R*/y 




P'l- — Pn ■ P<" 


Daraus folgt naherungsweise 

, P-^-i ■ P'U—P'U ■ P«> 

<76 -■=- - -— 

^ «. PI 

Im Fall der Normalverteilung wird 

po* 3 ^§2 = 3 <Py 
Pw = 3 Aio 3 

pi^-^pm- Po2 I- 3 P'ii dy (I 2 r^) 


Setzt man dies in (3) und (4) ein, so wird <“> 


und 







Der Richtungskoeffizient der Hauptgeraden — abgesehen 
vom Vorzeichen — ist a --- — • Statt des mittleren Fehlers oa 

dx 

sei zunachst der von a* berechnet. Dieser lasst sich dutch die 
Formel annahern : " 



<2+ V-2r 2 

y X X y X’ 



wobei mit v die Variationskoeffizienten bezeichnet sind. 


(2) Nach R, A. Fisher, ist n durch (n — 2) zu ersetzen, da bei der Be- 
rechnung zwei « Freiheitsgrade » verloren gegangen sind. 
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Das Fehlerquadrat des zweiten Momentes = o’* ist 


2(J 


n 


Daraus ergeben sich die Variationskoefflzienten 


V ^2 - - . 

n . a** 


und 


Poi 


n . rr^ 


Es fehlt noch die Korrelation von und aj. Bezeichnet 
man mit® den wahrscheinlichen Wert eines Ausdruckes, so ist 


Nun ist 






I 

I 


E .rf yf + S .v2 y2 


I k 


-. p'Z'Z "1 - 9 -^ 

n ^ nr ^ 


und 




p 22 - 


K/>40—O (^04—'t|,) 


(«) 


Man setzt nun diese Werte (6), (7) und (8) in Gleichung (5) 
ein und erhalt endlich des gesuchten Fehler naherungsweise als 


Oa = -- 

2 a 


^ :r^ + — 2 2-'-' 


2 • 2 


(9) 


Im Falle einer Gaussverteilung wird 


V-, 


r?. 


1 '-. = 
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Ferner wird 
und 


U* (T® (I 4- 2 r^) 


'22- 
X y 


Setzt man dieso Ausdnicke ein, so vercinfacht sich die For¬ 
me! (9) bei Gaussvriteilniig zu 


«. - ■ V' 

fT. \ n 


Der mittlere Fehler des Richtimgskoeffizienten der Verbindungs- 
linie der Schwerpunkte 

.1 

-V. — A', 

lasst sich auch nach der oben bci {5) angewandten Naherungs- 
formel fiir den mittJeren Fehler eincs Quotienten berechnen. Man 
hat als mittlercn Fehler des Zahlers 


5 . 

n, 


0- 

>'2 


n. 


und als mittleren Fehler des Nenners 


X„ X 

^ + — 


Ferner ist die Korrelation zwischen Zahler und Nenner ein Mittel- 
wert zwischen und r,, y,, und zwar 


fZN ~ 


gy^ + gy; gj, 

1'^', + K, + 


Der Fehler von d wird untor Benutzung dieser GrSssen in erster 
Naherung 








+ r= 


'N 




2 r^AT 7— 


Oz ■ g^ 


(Vi—y2)(A-i-A-2) 


(12) 
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Diese Formel setzt voraus, dass Yi und Y2, sowie Xi und X*2, ebenso 
auch Xi und Y^ sowie X2 tind Yx voneinander unahhdngig sind. 
Das trifft im allgemeinen zu, wenn die Beobachtungswerte des 
ersten und des zweiten Korrelationssystems sich auf verschiedene 
Individuen beziehen. 

Oft wird man aber in beiden Systemen die gleichen Individuen 
wahlen. Einmal kann man dadurch manchmal gewisse Fehler- 
quellen ausschalten, und zum andern auf diese Weise die Genauig- 
keit der Richtung der Schwerpunktsverbindung erhohen. In 
solchen Fallen ist der einfachste VVcg ziir Bestimmung von , 
die Differenz der Y — Wertc, also (Yu — Voi) und die der X — 
VVerte, (Xit—A'gi) , deren mittlere Fehler und 

die Korrelation —x^) AVi-v-i) bilden. 

Aus diesen Differenzen lasst sich dann 

}/n 

yn 

und 

direkt bestimmen. 

Vorstehend sind nur Richtungskoeffizienten und deren mittlere 
Fehler angegeben worden. Die Aufgabe ist stets, die Uberein- 
stimmung von drei Geraden zu priifen, namlich der Schwerpunkts¬ 
verbindung einerseits und der Haupt- oder einer Regressions- 
geraden in jedem der beiden Korrelationssysteme andererseits. 
Da die Schwerpunktsverbindung mit jeder der beiden anderen 
Geraden einen Punkt gemeinsam hat, so stimmen die drei Geraden 
bereits dann iiberein, wenn ihre Richtungskoeffizienten gleich sind. 

VI. 

Wie lassen sich nun die eben gewonnenen Erkenntnisse fiber 
die Lage der Schwerpunktsverbindung in den Korrelationssyste- 
men in praktischen Problemen anwenden ? Dabei sollen drei 
Problemgruppen unterschieden werden. 
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1. Einheitlichkeit des Gesetzes in verschiedenen Beobach- 
tungsreihen. 

2. Uberordnung einer Variablen. 

3. Vergleich von Messungsmethoden verschiedener Genau- 

igkeit. 

Hat man mehrere gegeneinander verschobene Korrelations- 
systeme und kennt man die Abhangigkeitsverhaltnisse der Varia¬ 
blen, so kann man beurteilen, ob alien Beobachtungsreihen ein 
und dasselbe Gesetz zugrunde liegt. 

Die beiden folgenden Beispiele 5 und 6 beziehen sich auf das 
Problem der Zuriickfiihrung zeitlicher Veranderungen auf gleich- 
zeitig vorhandene, lokale Unterschiede. Jedes Korrelations- 
system ist durch lokale Unterteilung entstanden, die Verschiebung 
der beiden Systeme gegeneinander ist dagegen zeitlich bedingt. 
Es ist nun zu priifen, ob die Schwerpunktsverbindung (als Aus- 
druck der zeitlichen Veranderung) mit einer der Regressions- 
geraden bez. der Hauptgeraden in beiden Systemen (als Aus- 
druck der lokalen Unterschiede) hinreichend iibereinstimmt. 

Beispiel 5 <*'. — Die Haufigkeit der Diagnose « Krankheiten 
der Kreislauforgane » als Todesursache hangt von der Zahl der 
Arzte ab. Stellt man das Korrelationssystem zwischen dieser Hau¬ 
figkeit (V) und den Logarithmen <’> der Aerztezahl pro qk m (X) in 
22 preussischen Regierungsbezirken bei den fiber 60- Jahrigen in 
den Jahren 1905 und 1928 auf, so muss das Gesetz von der Regres- 
sionsgeraden der Diagnosenhaufigkeit in bezug auf die Arztdichte 
dargestellt werden. Figur und Rechnung zeigen, dass diese beiden 
Regressionsgeraden von der Schwerpunktsverbindung deutlich 
verschieden sind. Die Richtung der Regressionsgeraden 1905 ist 


0561 = 4- 0,04 + 0,02 


und 1928 


88^1 = + 0,06 + 0,02 

dagegen die Richtung der Schwerpunktsverbindung 

d = 0.58 + 0,04 


(1) S. Roller : Der Kreislauf- und der Krebstod in Preussen von 1905- 
bis 1928. «Arch. f. S02. Hyg. », Z. Zt. im Druck. 

(2) Die Logarithmen sind gewllhlt, um die Beziehung hinreichend 
linear zu machen. 
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Die Difterenzen sind 

d — 06^1 = 0,54 ± 0,05 
d — 2861 = 0,52 + 0,05 

28^1 — OS^l ~ 0,02 ^ 0,02 

Die zeitliche Verschiebung von 1905 bis 1928 ist also sicher 
nicht dem Gesetz gefolgt, das gleichzeitigen lokalen Unterschieden 
zugrunde liegt. 

Beispid 6. — Am gleichen Material wurde die Beziehung zwi- 
schen der Haufigkeit der Todesursachen « Krankheiten der Kreis- 
lauforgane » und « Altersschwache » bei den iiber 60- Jahrigen 
untersucht. Zwischen beiden besteht eine starke negative Korre- 
lation, die zum Teil formal davon herriihrt, dass beide Werte 
Prozentzahlen derselben Gcsamtheit sind, zum anderen Teil auf 
der verschiedenen Genauigkeit der Todesursachenfeststellung 
beruht. Da ausserdem beide Variablen durchschnittlich etwa 
gleiche Grosse haben, muss das Gesetz naherungsweise durch die 
Hauptgerade dargestellt werden. 

Die Richtung der Schwerpunktsverbindung ist 

d = — 0,69 + 0,05 
die der Hauptgeraden 1905 

«06 = — 0,54 ± 0,09 

und 1928 

Uif, = — 0,54 + 0,06 

Die Richtungen stimmen in den Fehlergrenzen iiberein, denn 
die Difterenzen sind 

d — ao5 == —0,15 ±0,10 
d —«28 =—0,15 + 0,08 
«28 — «06 = 0,00+0,11 

Hier ist also die Auftassung mdglich, dass die zeitliche Ver¬ 
schiebung dem Gesetz gefolgt ist, das den gleichzeitigen lokalen 
Unterschieden zugrunde liegt. 


VII. 

Die zweite Anwendungsmbglichkeit ist eine Umkehrung 
der ersten. Ist man sachlich zu der Annahme berechtigt, dass 
mehreren gegeneinander verschobenen Korrelationssystemen ein 
und dasselbe Gesetz zugrunde liegt, kann man aus der Lage der 
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Schwerpunktsverbindung zur Hauptgeraden und zu den Regres- 
sionslinien Schliisse iiber die Versuchsanordnung ziehen, bez. 
dariiber, ob eine Variable der anderen iibergeordnet ist. 

Wenn man in den Kartenversuchen i, 2 und 4 nur wiisste, 
dass jedcsmal die beiden Beobachtungsreihen auf ein und dem- 
selben Gesetz beruhen, kbnnte man aus der Lage der Schwer¬ 
punktsverbindung erkennen, ob in der Versuchsanordnung X 
Oder y eine bevorzugte Stellung hatten. 

Beispiel 7. — Analogs Verhaltnisse wie im Kartenversnch tre- 
ten vielfach auch in der Natur auf. So kann man z. B. die Frage 
betrachten, ob bei der Beziehung von Skelett- und Organgrbssen 
das Skelett oder das Organ eine iibergeordnete Stellung hat. 
Als spezielles Beispiel sei der orthodiagraphisch ermittelte Herz- 
durchmesser (A) gewahlt. Das entsprechende Skelettmass der 
gleichen Dimension ist die Brustbreite. In dem bcnutzten Mate¬ 
rial 6) stand die Innenbreite des Brustkorbes, naralich der ortho¬ 
diagraphisch ermittelte Lungendurchmesser (Y), zur Verfiigung. 
Die Messungen erstrecken sich auf 120 herzgesunde Soldaten im 
Alter von 18 bis 33 Jahren und auf herzgesunde Kinder zwischen 3 
und II Jahren. 

Wenn man jetzt die Annahme machen kann dass der Be¬ 
ziehung der beiden Masse bei Kindern und Erwachsenen ein ein- 
heitliches Gesetz zugrunde liegt, so lasst sich feststellen. ob eins 
der beiden Masse dem anderen « iibergeordnet » ist. 

Der Richtungskoeffizient der Schwerpunktsverbindung ist 
d = 2,09 i 0,09 

und liegt zwischen dem der Hauptgeraden und der Regressionslinie 
von X auf Y, die folgende Werte haben ; 

bei den Kindern bei den Soldaten 

a ~ 1,87 -f 0,25 a — 1,43 +0,12 

(>2 = 2,97 -f 0,62 b.j = 3.47 4- 0,71 

Die Schwerpunktsverbindung stimmt bei den Kindern mit 
beiden Geraden iiberein, bei den Erwachsenen iiberschreitet die 
Difierenz mit der Hauptgeraden 0,66 + 0,15 den dreifachen mittle- 

(1) F. M. Groedel : Theo Groedels Untersuchungen zur Normalform 
(lei Elektrokardiogramms vom herzgesunden Menschen. Frankfurt a. M. 1920. 

(2) Die Berechtigung der gemachten Annahmeh steht nicht zur Diskus- 
sion, da es sich nicht um sachliche, sondern nur urn methodische Beispiele 
handelt. 
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ren Fehler. Damit zeigt sich — unter der Voraussetzung der 
Einheitlichkeit der Beziehung — die Lungenbreite gegeniiber der 
Herzbreite als iibergeordnet. 

Bei Anwendungen dieser Art ist es wichtig, darauf zu achten, 
dass das Unterscheidungsmerkmal der beiden Gruppen in keiner 
besonders engen Beziehung zu einer der beiden Variablen steht. 
Hatte man im vorangehenden Beispiel nur Messungen von Erwach- 
senen zur Verfiigung gehabt, so hatte man z. B. in der einen Gruppe 
die zusammenfassen kdnnen, die kleiner als 175 c m sind, in der 
zweiten die grdsseren. Denn die Korfelation der Korpergrosse 
zur Lungenbreite oder zur Herzbreite ist nicht so eng, dass das 
Bild davon wescntlich beeinflusst werden konnte. Dagegen diirfte 
man den Blutdruck sicher nicht als Unterschiedsmerkmal nehmen, 
denn Herzgrosse und Blutdruck sind eng korreliert und bei dieser 
« Vcrsuchsanordnung » konnte durchaus die Herzbreite gegeniiber 
der Lungenbreite iibergeordnet erscheinen. 

Ferner darf bei keiner der beiden Variablen der Variationsbe- 
reich kiinstlisch begrenzt sein, wir der folgende Fall zeigt. Bei 
der engen Korrelation zwischen Bruslumfang und Korpergewicht 
ist vermutlich der Brustumfang iibergeordnet. In den Vereinigten 
Staaten sind nun iiber diese Korrelation umfangreiche Tafeln 
veroffentlicht, die sich auf die Rekrutenaushebungen im Jahre 
1917 beziehen. Diese Tafeln lassen sich aber fiir die Frage der 
Uberordnung nicht verwenden, denn nach den Richtlinien ba- 
sierte die Zuriickstellung von Leuten mit abnormen Kbrperbau 
vor allem auf dem Korpergewicht, dagegen kaum auf dem Bru¬ 
stumfang. Dadurch kdnnte das Korpergewicht iibergeordnet er¬ 
scheinen. Tatsachlich wirkt sich diese Art der Auslese noch starker 
aus, denn die Richtung, der die Schwerpunkte bei verschiedenen 
Bevdlkerungsgruppen folgen, liegt sogar ausserhalb der Fehler- 
grenzen jenseits der Regressionsgeraden des Brustmfanges in 
bezug auf das Kdrpergewicht. 

In der praktischen Anwendung macht ferner die vorherige 
Priifung der grundlegenden Hypothese der Einheitlichkeit des 
Gesetzes besondere Schwierigkeiten. In manchcn Fallen mag es 
sich dann empfehlen, statt der Beobachtungswerte selbst Aen- 
derungen der Werte zu benutzen. 

Beispiel 8. — Untersucht man die gegenseitige Beziehung von 
Kdrpertemperatur (Jf) und Pulsfrequenz (Y) im Verlaufe einer 
bestimmten Erkrankung, z. B. der krupbsen Pneumonic, so findet 
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man eine betrachtliche positive Korrelation. Es soli festgestellt 
werden, wie die Abhangigkeitsverhaltnisse liegen, insbesondere 
ob man annehmen kann, dass die Pulsbeschleunigung auf die 
Erhohung der Korpertemperatur zuriickgeht. 

Als erstes Korrelationssystem konnte man die ersten Mes- 
sungen nach der Einlieferung der Kranken ins Krankenhaus 
benutzen, als zweites die Werte zu einem spateren Zeitpunkt. 
Dann ware man aber in keiner Weise sicher, ob dieses Korrelations¬ 
system iiberhaupt auf dem Krankheitsverlauf beruht, und ob 
nicht das Bild durch eine Reihe von Personen gestbrt wird, die 
z. B. auch in gesundem Zustand eine schnelle Schlagfolge haben. 
Jedenfalls kann man hier keine Hypothese iiber die Einheitlichkeit 
des Gesetzes machen, sobald man die Beobachtungswerte selbst 
benutzt. 

Die Anderungen vom A usgangswert lassen sich dagegen besser 
benutzen. Die Anderung der Werte bis zum 5. Beobachtungstag 
ergebe z. B. das erste, die Anderung bis zum 10. Tag das zweite 
Korrelationssystem. Hier begegnet die Hypothese, dass beiden 
Systemen ein einziges Gesetz zugrunde liegt, keinen schwerwie- 
genden Bedenkcn mehr. 

In einem praktischen Material <•' von 47 Fallen von crupd- 
ser Pneumonic ergab sich fiir die Schwerpunktsverbindung der 
Richtungskoefflzient 

d = 13.7 ± 1.6 

fiir die Anderungen bis zum 5. Tage : 

a = 14,6 
6, = 11.2 + 1,4 
62 = 19,1 + 2,4 

und fiir die Anderungen bis zum 10. Tage : 

a = 15,4 
bi = 9,7 + 1,8 
= 24,5 + 4,5 

Die Schwerpunktsverbindung liegt zwischen der Hauptgera- 
den und der flachen Regressionsgeraden. Dadurch erscheint die 
Aenderung der Kdrpertemperatur etwas bevorzugt. Zur wirkli- 

(i) Fflr die freundliche Ueberlassung der Protokolle bin ich Herrn 
Professor Volhard, Frankfurt a. M., sehr dankbar. 
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chen Entscheidung ist aber das Material zu klein, denn die Fehler- 
grenzen erstrecken sich hier iiber den ganzen in Frage kommenden 
Bereich. 

VIII. 

Im letzten Abschnitt wurden durch Beispiele die Anwen- 
dungsmoglichkeiten der Erkenntnisse iiber den Zusammenhangder 
Regressions- und Hauptgeraden mit der Schwerpunktsverbindung 
gezeigt. Die Anwendung war stets eng mit dem Kausalzusam- 
menhang der betrachteten Grossen verbunden. Es ist nun beson- 
ders wichtig, demgegeniiber den eigentlichen formalen Inhalt 
der Methode hervorzuheben. 

Wenn man beispielsweise findet, dass die Schwerpunktsver¬ 
bindung mit der flachen Regressionsgeraden iibereinstimmt, so 
hat dies zuerst lediglich die formale Bedeutung, dass zur Schat- 
zung von Y aus der Kenntnis von X in beiden Versuchsreihen 
ein einziges Gesetz geniigt, wahrend die Schatzung von X aus Y 
nicht einheitlich ist, sondern davon abhangig, zu welcher Beob- 
achtungsgruppe der Wert gehort. Ob daraus weitergehende 
sachliche Schliisse gezogcn werden konnen, hangt von der Art 
des Problems und des Materials ab und erfordert genaue Beriick- 
sichtigung der verschiedenen Moglichkeiten (Voraussetzung der 
Einheitlichkeit des Gesetzes in beiden Systemen). 

Was bedeutet eine gefundene « Uberordnung» oder « Be- 
vorzugung » einer Variablen ? Ein kurzes Schema mag das erlau- 
tern. 



In Abhangigkeit von einer Grosse A befinden sich in der 
im Schema angedeuteten Weise die Grossen J3, C und D, von 

(i) Es braucht nicht besonders betont zu werden, dass der Inhalt 
dieser — wie jeder — statistischen Methode nur formal ist. Ein Beweis 
fiir einen Kausalzusammenhang kann selbstverstandlich nicht geliefert 
werden. Wohi aber hat sich ergeben, das eine Kausalhypothese bestimmte 
formale Konsequenzen hat, die einer statistischen PrUfung zug&nglich sind. 
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denen jede noch weiteren Einfliissen unterliegt. Eine Veranderung 
von A wird in der Regel auch B, C nnd D verandern. Korreliert 
man jetzt A mit B, C oder D, so wird A «iibergeordnet erschei- 
nen. B und C seien gleichmassig von A beeinflusst, dann wird 
bei ihrer Korrelation keins «iibergeordnet», sondern beide « gleich- 
berechtigt» erscheinen ; ihr Beziehungsgesetz wird durch die 
Hauptgerade dargestellt werden konnen. Ferner wird B gegenii- 
ber der Grosse D bevorzugt sein. Endlich wird auch eine gewisse 
partielle Uberordnung von C iiber D in Erscheinung treten ; denn 
C stand mit B auf einer Stufe, und B war D iibergeordnet. 

Wenn nun die Grosse A nicht messbar bez. nicht zur Verfii- 
gung steht, statt dessen aber eine andere Grosse A', die sehr eng 
mit A zusammenhangt, d. h. ein gutes Mass fiir A ist, so wiirde 
auch A' — genau wie A selbst — iiber B, C und D «iibergeord¬ 
net » erscheinen. 

Nach diesem Schema lasst sich das Ergebnis der Untersu- 
chungen so fassen : Man kann festellen, welche Variable in ihrer 
Variation der ursprunglich und eigentlich variierenden Grosse bzw. 
dem zugrunde liegenden Vorgang ndher steht. Sind X und Y beide 
gleich weit davon entfernt (Beispiel 3) stimmt die Schwerpunkts- 
verbindung mit der Hauptgeraden iiherein. Steht X ihm naher 
(Beispiel 4 und 7), nahert sie sich der flachen Regressionsgeraden 
und stimmt im Grenzfall sogar mit ihr iiberein, wenn X die eigent¬ 
lich variierende Grosse selbst ist (Beispiell) oder ein gutes Mass 
fiir sie. Entsprechendes gilt fiir Y und die steile Regressionsgerade. 

Aus die.ser Formulierung, bei der dcr formale Inhalt der 
Ergebnisse wieder in den Vordergrund geriickt ist, erkennt man, 
dass ein weiteres Anwendungsgebiet im Vergleich der Giite verschie- 
dener Messmethoden liegen muss. Denn wenn man eine Grbsse 
Oder einen Vorgang mit einer guten oder schlechten Methode 
misst, so stehen die guten Messung-sergebnisse im Sinne des vori- 
gen Absatzes der eigentlich variierenden Grbsse naher als die 
schlechten, und die Schwerpunktsverbindung zweier solcher 
Messungsreihen muss iiber bez. unter dpr Hauptgeraden nahe der 
entsprechenden Regressionslinie liegen. 

Nimmt man zur Priifung dieser Uberlegung genaue Messun- 
gen X einer stetigen Variablen an, so kann man sich daraus die 
Ergebniss Y einer rohen Mes.sungsmethode konstruieren, indem 
man die Beobachtungen zu Intervallen der Lange I zusammenfasst. 
Das zugrunde liegende Gesetz ist Y = Z. Zwischen den beiden 
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mittleren Fehlern besteht nach der Sheppardschen Korrektur- 
formel die Beziehung 


a2_.A_ 
^ 12 


Fiir ein Korrelationssystem von X und Y folgt daraus sofort 
die Richtung der Hauptgeraden 


Ox 
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Die Hauptgerade ist steiler als das wahre Gesetz. Man erkennt 
daraus eine « Uberordnung» von X. Messungsmethode X ist 
also besser. 

Kennt man X, so kann man daraus Y ableiten ; es ist der 
Wert der nachstliegenden Intervallmitte. Fiir die Intervallmitten 
stimmen X und Y iiberein. Die flache Regressionsgerade muss 
daher das wahre Gesetz darstellen und die Richtung 

6, = I 

haben. Weitere Grdssen wie r und b, lassen sich daraus berechnen: 
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Nicht nur eine cxakte und eine ungenaue Messungsnethode 
lassen sich so unterscheiden, sondern auch zwei Methoden verschie- 
dener Ungenauigkeit. Ist Z das Ergebnis der Zusammenfassung 
der stetigen Werte zum Intervall der Lange ^ , so ist 

«j* -■= + — 

* * ^ 12 

und fiir das Korrelationssystem von Y und Z wird 

/ o* H- 

/ 12 ^ 


a — 
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Da das wahre Gesetz auch hier Y — Z ist, tritt daraus die 
grossere Genauigkeit von Y gegeniiber von Z deutlich hervor. 
Ob das Gesetz auch in diesem Falle mit der Regressionsgeraden 
iibereinstimmt oder einen Zwischenwert annimmt, lasst sich 
nicht ohne weiteres entscheiden. Bin Ansatz zur genauen Berech- 
nung ensteht daraus, dass die Korrelation zwischen Y und Z nur 
dutch die Variation von X entsteht und verschwinden muss, sobald 
man in der partiellen Korrelation ry,., das X ausschaltet. Daraus 
ergibt sich 

O — XV - ^XX 



Daraus folgt fiir die Regressionsgerade von Z in bezug auf Y 


b. 
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und fiir die andere Regressionsgerade 
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Das Gesetz nimmt im Falle dcs Vergleichs zweier ungenauen 
Methoden einen Zwischenwert zwischen Haupt- und Regressions¬ 
geraden an und nahert sich der Regressionsgeraden umso mehr, 
je grosser der Genauigkeitsunterschied der Methoden ist und je 
grosser die Messungsgenauigkeit der besseren Methode ist. 

Diest Ergebnisse entsprechen vollstandig denen der frUheren 
A bschnitte. 

Die eben gegebene Ableitung betrifft zwar nur den Spezial- 
fall des Vergleiches zweier Messungsmethoden, bei dem nur Able- 
seungenauigkeiten auftreten. Aber in Analogic zum Friiheren kann 
die Methode auch allgemein auf den Vergleich zweier verschieden 
genauer Messungsmethoden Anwendung finden, auch wenn ausser 
der Ablesungsgenauigkeit noch weitere Fehlerquellen vorliegen. 

Bei einem praktischen Vergleich zweier Messmethoden ge- 
niigt hereits ein einziges Korrelationssystem, sobald man anneh- 



men kann, dass das wahre Gesetz Z = Y ist. Sobald dies nicht 
sicher ist, oder sobald die Methoden verschiedene Skalen haben, 
muss man wieder auf zwei Messungsreihen mit verschiedener 
Grbsse der Werte und auf deren Schwerpunktsverbindung zuriick- 
greifen. 

Man sieht aus den Formeln, dass man brauchbare Resultate 
nur dann erzielen kann, wenn der Variationsbereich c, nicht viel 
grbsser ist als die Intervalle k und I der Beobachtungsgenauig- 
keit. Andernfalls erhalt man ein sehr langgestrecktes Korrelations- 
system, in dem die wichtigen Geraden nahezu zusammenfallen. 

Beispiel 9. — In zwei Messglasern von verschiedener Dicke 
wurde Wasser gemessen. Etwa 30-32 ccm. in einem dritten Glase 
abgemessen, wurden zuerst in das dickere Gef^s, das eine Abie- 
sung Z auf 0,2 ccm erlaubte, gegossen, und dann in das diinnere 
Gefass, in dem eine Ablesung Y auf 0,1 ccm moglich war. Dieses 
Beispiel entspricht nicht ganz der theoretischen Ableitung von S. 25 
denn durch die Riickstande beim Um- und Ausgiessen konnten 
auch Abweichungen fiber die Grenzen der Messgenauigkeit ent- 
stehen. Bei 100 Messungen ergab sich 


V 

-= 31.14 

z 

- 30,99 

« 7 y 

= 0,447 


0.524 

rxz 

-= 0,924 

a 

= 1,174 ±0,032 

h 

= 1,085 + 0,045 

h. 

— 1,271 + 0,053 


Das wahre Gesetz mit der Richtung i verlauft sicher unter- 
halb der Hauptgeraden. Die Messung Y in dem diinneren Gefass 
ist damit als genauer erkannt. 

IX. 

Die Anwendbarkeit auf den Vergleich zweier Messungsmetho- 
den mit verschiedener Ablesegenauigkeit liess sich vollstandig 
aus Sheppards Formel fiir die Korrektur des mittleren Fehlers 
bei Klassenzusammenfassung ableiten. Dies legt die Aufiassung 
nahe, dass die ganzen hier untersuchten Eigenschaften im Gnmde 
lediglich auf dem Streuungsbereich und dessen Beeinflussung durch 
Versuchanordnung usw. beruhen. 
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Das hier zur Anwendung gekommene Grundprinzip, das 
zum Teil auch den Dispersionsuntersuchungen von Lexis zugrunde 
liegt, ist das folgende : Indirekte Variation ist stets grosser als 
direkte. Streut namlich eine Grosse in bestimmter Weise, so ist 
klar, dass der Streuungsbereich grosser wird, sobald bei einer 
bestimmten Versuchsanordnung die Grbssen in die Abhangigkeit 
von einer selbst variierenden Grbsse geraten. Hat man nun ein 
Korrelationssystem zweier Grbssen, so folgt daraus, dass die 
Variation der einen Variablen unverhaltnismassig gross sein muss, 
wenn sie in der gerade vorliegenden Versuchanordnung von der 
anderen Variablen abhangig ist. Besteht dagegen keine direkte 
Abhangigkeit einer Variablen von derandern und sind beide gleich- 
massig von dritten Faktoren beeinflusst, so miissen die Streuun- 
gen einander entsprechen. 

Welches ist aber der Massstab, an dem man den Vergleich 
der Streuungen durchzufiihren hat ? An seinem Fehlen lag es, 
dass man bisher diesen Gesichtspunkt bei Korrelationsunter- 
suchungen nicht beachten konnte. Aus einem einzelnen Korrela¬ 
tionssystem lasst er sich auch nicht ermitteln. Erst die simul- 
tane Analyse zweier Korrelationssysteme gibt in Verbindung mit 
den folgenden zwei Prinzipien die Moglichkeit dazu. 

1. D .IS zugrunde liegende (lineare) Gesetz wird von der 
Verbindungslinie der beiden Schwerpunkte mit guter Annaherung 
wiedergegeben. 

2 . Sind beide Variablen vollstandig gleichberechtigt und 
vertauschbar, (gleichmassig von dritten Grossen abhangig), erhalt 
man das zugrunde liegende Gesetz, indem man die senkrecht 
zur Geraden selbst gemessenen Abweichungen zum Minimum 
macht. 

In diesem Fall muss dann der Richtungskoefhzient d der 
Schwerpunktsverbindung mit dem Verhaltnis der Streuungen -- 

Ox 

iibereinstimmen. d ist also der Massstab, an dem man die Streu¬ 
ungen von X und Y zu vergleichen hat. 

Fiihrt man als Mass den Quotienten von — und d ein, und 


Oy 

Ox .d ^ 

so entsprechen sich die beiden Streuungen. 



1 st der Quotient grosser als i, so ist die Streuung von Y 
verhaltnismassig zu gross; ist er kleiner als i, so variiert X zu 
stark. 

Die relative Grosse des Streuungsbcreiches zeigt die Ent- 
fernung der Variablen von der eigentlich und urspriinglich vari- 
ierenden Grbsse bzw. vom zugrunde liegenden Vorgang im Ver- 
gleich zur anderen Variablen an. 

Die beiden Grenzfalle 



werden erreicht, wenn Y in direkter Abhangigkeit von X oder 
einer eng mit X zusammenhangenden Grosse (bez. umgekehrt) 
steht. In diesen Fall ist X (bez. Y) als die eigentlich variierende 
Grosse oder als gutes Mass dafiir anzusehen. 

Die praktische Anwendung erstreckt sich auf zwei Grundauf- 
gaben : 

1. Bei bekannten Abhangigkeitsverhaltnissen von X und 
Y festzustellen, ob mehreren Korrelationssystemcn ein einheitli- 
ches Gesetz zugrunde liegen kann. 

2. Bei Voraussetzung der Einheitlichkeit des Gesetzes in 
mehreren Korrelationssystemcn festzustellen, ob eine Variable 
der anderen «iibergeordnet » (vgl. S. 128) ist, oder ob beide gleich- 
mfissig von dritten Grbssen abhangen. 

2 a. Als Spezialfall kann so von verschiedenen Messungs 
methoden derselben GrOsse die genauere festgestellt werden. 




GAETANO PIETRA 


Andreas M. Andr4ad^s, Carl V. L. Gharlier, 
Emanuel Gzuber, George Knibbs, Lucien March 

« IN MEMORIAM » 


In breve lasso di tempo sono mancati ai vivi tre membri del 
Comitato direttivo di questa Rivista ; Lucien March, morto a 
Parigi il 4 aprile 1933 ; Carl V. L. Charlier, morto a Lund il 5 no- 
vembre 1934 ; Andreas M. Andr^ades morto ad Atene il 29 mag- 
gio 1935. Altri due ci avevano lasciati per sempre: Emanuel 
Czuber sino dal 1925; Sir George Knibbs nel 1929. 

A me, che pure ho appartenuto per alcuni anni, e tuttora spi- 
ritualmente mi ^ gradito appartenere, alia famiglia del « Metron », 
sia consentito rievocare, sia pur brevemente, su queste pagine le 
figure degli illustri scomparsi, che hanno onorato il loro paese, la 
nostra disciplina, questa rivista, lasciando traccie indelebili per 
il faticoso e glorioso progredire della scienza e dell’umanit^i. 

Il professore della Facolti giuridica di Atene, ricercatore e 
sagace interprete delle fonti, che conferma quale prezioso con- 
tributo pud arrecare alia storia I’analisi quantitativa dei fatti 
social!; il direttore generale della statistica francese, che della 
lunga esperienza burocratica felicemente si giova per lo studio 
del movimento degli afifari e della congiuntura economica e che, 
giunto quasi alle soglie della sua fattiva vecchiaia, si rivolge ad- 
dietro a considerare sistematicamente quel metodo statistico che 
aveva applicato in tutta la sua brillante carriera di funzionario 
e di studioso; il matematico austriaco, che lega il suo nome alia 
statistica metodologica e pifi particolarmente al calcolo delle pro- 
babiliti; lo statistico australiano, universalmente conosciuto per 
la sua trattazione matematica dei problem! fondamentali della 
demografia; I’astronomo svedese che la statistica risolleva alle sfere 
celesti, dove K. F. Gauss I'aveva divinizzata — e di questi il motto 
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« 6 » — donde Adolfo Quetelet, moderno Prometeo, 

Taveva portata tra gli uomini. 

Ma ^ appunto in questo estremo divario di origini, di prepara- 
zione, di speculazione scientifica dei nostri cinque illustri scoin- 
parsi che maggior luce trae, se mai it ancora possibile,runiversa]ita 
del metodo statistico. Ed e anche per cio che le cinque figure, 
tanto diverse fra loro, possono esser riavvicinate in un quadro 
d insieme e simultaneamente commemorate da chi ha fatto di 
tale metodo quasi il culto della sua stessa esistenza. 

Lucien March (1859-1933). — Viene dalla burocrazia, chc ha 
saputo dare spesso alia scienza tanti valorosi statistic! (i). 

Organizzatore abilissimo di servizi statistic! ncl Ministcro del 
Lavoro di Francia, crea attorno a se un pcnsonale tecnicamentc 
eccellentc, attrezza modernamente gli uffici con macchine ameri- 
cane, inventa egli stesso una classificatrice, tuttora in uso anche 
aircstero (2), dirige i lavori del censimento professionale francese 
del 1896 e quclli dei censimenti del 1901 e 1906 e finalmente, nel 
1910, k nominate direttore della statistica gencrale della Francia. 
Vi rimane un decennio, consacrandosi durante la grande guerra 
anche ai servizi bellici. 

Ma appena lasciata Famministrazione, il suo spirito irrequieto 
e animatore, che non conosce ostacoli e che ha bisogno continue 
di pronte realizzazioni, lo sospinge verso nuove attiviti ed eccolo 
farsi promotore delFIstituto di Statistica delFUniversitA di Pa- 
rigi; del quale diventera, dalla sua creazione (1922), il direttore, 
dove insegnera statistica metodologica e sotto i cui auspici avra 
vita quel servizio cconomico di Francia, che, in collaborazione coi 
servizi economic! di Harvard e di Londra e Cambridge e poco piu 
tardi di Padova e Roma, si propone di seguire il movimento degli 


(1) In verita, il March, appena uscito dal Politecnico come ingegnere 
induslriale, entrd nell'industria meccanica; ma per brevissimo tempo, chd 
poco pii!i che trentenne (1892) lo troviamo gik sotto-capo sezione alFufficio 
del lavoro di Francia. 

(2) A questo proposito ricordiamo che il March, grande amico di 
Luigi Perozzo. riconobbe di sua iniziativa alio statistico italiano la priority 
dell'in venzione di una classificatrice, costruita press'a poco con gli stessi 
criteri sui quali aveva fondata la costruzione della sua. Cfr. il mio articolo 
Ln pnma claasificairice fu inventata da un italiano, nel « Harometro Kcono- 
mico dell’agosto 1934. 
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affari dei grandi paesi, per le ricerche sulla congiuntura ed i ten- 
tativi della previsione. 

Ancor quando apparteneva al Ministero del Lavoro di Fran- 
cia, L. March aveva avuto piu volte occasione di manifestare le 
sue quality di studioso e la sua preparazione scientifica, materiata 
dalla grande conoscenza che dei problemi sociali gli veniva dal 
suo stesso ufficio. 

Cosi i suoi studi di demografia ravevano portato ad occuparsi 
del movimento d’eugenica, a promuovere, dope il Congresso di 
Londra del 1912, una Societa francese d'eugenica, a tracciare con vi- 
sione realistica le linee di una politica francese della popolazione (i). 
Cosl pure in quel periodo pubblicava numerosissimi articoli e 
monografte di statistica economica, con particolare attinenza al 
lavoro nelle Industrie, ai prezzi, al costo della vita, ai salari (2). 

Ma i maggiori contributi alia scienza si hanno da L. March 
gik quasi sessantenne, quando raccogliendo le vele della lunga pre¬ 
parazione, si propone di sistemare il metodo che gli ha fruttato 
tanta esperienza e tanta dovizia di nsultati. 


(1) Fra le tante pubblicazioni di (juel periodo ricortlcremo . hijcrti- 
liiv ei puericullHre nella «< Revue du mois del 1910 ; iertiliU ties ninriit- 
^es sinvant In professiov, nella «> Revue philantropique ■ pure del igro : 
f.n stntistique internationale du mouvemenl de In populntion d'nprts hs re^i~ 
sires de I tint civil de iqoi n 1910. nel « Bulletin de I’lnstitiit lnternatir>nal 
de Statistique »), Tome XX, X'ienna, 1913 ; Re populntion nud eugenics. 
nella « Rugcnics Reviews. deU’ottobre 1913: Repopulntiou et eughiiqne'wi 
« Eug^nique » (orgaiio della Societa francese d’Rugonica) del i<)i3 ; Xninlite 
et eugitiique, nel volume « Eug^nique ct selection ». Parigi, Alcan. 1913 ; 
Sur la rhcptiviU hirhlitaive relative des nines et des cadets, in Eiigeni(]ue >, 
del 1913. etc. 

Sin dai primi anni del secolo, il March aveva pubblicato nel «Journal 
de la Soci^te de Statistique de Paris’-: Families pnrisiennes 01 1901 (Journal 
etc. 1903), Tables de mortality de la populntion de la France nit debut du XX 
si^cle (id., 190O), etc. 

(2) Ctr. Quelques exemples de distribution dts snlaires, nel <- Journal 
de la Soci^t^ do Statistique de Paris ». 189S ; Les snlaires ei la durie du tra¬ 
vail dans Vindustrie /rancaise, id., id. ; Quelques observations sur les proce¬ 
dis et sur certains enscignements des statistiques des snlaires, id., 1908 ; In¬ 
fluence des variations des prix sur le mouvement des dipenses menageres. d 
Paris, id.. 1910 ; Le coat de la vie, « Bulletin de la Soci6t^‘ scientitique 
d’hygi^ne alimentaire >», 1911; f.e mouvement des prix et de Vactiviti pro- 
ductrice, « Bulletin de la Statistique g^n^ralc de la France ». 1911 ; L'in- 
fluence de Vaccroissement du stock monitaire sur les prix, Journal de la 
Soci6t^ de Statistique de Paris 1932 ; La ihSorie des salaires, id., id. ; 
Observations et stabilisation des prix, id., 1913; etc. 
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Non h senza significato che Corrado Gini, fondando nel 1921 
la sua Rivista Internazionale, il « Metron », che la parte piil cospi- 
cua riserber^ ad ospitare i contributi mondiali alia statistica meto- 
dologica, chieda proprio a Lucien March Tarticolo inaugurale, 
La mithode statisHque, che, nella sua grande semplicit^L, nella sua 
limpida chiarezza, rivela il Maestro. Se gli statistic! anglo-sassoni 
spesso e volentieri ignorano o lingono di ignorare la produzione 
scientifica italiana, Lucien March, al contrario, spirito eminente- 
mente latino, si accosta, per amicizie personal!, per affinity di 
pensiero e di indirizzo, alia Scuola italiana. Conosce meglio di molti 
stranieri la nostra letteratura e richiama ripetutamente su di essa, 
come sui progress! deirorganizzazione statistica italiana, Tatten- 
zione dei'suoi compatriot!. Detta recension! sul a Journal de laSo- 
ci6t4 de Statistique de Parisw dei lavori di Corrado Gini, Giorgio 
Mortara etc. ; nel suo mirabile trattato Les principes de la 
Methode statistique (i), nel quale ha sistemato il frutto del lungo 
studio e della sua provata esperienza, cita Corrado Gini, Giorgio 
Mortara, Rodolfo Benini, Alfredo Niceforo, Luigi Galvani, Costan- 
tino Bresciani-Turroni, fra i viventi; Augusto Bosco, Luigi Bodio, 
Luigi Perozzo trapassati. Del Gini particolarmente, ricorda la 
differenza media e ne fa numerose applicazioni. 

La coUaborazione al «Metron® (2), al consiglio direttivo del 
quale il March appartenne sin dalla fondazione, si integra con la colla- 
borazione fra il servizio economico di Parigi, diretto, come gi^L di- 
cemmo, dal March, e quello di Padova e Roma diretto dal Gini; 
tanto dal punto di vista tecnico che da quello economico, grande 
6 raffinit4 di indirizzo e di finality delle due riviste pubblicate dai 
detti servizi (3). 

(1) Alcan. Paris, 1930. 

(2) Oltre al citato articolo, comparso nel n. r, del Vol. I, ricordiamo 
l.es modes de mesure du mouvement g^nSral des prix, n. 4, Vol. I; Les indices 
Uonomiques, n. 3, Vol. Ill, (si vedano al riguardo anche le cortesi repliche 
del Gini in Quelques considerations au sujei de la construction des nombres 
indices des prix et des questions analogues, n. i, Vol. IV) ; Uanalyse de la 
variahilUe, n. 2, vol. VI. 

(3) Les indices du mouvement des affaires en France et en divers pays, 
edita prima dalla Revue Politique et Parlementaire », e quindi sotto gli 
auspici deiristituto di Statistica dell’University di Parigi ; Gli indici 
del movimento economico italiano, editi sotto gli auspici delle University di 
Padova e di Roma, trasformati piy tardi in La Vita economica italiana, 
edita sotto gli auspici dell’ Istituto di statistica della University di Roma. 
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E questa comunione si riflette nelle commissioni e nelle ses- 
sioni deiristituto Internazionale di Statistica quando si discute 
intorno ai criteri piill appropriati per lo studio della congiuntura 
economica (i). 

Estimatore ed amico del Gini, lo presenta alia Soci6t6 de Sta- 
tistique de Paris, quando, invitato, il Gini vi tenne una conferenza 
sulla statistica italiana (2). Gli 6 a fianco ovunque nei congressi 
(a quello italiano di Eugenica del 1924 (3) ; a quello della popo- 
lazione tenutosi a Roma nel 1931 sotto la presidenza del Gini) del 
pari che a tutte le session! deiristituto Internazionale di Statistica. 
La comunicazione fatta al Congresso della popolazione « Popula¬ 
tion et rationalisation » pud definirsi una sintesi degli studi del Gini 
sulla popolazione e mostra di accoglierne le original! vedute (4). 

Come presidente della Commissione mista della statistica 
intellettuale, si giova inline della collaborazione del prof. Vincenzo 
Castrilli, deiristituto Internazionale della Cooperazione Intellet¬ 
tuale, allievo del Gini. 

Ho incontrato Lucien March la prima volta nel 1925 alia 
sessione di Roma deiristituto Internazionale di Statistica; ci siamo 
ritrovati a Varsavia nel 1920; poi, nel 1931, a Madrid. Piccolo 
piccolo, segaligno, occhi mobilissimi, parola rapida, tagliente, ve- 
stito quasi sempre in noisette, gilet bianco e rimmancabile paglietta. 

(1) Fra i rapporti e le comunicazioni del March all’Istituto Interna¬ 
zionale di statistica ricordcrcmo : Rapport stir les indices de la statistique 
Sconomique, Tomo XXI. Bruxelles, 1923 ; Les Elements instriictifs des 
provisions Oconomiques, Tomo XXIV, Varsavia. 1029 ; La statistique et 
le moiivement des affaires, Tomo XXV, Tokio, 1930. 

Sugli stessi argomenti il March ha pubblicato inoltre dei suppleinenti 
agli Indices du mouvement des affaires, gennaio 1926, nel gennaio 

1929, neiraprile del 1932 ; nel Journal de la Society de Statistique de 
Paris ». VOtude statistique du mouvement des affaires, nel 1923 ; Edgeworth 
et les indices du moui emefit des prix, nel 1927, Ricorderemo anche : Mou¬ 
vement des prix et des salaires pendant la guerre, Paris, Les Presses univer- 
sitaires de France, 1922, etc., etc. 

(2) Cfr. « Journal de la Soci^te de statistique de Paris ». gennaio- 
febbraio 1927. 

(3) Cogliamo qui Poccasione per ricordare i principali articoli di Euge¬ 
nica pubblicati dal March intorno a quel tempo : EugOnique et naialiU, 
« £ug6nique », 1921 ; Le second congrOs international d'EugSnique, id.. 1922; 
JournSe d'Euginique d Bruxelles, id., id. ; L*education cugSnique en vue 
du mariage, id., 1923 ; Immigration et nataliti. id., 1924. etc. 

(4) « Atti del congresso internazionale per gli studi sulla popolazione •>, 
Vol. VIII, Poligrafico dello Stato, Roma, 1933. 
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Non eravamo d’accordo sul suo risoluto proposito di far della 
statistica metodologica quasi senza matematica, quasi senza cal- 
colo delle probabiliti, ma la discussione era con lui sempre istrut- 
tiva ed affabilissima. 

Anche per questo ricordo personale, mi t stato gradito oggi 
parlare di lui su queste pagine. 

Akdreas M. ANDR^ADfes. — Anche Andreas M. Andr^ad^s 
appartenne al Comitato direttivo del « Metron » dalla sua fon- 
dazione e collaboro direttamente alia Rivista sin dal secondo nu- 
mero del primo volume, con I’articolo Dela population de Constan- 
tinoples sous les etnpereurs byzantins (i) ed alia Biblioteca del 
« Metron h, iniziandone addirittura la collezione, col primo volume 
della serie A : La population anglaise avant, pendant et aprls la 
grande guerre. 

Lo studio sulla popolazione di Costantinopoli mette in luce 
la profonda conoscenza e la sagace interpretazione delle fonti e 
pud stare accanto alle monografie ormai classicbe di J. Beloch, 
dal quale il Nostro sembra aver ripetuta I’impostazione metodo¬ 
logica. 

II volume, che illustra la compagine della popolazione inglese 
con eleganza di forma, con profondita d’indagine, con rigore d'ana- 
lisi, pur senza elaborazione alcuna— come statistico I'Andrdadds 
non andava piu oltre della rilevazione dei dati che comraentava 
acutamente — ci rivela un Andrdadds garbatamente anti-Malthu- 
siano nei riguardi dei suoi amici d’oltre Manica. Sono questi due 
lavori i contributi piCl importanti dell'A. alia demografia. Numero- 
sissimi, invece, i suoi studi di statistica finanziaria e di storia 
economica e finanziaria, saldamente documentati da materiale 
statistico, che lo storico ha saputo pazientemente raccogliere e 
abilmente sfruttare. 

Particolare originalita ed interesse offre la sua ultima mono- 
grafia, presentata alia sessione di Londra dell’ Istituto Interna- 
zionale di Statistica, suH’ammontare del bilancio di Alessandro il 
Macedone, nella quale I’autore mette in contrasto con le present! 
condizioni, le modeste risorse budgetarie dei grandi stati antichi, i 


(i) In II Metron » pubblicd altri due articoli: La population del'Attire 
aux IV' et V' siicles (vol. VII, n. 3, 1928) e La mort de Sparte et ses causes 
dlmographiques (vol. IX, n. 1, 1931). 



cui capi dovevano attingere ad altre ricchezze accumulate i mezzi 
per la loro patologica prodigality (i). 

Opere di grande mole sono; la Storia della Banca d’Jnghilterra, 
pubblicata in francese ed in inglese; le Pubbliche Finanze del- 
I’Eptaneso al tempo del dominio Veneto;la Storia economica della 
Grecia dal periodo eroico fino alia costituzione del Regno greco, 
della quale esiste giy una traduzione tedesca ed una inglese, 
mentre 6 sotto stampa anche I’edizione italiana (2). 

L’obiettivity con la quale I'Andr^adds esaminava le question!, 
dovuta al suo eclettismo ed al fatto ch'egli non apparteneva ad 
alcuna scuola economica e non serviva alcun interesse, nd alcuna 
classe sociale, aggiunge maggior autorita e valore alle sue osser- 
vazioni critiche ed ai risultati raggiunti. 

In verity I’Andr^ad^s fu di amplissima e multiforme attivity : 
economista, critico teatrale e letterario, scrittore politico e storico, 
filologo, epigrafista, studioso viaggiatore in tutti i paesi del mondo, 
conferenziere, rappresentante della Grecia in congress! scientific!, 
in consessi politici, fra i quali la Societa delle Nazioni, decoratis- 
simo delle pifi alte onorificenze di tutti gli Stati, membro di nu- 
merosissime accademie, fra cui I’lstituto Internazionale di Statistica. 

Nato nel 1876 a Corfu, non ancora trentenne sail la cattedra 
di economia e statistica nell’University di Atene da cui si ritird 
pochi mesi prima della morte. 

Altamente apprezzato ed onorato anche in Italia, rappresen- 
tava lo scorso aprile la Grecia al Congresso di papirologia tenutosi 
a Firenze ed in quell’occasione lesse a Pisa un suo dotto discorso 
sulle relazioni dell’antica repubblica marinara con la Grecia. 

Nelle sue peregrinazioni scientifiche di alcuni anni or sono, 
aveva voluto visitare anche I’lstituto di statistica dell’University 
di Padova. Ci eravamo incontrati lo scorso anno a Londra, ci at- 
tendeva pel prossimo ad Atene, dove si riuniry la XXIII sessione 
deiristituto Internazionale di Statistica. 

La morte lo colse ancor giovane, in grande fervore di imzia- 
tive e di opere. 

(1) Le Montanl du budget d’Alexandre le Grand, XXII Session de 
I’Inst. Int. de Statistique, I.ondra, 1934. 

(2) Un clcnco delle pubblicazioni deU’ANDR&ADis si trova nella co- 
pertina del volume della Biblioteca del » Metron ». cit. nel testo. Questo 
elenco si arresta al 1922. le opere diverse, citate nel testo. sono le principali 
successive. 



Emanuel Czuber. (1851-1925) — II nome deireminente pro- 
fessore del Politecnico di Vienna, dove ha insegnato dal 1891 al 1921, 
^ particolarmente legato al calcolo delle probability e alia statistica 
matematica. 

Non trattato di statistica metodologica, di calcolo delle 
probability, di matematica finanziaria ed attuariale che non faccia 
riferimento alle opere di E. Czuber, che non ne riproduca le trat- 
tazioni piu decisive, che non ne usi le formule e le tavole. Fonda- 
mentale per il metodo statistico e per la teoria degli errori 6 con- 
siderata Topera, in due volumi, dal titolo: Wahrscheinlich- 
keitsrechnung (i), Vol. I, Wahrscheinlichkeitsiheorie, Fehleraus- 
gleichung, Kollektivmasslehre ; Vol. II, Mathemaiische Statistik, 
mathemaiische Grundlagen der Lebensversicherung. 

Notevoli anche i contributi alia teoria statistica della mor¬ 
tality come quello Zum Problem der Sterblichkeitsmessung (2) e 
Taltro Neue Sterblichkeiisuntersuchungen an Versicherten (3) etc. 

La sua produzione nel campo della matematica pura y, piu 
che altro, di divulgazionc e si sintetizza nei due volumi Vorle- 
sungen uber DifferentiaUund Integralrechnung (Lipsia, 1922). 

Per cio che concerne piu particolarmente la statistica meto¬ 
dologica, il matematico austriaco non h un teorico esclusivista, 
unilaterale: egli da un lato si accosta alia Scuola anglo-sassone, 
dairaltro a quclla italiana. 

Il suo volume, Die Siatistichen Forschungs-methoden (4) pre- 
senta, infatti, una grandissima affinita con V Introduction to the 
theory of Statistics deirVule. 

Con il suo Beitrag zur Theorie statistischen Reihen (5), lo Czuber, 
invece, non solo riprende i primi studi del Gini sulla differenza me¬ 
dia ed espone i risultati degli autori italiani che di questa misura 
della variability avevano fatte applicazioni, ma vi aggiunge perso- 
nali contributi, sia per cio che riguarda la teoria generate, sia per le 
numerose ed interessanti applicazioni. Mi sia consentito ricordare 
che, quasi contemporaneamente e, comun'que, indipendentemente 


(1) Leipzig, I, 3' ed. 1914 ; II, ed. 1921. 

(2) « Zeitschrift ffir die Ges. Versicherungswissenschaft », Bd. IV. 2 Heft, 

(3) Id., id., Juli 1905. 

(4) Wien, L. W. Seidel & Son, 1921. 

(5) ♦ Versicherungswissenschaftlichen Mitteilungen *, Neue Folge. 9 Bd., 
2 Heft, 1914. 



Tuno dairaltro, abbiamo dato allora, lo Czuber ed io, la formula 
della differenza media per il caso di distribuzioni continue. 

La memoria in parola, inoltre, riprendendo le formule del 
Pareto e del Gini sulla distribiizione dei redditi global!, ne faceva 
un'applicazione, con criteri e procedimenti propri deH'autore, 
alia distribuzione dei redditi deH'Austria nel 1904 e nel 1911, 
accompagnata da una critica ai risultati ed alle conclusioni cui 
erano pervenuti alcuni auton italiani con le loro indagini. 

Cortesi repliche del Gini e del Savorgnan misero in evidenza 
come talune affermazioni dello Czuber circa la preferenza da ac- 
cordare airindice a del Pareto in confronto di quello S del Gini, 
dovevano necessariamente venir modificate, in seguito a correzioni 
di errori materiali in cui lo Czuber era incorso, avendo scambiato 
nei calcoli alcuni valori con certi altri. Ma io ho qui rievocato la 
cortese discussione soltanto per metter in evidenza gli stretti rap- 
porti di studio che legavano Emanuel Czuber alia statistica 
italiana. 

Con quanta cordialita si mantenne poi col direttore di questa 
rivista, al cui consiglio direttivo appartenne, come il March e 
TAndr^ades, sin dalla fondazione, lo prova la diffusione che egli 
ha contribuito a dare tra i Tcdcschi alle opere del Gini, sia con 
quanto ha scritto sulla differenza media, sia col riassunto del 
volume sui Problemi sociologici della guerra, sia con altri scritti. 

Emanuel Czuber c uno dei benemeriti che ci hanno insegnato 
quale potente mezzo d'analisi nelle ricerche statistiche sia la ma- 
tematica. Eppure vi sono ancora dei sedicenti statistic! che preten- 
dono fare della statistica senza conoscere la matematica. 

Anche Lucien March non voleva ricorrere come statistico che 
alia matematica elementare ; ma egli sapeva farlo, perch^ la ma¬ 
tematica la conosceva profondamente ! 

Sir George Handley Knibbs (1858-1929). Appena dopo un 
lungo periodo, che ci appare quasi trascorso in vari ed incerti tenta- 
tivi sulla scelta del cammino della sua vita, appena quando era 
giida qualche anno entrato in piena maturity, allora soltanto co- 
mincia Tattivit^ di questo scienziato australiano ; subito dopo. 
cio6, che egli era stato incaricato di creare, nel 1906, TUfl&cio di 
statistica del suo paese, ufficio poi da lui diretto ininterrotta- 
mente sino al 1921. 

Non che la precedente attivit^i, sopratutto in quanto prepa- 
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razione matematica — nel 1905-06 ha anche insegnato fisica al- 
Tuniversit^ di Sydney — non abbia costituito il presupposto lo¬ 
gic© per il future statistic©. 

Che, se la feconda operositk del Knibbs si manifesta nelFuf- 
ficio pubblico con il primo volume deir Year-Book del 1908 — che 
raccoglie le statistiche deirAustralia dal 1788 al 1907 ed una in- 
teressante storia della Statistica Australiana, il suo nome h chiaro 
press© gli statistic! di tutto il mondo specialmente per i contributi 
importantissimi ch’egli ha portato alia nostra disciplina con la 
trattazione matematica dei problem! fondamentali della demo- 
grafia. 

La sua teoria matematica della popolazione (i) — pubblicata 
in appendice al primo volume della reiazione del censimento au- 
straliano del 1911 — puo considerarsi ormai un^opera classica, 
citata universalmente, per la rigorosa sistemazione metodologica 
delle ricerche intorno alle caratteristiche ed alle fluttuazioni della 
popolazione, con particolare riguardo a quella australiana. 

Nel campo della statistica economica si possono ricordare 
particolarmente i suoi contributi alia teoria dei numeri indici e 
alcune formulazioni matematiche intorno alia dislribuzione della 
propriet^t terriera e deirincome-tax deirAustralia (2). 

Non e qui il caso di neppure proporci una sia pur fugace ana- 
lisi deiropera del Knibbs (3) ; non possiamo tuttavia esimerci dal 
ricordare come egli, partendo dalla ipotesi della tendenza di una 
popolazione qualunque ad aumentare in ragione costante, abbia 


(1) The mathnnntical theory of population, of its character and fluctuations, 
and the factors which influence them. — Melbourne, IQ17. 

(2) Cfr. fra I’altro The nature of an unequivocal Price-index and quantity- 
index, Journal of the American statistical Association». March 1924 ; Private 
Wealth of Australia and its growth as asctrtained by various methods together 
with a report of the war census of 1915, Melbourne 1918. 

(3) Citiamo ancora ; Statistical opportunities of the medical profession and 

tuberculosis duration frequency curves, and the number of existing cases ultimately 
fatal, Melbourne. 1908 ; On the influence of infantile mortality on birth-rate, 
Sydney, 1910; Inquiry in to the Cost of f.iving in Australia, 1910-11. Mel¬ 
bourne, 1911; Suicide in Australia . A statistical analysis of the facts, 

Sydney. 1912; Pocket compendium of Australian s/a/fs/frs, Melbourne, J. Mul- 
lett, 1918; The foundamenial elements of the problems of population and migra¬ 
tion, Eugenics Society. London; The theory of large population aggregates, 
(iMetronw 1920; The growth of human population and the laws of their 

increase, <(Metron », V», 3, 1925; The shadow of the World's future, London, 1928. 



orientato il problema dello sviluppo delle popolazioni verso la so- 
luzione anglo-sassone AtWoptimum demografico e del birth-control^ 
deprecando il pericolo della sovrapopolazione. 

Senonchfe al principio del freno airaumento della popolazione 

— fonte, anche secondo il Knibbs, di miserie e di pericolo sociale 

— proposto dagli anglo-sassoni e che quest! intendono imporre 
agli altri popoli come scientificamente provato, patrocinandone 
raccoglimento nel campo teorico non solo, ma anche in quello 
pratico, mentre in realty corrisponde perfettamente soltanto agli 
interessi di popoli come gli anglo-sassoni in grande decadenza de- 
mografica, la Scuola italiana, per opera essenzialmente del suo 
autorevole capo, il Gini, ha sostitiiita una concezione, piii com- 
prensiva e pin aderente alia realta, intorno alle basi scientifiche 
deirevoluzione delle popolazioni, tale da tener conto degli interessi 
e dei bisogni di tutte le popolazioni e non solo di quelle che si tro- 
vano in un determinate stadio di evoluzione. 

A parte questa pur profonda divergenza, il Knibbs ha figu- 
rato molto autorevolmente fra i membri del Comitato direttivo 
del « Metron », cui appartenne sin dalla fondazione ed al quale 
collaboro sin dal prime numero (i). 

Notevole la sua critica, pur apparsa su questa stessa Rivi- 
sta (2), alia curva «logistica » quale rappresentazione grafica di 
una intrinseca legge dello sviluppo delle popolazioni. 

Certamente pud essere, anche generalmente parlando, molto 
discutibile di voler attribuire valore di legge a semplici funzioni 
del tempo, considerate come unica variabile indipendente. Puo 
bensi esser assai comedo il farlo, ma non bisogna sopravalutarne 
la portata ed i risultati ; tuttavia le ricerce statistiche, almeno 
alio stadio attuale della scienza, molto si avvantaggiano da pro- 
cedimenti del genere, i soli, si puo dire, che consentano di seguire 
lo sviluppo dei fenomeni attraverso una lunga serie di osserva- 
zioni. 

Ma, a completare ormai le brevi notizie biografiche intorno a 
Sir George Knibbs, valga ancora il ricordo che, dope aver lasciato 
Tufficio della Statistica Australiana, egli divenne direttore del- 
r « Australian Institut of Sciences Industry » e fu successivamente 
« Royal Commissioner » per Tistruzione, Tassicurazione, il com- 


(1) The theory of large population etc., cit. 

(2) The growth etc., cit. 
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mercio e Tindustria del suo paese ; mentre altri importanti uffici 
politici copri anche durante la guerra europea. 

Dotato di geniale coltura e di grande prestigio personale, 
egli fu anche poeta ! 

Carl V. L. Charlier e nato a Ostersund nel 1862. Nel 1897 
fu nominato professore neirUniversity di Lund e direttore di quel- 
rOsservatorio astronomico. Da alcuni anni come professore eme- 
rito viveva ritirato, e assai sofferente, coi propri famigliari. 

La sua prima affermazione statistica e del 1906 con le sue ri- 
cerche sulla teoria della probability (i) e da allora la statistica 
matematica diventa per lui il metodo d'indagine che preferiry al- 
Tosservazione diretta anche nelle sue speculazioni astronomiche. 

La piu suggestiva espressione di questo orientamento la si 
ritrova nelle sue memorie intorno alia costruzione dei deli e 
particolarmente alia formazione della via lattea (2). 

In questa astronomia stellare le ricerche dello Charlier e dei 
suoi allievi hanno dato giy dei risultati importanti ed ormai non e 
possibile ignorarle nella discussione delle teorie cosmogoniche. 
£ assai verosimile — dice E. Borel (3) —che lo sviluppo della astro- 
mia stellare ci condurra aconstatare numerose analogic fra le leggi 
dei movimenti delle stelle e le leggi dei movimenti delle molecole 
d’un gas rarefatto. Questa analogia fra Tinfinitamente piccolo e 
rinfinitamente grande sarebbe piaciuta a Pascal! 

Ma notevoli sono anche i contributi diretti di Carl Charlier, 
alia statistica metodologica (4). II suo nome c legato particolar¬ 
mente alia teoria analitica delle curve di frequenza. Accanto alle 
generalizzazioni di Pearson, si ricordano ormai anche i due tipi A 
eBdi curve del Nostro, che, sotto particolari condizioni, si prestano 
a rappresentare con grande approssimazione le distribuzioni. 
Ma Carl Charlier non fu solo un astronomo ed un teorico. Come 
maestro, seppe formare intorno a se valorosi allievi e, perlo Stato, 


(i) Researches into the Theory of Probability, « Contributions from the 
Astronomical Observatory ». 1906. Lund. 

(2j Cfr., Lund Medd, Ser. ii, 8 e ser. ii, 9. 

(3) l.e Calcul des probabiliUs et les sciences exactes, « Atti del congresso 
internazionale dei matematici », Bologna, 1928, Tomo I. 

(4) Vorlesungen iiber die Grundziige der mathematischen Statistik, 
Lund-Hamburg, 1920 ; Contribution to the mathematical theory of statistics, 
« Arkiv for Mathematik, Astronomi och Fysik », Upsala & Stockholm, 1914. 



abili funzionari. A 1 governo del proprio paese portd, inoltre, il 
contribute della sua competenza tecnica in parecchie questioni 
interessanti la finanza pubblica. Cosi gli uomini di genio appaiono 
completi, quando, oltre che al progresso della scienza, si consacrano 
anche all'amore della Patria. 


Settembre 1935. 




Pubblicazioni ricevute. Publications recues. 

9 

Publications received. Erhaltene Verdffentlichungen. 


Periodic! — Pfcriodiques. Periodicals — Zeitschriften. 


AcQua e Gas. — Anno 1933. ^«iscicoli (l;i scttenibre a dicembrc. 

Alouni Indioi della Situazione Economica Italiana e del Lazio. — Anni 1933. 
1934 c 1935, complcti. 

Annali del Fascismo. — Anni 1933, 1934, 1935, cornpleti. 

Annali di Economia. (University Commcrciale Bocconi). Anni 1933, 1934. 
1935. cornpleti. 

Assicurazioni Social! (Le). — Anni 1933, 1934, i 93 . 5 . cornpleti. 

Assistenza Fascista. — Anno 1934, ; Anno 1935, completo. 

Assistenza Sociale nell’Industria (L^). — Anni 1933, i934» i935. cornpleti. 

Atti della R. Accademia dei Georgofili. — Anni 1933. 1934, i933* cornpleti. 

Atti del R. Istitato Veneto di Soienze, Leitere ed Arti. — Anno i933>34, Tomo 
XCIII, completo. 

BoUettino delle MalattieInfettive del Regno. — Anni 1933. 1934. ^935. cornpleti. 

Bollettino Mensile del Banco di Sicilia. — Anni 1934, ^933> complcti. 

BoUettino Mensile delle Compagnie di Navigazione. — Anni 1933, 1934, i935. 
cornpleti. 

Bollettino Mensile della Society delle Nazioni. — Anni 1933. 1934, i933» cornpleti. 

Bollettino Mensile dei Prezzi. (Istitnto C'entrale di Statistica del Regno 
d’ltalia). — Anni 1933, 1934, cornpleti. Anno 1933. fascicoli da i a 10. 

Bollettino Mensile di Statistica. (Istituto Centrale di Statistica del Regno 
d'Italia). — Anni 1933, 1934, 1935, cornpleti. 

Bollettino Mensile di Statistica Agraria e Forestale. (Istituto Centrale di Stati¬ 
stica del Regno d’ltalia). — Anni 1933, I934. cornpleti. Anno 1935, 
fascicoli da i a 10. 

Bollettino di Notizie Eoonomiohe. — Anni 1933. 1934. i 935 ' cornpleti. 

Bollettino Sanitario delBestiame. (Ministero deirinterno). —Anni 1933 - i 934 - 
1935, cornpleti. 

Bollettino Semestrale di Statistica e Legislazione Comparata. — Anni 1933. i 934 > 
I 935 » cornpleti. 

Bollettino Statistico Mensile per la Provincia di Milano. — Anni i 933 > i 934 > 
cornpleti. Anno 1935, fascicoli da i a 10. 

Bollettino Statistico del Ministero del Lavori Pubblioi. — Anni i 933 > i 934 * 
cornpleti. Anno 1935, fascicoli da i a 8. 
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BoUettmo TJiBciale — Legislazioiie e Disposiziom Ufflciali (Ministero della Fi- 
nanze — Direzionc Gcncralo della Tassc. sngli Affari) Anni I933» 

1934. 1935* com pie ti. 

BoUettino Uffleiale (Ministero dellc Finanze — Direzione Gcneralc delle 
Dogane c Iinposte indirette). — Anni 1933. Vol. LXXIII, nn. 1-123, 
123-182. Anno 1934. T-XXIV, nn. 1-237, -239-253, 255-260. Anno 

1935. ^^ol. T.XXV, nn. i- 43. 45-74. 7^-137. 159-186. 189-228. 230-253. 
Casa e Lavoro. — Anno 1933. completo. 

Commercio. (Confederazione Nazionale Fascisla dei Commercianti). Anni 

1933. 1934. 1935'^oi^plcti. 

Conto Riassuntivo del Tesoro. (Ministero delle Finanze). — Anni 1933* I934. 

completi. Anno 1935. fascicoli da i a 9. 

Corriere del Danubio (II). — Anni 1933. 1934, 1935. completi. 

Credere. — Anno 1934. completo. 

Dati xnensi^li relativi all^esercizio delle PF.SS. — Anni 1933. 1934 completi. 

Anno 1935. lascicoli da i a 6. 

Echi e Commenti. — Anni 1933, 1934. i935- completi. 

Economia. — Anni 1933, i934. ^935. completi 

Forze Civili (Le). — Anno 1933, nn. i, 3-9, 11-12. Anno 1934. I'n. da 2 
a 12. Anno 1935, da i a 8. 

Oiomale di Agricoltura della Domenica. — Anno 1933. nn. i, 3-8. 11-15, 
17-37. 39-53* Anno IQ34, nn. 1-36. 38-52. Anno I935- completo. 
Giomide Economioo (11). — Anni 1933. 1934. i935. completi. 

Giomale degli Economisti e Rivista di Statistica. —Anni 1933. ^934. completi. 
Anno 1935, 

Gimale dell’lstituto Italiano degli Attuari. —Anni 1933, 1934. ^935. completi. 
Giomale di Matematica Finanadaria. — Anni 1933, ^934- completi. Anno 

1935- n. I. 

Giomale di Medicina Militare. - Anni 1933. 1934. 1935- completi. 

Indici settimanali di borsa. (Consiglio Provinciale deir Economia Corporativa 
di Milano). — Anni 1933, 1934- completi. Anno 1935. da i a 44. 
Indici settimanale dei prezzi airingrosso. (Consiglio I^rovincialc dell’Econo¬ 
mia Corporativa di Milano). — Anno 1933, nn. 1-14, 16-31, 33-5-2. 
Anno 1934. nn. 1-45, 47-49. 51-53* Anno 1935, nn. 2-5, 7-9. 11-13. 
15-22. 24-26, 28-35. 37-39. 41-44- 

Indnstria Lombarda (L’) — Anno 1933, nn. 1-2, 7-11, 13-51- Anno i 934 » 
nn. 1-35. 39-47. 49-51- 

Italia Che soriTe (L’). — Anni 1933, 1934, ^935. completi. 

Listino settimanale di prezzi all’ingrosso. (Consiglio Provinciale deir Economia 
Corporativa di Milano). — Anni 1933, 1934, completi. Anno I 935 » 
nn. 1-16, 18-21, 23-26, 28, 30, 32-52. 

Marina Italiana (La). — Anni 1933. 1934. i935< completi. 

Notiziario Demgrafico. (Istituto Ccntralc di Statistica del Regno d'ltalia). 
— Anni 1933, 1934, I 935 » completi. 

Notiziario Economico delPArgentina. — Anni 1933, completo, Anno i934» 
fascicoli da i a 10. 

Notiziario Economico Commerciale del Brasile. — Anno 1933, completo. Anno 

1934, fascicoli da 1 a 9 e ii. 



Notisiario Eoonomioo dell’U.R.S.8. — Anni 1933. 1934, i935. completi. 

Humeri indioi dei prezzi all’ingroeso. (Consiglio Provinciale dcirEconomia 
Corporativa di Milano). — Anni 1933. 1934. toniplcti. Anno 1935, 
fascicoli da i a 8. 

Humeri indioi mensili della produzione industriale in Italia. — Anno 1934, 
completo. Anno 1933, fascicoli da 1 a 8. 

Huovi Studi di Diritto, Economia e Politica. - Anni 1933. 1934. <'omplcti. 

Organizzazione Industriale (L’). — Anni 1033, 1934. ^935. completi. 

Organizzazione Scientiflca del Lavoro (L’). -- Anni 1933, 1934, 1935, completi. 

Questioni meridionali. — Anni 1934. i 935 . completi. 

Rassegna Economica. (Banco di Napoli). --- Anni 1933, ^934. 1935, completi. 

Rassegna Economica dell’Abruzzo Teramano. Anno 1(^33. completo. 

Rassegna del mercato deicarboni. — Anni 1934, ^933. (omplcti. 

Rassegna Quindicinale deirAgricolfura. - Anni 1933, 1934. ^933. completi. 

Rendiconti del Reale Istituto Lombardo di Scienze e Lettere. - Anni 1933, 1934. 
completi, Anno 1933, fiiscicoli da 1 a XVIII. 

Rendiconti del Semlnario della Facolti di Scienze della R. University di Cagliari. 

— Anni 1933. t934. completi. Anno 1935. lascicolo i. 

Rilorma Sociale (La). — Anni 1933. 1934. completi. Anno 1933. fascicoli 
1-2. 3-4. 

Rivista di Antropologia. — Anni 1932-1933. 1933-1934, completi. 

Rivista delle Assicurazioni. -- Anno 1933. fascicoli 1-2, 3-4. 3-6. 

Rivista Bancaria — Anni 1933. 1934, i935» completi. 

Rivista di Diritto Commerciale. - Anni 1933. 1934. completi. Anno 1933, 
fascicoli 1-2, 3-4. 

Rivista di Diritto Penitenziario. — Anni 1933. i934> 1933. completi. 

Rivista Intemazionale del Cinema Educatore. — Anno 1933. < omplcto. 

Rivista Intemazionale di Scienze Sociali. — Anni 1934 1933, completi. 

Rivista Mensile della Cittd di Venezia. — Anni 1933. 1934. completi. Anno 
1935, fascicoli da i a 8. 

Rivista di Politica Economica. Anni 1933. 1934. 1933. completi. 

Scientia. — Anni 1933. 1934. 1935. completi. 

Statistica del Commercio Speciale di Importazione e di Esporfazione (Ministcro 
delle Finanze). — Anni 1933. 1934. completi. Anno 1935. fascicoli 
da I a 9. 

Statistica delle Imposts di Fabbricazione e di Esportazione. (Ministero delle. 
Finanze). — Anni 1933. 1934. completi. Anno 1933. fascicoli da i a 9. 

Studi Senesi del Circolo della R. University di Siena. — Anni 1933. 1934- i933. 
completi. 

Sul Mare. — Anni 1933, ^934* i935« completi. 

Tempo (II). — Anno 1933, numeri da i a 14. Anno 1934- 5* 9 13, 

15. Anno 1935. 

Vita Economioa Italiana (La). — Anni i933> i934- 1933* completi. 

Archives de Sooiologie. (Institut International dc Sociologic). — Annee 1933, 
complete. Ann6e 1934, fasc. i. 

Bibliographie d’Hygibne Industrielle (Bureau International du Travail). — 
Ann6e 1933, complete. 



Bulletin de U Banque Nationale de Roumanie. — Annccs 1933* 1934* ^ 935 > 
completes. 

Bulletin de la Banque Nationale de Tchdcoslovaquie. — Annecs i 933 > ^ 934 . 
1935' completes. 

Bulletin Mensuel de Statistique Agricole et Commerciale. — Annces 1933, 1934, 
1935. completes. 

Bulletin Mensuel de Statistique de la Sooidtd des Nations. — Annces 1933, i934> 
1935* completes. 

Bulletin Mensuel de Statistique publid par la Statistique Gdndrale de la Grdce. — 

Annces 1933. 1934 - I 935 * completes. 

Bulletin Mensuel de Statistique du Royaume de Bulgarie. — Annccs 1933* ^ 934 ' 
1935. compldles. 

Bulletin Officiel du Bureau International du Travail. — Anncc 1933. complete. 

Bulletin de la Statistique Gdndrale de la France. — Annces 1933.1934. 1935. 
completes. 

Bulletin de la Statistique Gdndrale de la France (Indices Keonomiques irlebdo- 
madaires). — Annee 1934-35, complete. 

Bulletin de la Statistique Gdndrale de la France (Supplement mensuel). — 
Annee 1935, complete. 

Bulletin Statistique Mensuel Hongrois. — Annees 1934. 1935. completes. 

Bulletin Trimestriel de la Banque Nationale de Yougoslavie. — Annees i933> 
1934. 193.5* completes. 

Chronique de la Sdeuritd Industrielle. (Bureau International du Travail). — 
Annee 1933, compldte. 

Commerce Eztdrieur de la Rdpublique Polonaise. — Annees 1933. i934. i 935 » 
compldtes. 

Coopdration Intelleotnelle (Institut International de la Cooperation Intel- 
lectuelle). — Annecs 1933, 1934, 1935 » completes. 

Epargne du monde (L’). — Annees 1933, 1934. i 935 » completes. 

Indices de PActivitd £conomique en Yougoslavie. — Annces 1934. i935. com¬ 
pletes. 

Indices do Mouvement Gdndral des Affaires en France et Divers Pays. — Annees 
1933. 1934. completes, Annee 1935, ^^sc. i. 

Informations Sociales (Bureau International du Travail). Annee 1933. 
complete. 

Journal de la Socidtd Hongroise de Statistique. — Ann6es 1933. 1934* i935* 
completes. 

Journal de la Socidtd de Statistique de Paris. — Anndes 1933, 1934. 
completes. 

Materiaux pour r£tude des Calamitds. — Anndcs 1033, nos. de 29 a 35. 

Mouvement Syndacal International (Le). — Ann6es 1933, 1934 * completes, 
Annde 1935, ^^sc. 1-4. 

Musde Social (Le). — Annees 1933, 1934, 1935 » compldtcs. 

Nouvelles Sovietiques (Les). — Annde 1933, compldte. 

Rapport Epiddmiologique (Societd des Nations). — Anndes 1933^ 1934, 1935 » 
compldtes. 

Rapports de rotftce de Statistique de la Rdpublique Tcbdcoslovaque. — Anndes 

1933. 1934. 1935. compldtes. 



Relev6 Epid^miologiQue Hebdomadaire (Soci6t6 des Nations). — Annies 1933, 

1934. I935» completes. 

Revue de la Plue Qrande Famille. — Annee 1934, 88, 89, 90. Ann6e 

1935. complete. 

Revue Hongioige de StatistiQue. — Annies 1934. i 935 * completes. 

Revue Internationale de Sciences Administratives. — Annocs 1933, 1934, i933> 
completes. 

Revue de Flnstitut de Sociologie Solvay. - Annees 1933. i934. completes. 
Ann6e 1935, ^asc. i, 2. 

Revue International du Travail (Bureair International du Travail). — Ann6e 

1933. complete. 

Revue Trimestrielle de ilstitut International de Statistique. — Annees 1933. 

1934, 1933, eompl(>tes. 

Revue Trimestrielle de Statist!que de la Rdpublique Polonaise. — Annees 1933, 
1934, completes. 

Sdrie Legislative. — Annee 1933, compldte. 

Socidte de Banque Suisse. — Annee 1933. complete. Annee 1934. i, 2. 

3 . 4. 5 * 

Statistique des Pria: (Republique Polonaise). — Annees 1933, it)34, 1933. 

completes. 

Statistique du Travail (Republique Polonaise). — Annees 1933, 1034. ^ 933 - 
completes. 

Tableau de Ddpenses et des Recettes de PEtat (Royaume do Yougoslavic). — 
Annee 1934. fasc. de aout a decembre. Annee 1935. complete. 

Annals of Mathematical Statistics (The). — Year 1933, complete. 

Bank of Finland. — Years 1933, 1934. i'> 33 - completes. 

Barclays Bank. — Year 1933. 3 - 3« 7 - 9. 10, ii. 12. Year 1934. 

complete. Year 1933. 3 ' 4 - 7 - 9* 

Bulletin of the Pan American Union. — Years 1933, 1934. ^933. completes. 
Crops and Markets. — Yeans 1933, 1934. 1933- completes. 

D. N. C. Fortnightly report. — Years 1934, ^935, completes. 

Ecology. — Years 1933, 1934. I 933 - completes. 

Economioa. — Years 1933. 1934. ^933- completes. 

Economic History. — Years 1933. i 935 ' completes. 

Economic Journal. — Year 1933, complete. Year 1934. i7b i 75 - 
Year 1935. n. 177. 178. 179. 

Econometrica. — Year 1933, 1934. i933. completes. 

Educational Research Bulletin. — Years 1933, 1934. i935. completes. 
Bugenioal News. — Years. 1933. 1934. i933. completes. 

Eugenios Review. — Years 1933. 1934, 1935. completes. 

Oenetios. — Years 1933, 1934, i935» completes. 

Guaranty Trust Company. — Years 1933. 1934- i 933 * completes. 

Human Biology. — Years 1933. 1934. i935. completes. 

Ihdei. — Years 1933, 1934. ^ 935 » completes. 

Industrial Bulletin (The). — Years i933» i934- ^935- completes. 

Insurance Herald. — Year 1934, n. 8, 9, 10, ii. 12. Year 1935, complete. 
Insurance and Finance Review (The). — Years 1933. 1934 * i 935 * completes. 
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International Cotton Bulletin. — Years 1933, 1934, ^ 935 * completes. 

Japan Trade Review, — Years 1933. 1934. 1935, completes. 

Journal 0! the Osaka University ol Commerce. — Years 1933. 1934, completes. 
Journal 0! Political Economy (The) — Years 1933. 1934. completes. Year 

1935, Fasc. ol Febraury, April. June, August. 

Journal of the American Statistical Association. ~ Years 1933, 1934. i 933 > 
completes. 

Journal of the Royal Statistical Society. — Years, 1933. 1934. 1933, com¬ 
pletes. 

Kyoto University. - Economic Review. — Years 1933. 1934. 1035, completes. 
Labour Gazette. — Years 1933. 1934. 1933 * completes. 

London & Cambridge Economic Service. —Years 1933. 1934. i 935 . completes. 
Monthly Report Department of Public Health of Toronto. — Years 1933, 1934. 
1935. completes. 

Monthly Vital Statistics. - Y ears, 1933, 1934. i933. completes. 

National. Bureau of Economic Research. — Years 1933, 1934. i 933 . com¬ 
pletes. 

Official Year Book of the New South Wales. — Year 1932-33, complete. 

Price and Prices Index (Department of Trade and Commerce, Dominion Bu¬ 
reau of Statistics — Ottawa). — Years 1933. 1934. i 935 * completes. 

Proceedings of the Casualty Actuarial Society. — Years 1933, 1934. i 933 > 
completes. 

Quarterly Journal of Economics (The). — Years 1933, 1934, i935. completes. 
Quarterly Journal of Statistics (The). — Years 1933. 1934. i 935 . completes. 
Race Hygiene. — Years 1933. 1934. ^935- completes. 

Review of Economic Statistics (The). — Years 1933, 1934, ^ 935 » completes. 
Statistical Bulletin. — Year 1933. ns. from April to December. Years 1934, 

1933, completes 

Statistical Bulletin (Metropolitan Life Insurance Company). <— Years 1933, 

1934, ^935. completes. 

Statistical Register (New South Wales). — Years 1932-33, 1933-34, com¬ 
pletes. 

Transactions of the Actuarial Society of America. — Years 1933, 1934. i933> 
completes. 

AUgemeines Statistisches Archiv. — Jahrg. 1933, i 934 . ^ 935 . vollstanding. 

Archiv fiir Soziale Hygiene und Demographie. — Jahrg. 1933, Heft i, 2-3, 4-5. 6. 
Berliner Wirtschaftsberichte. — Jahrg. 1933, 1934. ^ 935 - vollstanding. 
Deutsches Statistisches Zentralblatt. — Jahrg. 193,3, i 934 . i935. vollstanding. 
Die Bank. — Jahrg. 1933, n, 1-13. 

Monatliche Nachweise uber den Ausw&rtigen Handel Deutschlands. — Jahrg. 
1933. 1934- 1935^ vollstanding. 

Monatsberichte des Osterreichischen Institutes fiir Konyunkturforschung. — 

Jahrg. 1933. 1934, 1935^ vollstanding. 

Monatsbericht des Statistischen Amts der Stadt Berlin. — Jahrg. 1933, 1934» 
i 935 » vollstanding. 

Weltwirtschafiliches Archiv. — Jahrg. 1933, 1934, i 935 * vollstanding. 
Wirtschaft und Statistik. — Jahrg. 1933. 1934. i935. vollstanding. 
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Anales de Biotipologia, Eugenesia y Medicina Social. — Ano 1934, nn. 23. 
23, 26. 27. 28. 29. 30. 31, 32, 33, 34. 35, 36, 37, 38, 39,40. 41, 42. 43. 

44. 45 » 47. 51- 

Bolotin del Centro de Investigaciones Especiales 0 Laboratorio do Estadistica. ~ 

Alio 1934. completo. Ano 1933 ^ 9. 

Boletim Hebdomadario de Estadistica Demographo-Sanitaria da Cidade do Rio de 
Janeiro. — Aiios 1933. 1934. i 933 . complotos. 

Boletin Mddico. — Ano 1935, completo. 

Boletin mensual — Banco Central de Chile. — Ano 1935. completo. 

Boletin mensual — Banco Central del Equador. — Ano 1931. n. 6-12, ano 1935, 
completo. 

Boletin mensal de Estatistica Demographo-Sanitaria da Cidade do Rio de Ja¬ 
neiro. - Ano 1933. completo. Ano T()34. nos. de i a ir. 

Boletin mensual de Estatistica Agropecuaria. — Anos 1(^33. i(>34. 1933. 
pletos. 

Butlleti mensual d'Estadistica. — Anos 1934. 1933. completos. 

Buletinnl Institutului Economic Romftnesc. Annees iim 3, 1934. ^935. com¬ 
pletes. 

Cenovd Zprdvy (Rapports siir les prix publics par roffice de Stalistiqne de- 
la Republique Tcheco.slovaque). — Annees i()33. I 93 b ^933, completes. 
Direcion General de Sanidad (Boletin hebdomadario). — Anos 1933, 1931, 
1(^33. completos. 

D. N. 0 . — Revista do Departamento Nacional do Cafd. - .\hos 1933. 1934. 
1933, completos. 

Divulgac&o de Informagoes e Propaganda. - Anos 1933. 1034. ^933, completos. 
Eugenesia. — Anos 1933. T934, i 933 . completos. 

Lw 6 w w Cyfrach. — Annees 1933. i 934 - i 933 - completes. 

M&nedsopgaver over Vareomsetningen Med Utlandet. — Annees 1933. i934. 
1933. completes. 

Mesifini Pfehled Zahranicniho Obchodu (Republiky Ceskoslovenske). — Annees 

1933. i934» ^933- completes. 

Pasteur — Revista mensual de Medicina. — Ano 1933. completo. Aho 1934. 

noviembre y diciembre. Ano 1933. completo. 

Revista de Ciencias Econdmicas. — Anos 1933. 1934. 1933. completos. 
Revista Economioa. — Anos 1933. i 934 . completos. 

Revista de Economia y Estadistica. — Afios 1933. 1934. 1933. completes. 
Revista do Instituto de Ca!d do Estado de S. Paulo. Anos. i()33. 1934, 
1935. completes. 

Revista de la Secretaria del Trabajo. -- Ano 1933. complete. 

StaUstioa. ~ Veil. I (1929-30). II (1932). HI (i 933 ). IV (1934). V (1033)* 
Statisztikai Haviliizetei. — Anndes 1933. 1934. i 933 . completes. 

Statistick^ Obzor. — Anndes 1933. 1934. i933. completes. 

Statistiske Meddelelser. — Anndes 1933. 1934. ^ 935 . completes, 
la Ulkomaankauppa (Helsinki). — Ann 6 cs 1933. ^ 934 . ^ 933 - completes, 
la Ulkomaankauppa Vuosijulkaisu (Helsinki). - Annee 1933. complete. 
Wiadomoioi Statystsrozne (Varsovie).—Annees 1933. i 934 . i 935 ‘ compldtcs. 
Wiadomo'oi Statystyo 23 ie — Miasta Poznania (Varsovie). — Annees 1933, 

1934. i935» completes. 




Libri, Annuari, Opuscoli, 
Estratti, ecc. 

Books, Yearbooks, Pamphlets, 
Reprints, etc. 


Livres, Annuaires, Brochures, 
Extraits, etc. 

Bucher, Jahrbiicher, Broschii- 
ren, Separatabdriicke, usw. 


Acerbo (». — - Compiti e prospettive delVagricoltnra nei sistemi di economia 
Yegolata . Citta di Castello. 1933 (i^str. ^ (iiornalc degli Economisti 
e Rivista di Statistica »). 

Affricano R. La svalutazione del belga e le campagne cuntro il blocco 
aro. Milano, 1935. 0 Minerva Bancaria >•). 

Id. — Lo sviluppo delle migrazioni interne e la politica di riiralizzazione, 
Roma, 1935. (Estr. <* Rivista di Politica Economica >, Ann. XXV, 
Ease. III).' 

Aimi a. — Dalla scomparsa del salariato alia Corporazione. Mantova, s. d. 

Alberti S. — Relazioni fra mortahtd c statura. Milano, 1934. (Estr. << Con- 
tributi del Laboratorio di Statistica dell’Universita Cattolica del 
S. Cuorc »). 

Id. — La mortalitd antenatale, Milano. 1934. 

Id. — La finanza moderna. V'ol. I : La evoluzione e la essenza tecnica del 
credito mobiliare. Milano. 1934- 

Ambrosini G. — L’Unione Sovietica : Ideologic e realtd. Palermo, 1935. 

Amministrazione DEI Monopoli di Stato. — Bilancio industriale per Veser- 
cizio 1931-32. Parte II, Tavole Statistiche. Roma. 1933. 

Id. — Idem per Vesercizio 1932-33. Roma, 1934. 

Id. — Relazione e bilancio industriale per Vesercizio dal luglio i933 
30 giugno 1934. Parte 1 . Roma. 1933. 

Id. — Bilancio industriale per Vesercizio 1933-34. Parte II. Tavole Sta- 
tisiiche, Roma, 1933. 

Annuario delle Assicurazioni. — 1935-193^. Tivoli, 1935* 

Annuario dell’UniversitA Cattolica del S. Cuore. — Anno accademico 
1934-1935- Milano, 1935. 

Antonini G. e CoRBERi G. — Le fughe degli adolescenti come occasione di 
reato, Bologna, 1935. (Estr. u Rivista di Psicologia A. XXXI, n. 4). 

Associazione fra le SocietX Italians per azioni. — Societd Italiane 
per azioni, Nothie statistiche, Roma, i 934 - 

Id. — Le sqcietd italiane per azioni raggruppate per categoric, regioni, capi- 
tali e data di costituzione* Roma, I934- 
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Atti del I CoNGREsso Nazionale di Scienza delle Assicurazioni. — 
Vol. II : Discussioni e deliberazioni, Torino, 1929. 

Atti dellTstituto Nazionale delle Assicurazioni. — Vol. VI : Con- 
ferenze di cuUura assicurativa delVanno 1933. Roma, 1934. 

Atti della fondazione scientifica Cagnola dalla sua fondazione in poi, 
Vol. 29°: 1928-33. Milano, 1934. 

Bachi Riccardo. — II saggio di capitalizzazione delle nazioni, Dinamica 
attraverso il tempo. Dispefsione dei saggi relativi alle singole societd, 
(XXIT Sessione dellTstituto Internazionale di Statistica, Londra). 
La Haye, 1934 - 

Id. — Metodi per lo studio della distribuzione iopografica dei fenomeni : 
la distanza media. Roma, 1934. (Estr. u Barometro Economico », n. 49). 

Id. — / prezzi delle merci in Italia lungo le prime settimane delVassedio 
economico. Roma. 1933. (Estr. «( Rivista di Politica Economica », 
Ease XII). 

Bachi Roberto. — La distribuzione geografica della nalalitd illegittima 
in Italia. Cittk di Gastello, 1935 (Estr. « Cxiornale degli Economisti e 
Rivista di statistica »). 

Bachi Roberto e Flaschel-Modigliani. — Maternitd illegittima. Roma, 
1934 - 

Balducci G. — Sulla mortalitd degli insegnanti elementari pensionati. 
Contributo alio studio della stabilitd delle frequenze di morte. Rovigo, 
1920. (Estr. « Metron » Vol. I, n. 2). 

Ballarini F. — Dal liberalismo al corporativismo. Torino, 1935. 

Banca dTtalia. — Adunanza generale ordinaria degli azionisti tenuta in 
Roma il giorno 29 marzo 1934-Ar//. Anno 40°. Roma, 1934. 

Id. — Adunanza generale ordinaria degli azionisti tenuta in Roma il giorno 
30 marzo 1935-A’///. Anno 41®. Roma, 1933. 

Banca Nazionale deel*Agricoltura. — Relazione e bilancio al 31 di- 
cembre 1933- AT//. XII Esercizio. Milano, 1933. 

Barberis L. Spese militari delle sette maggiori Potenze. Notizie Stati- 
stiche. Roma, 1933 (Estr. « Rivista Marittima », aprile-maggio, 1933). 

Id. — Spese militari della Polonia, della Piccola Intesa e del Belgio. Roma, 
1933. (Estr. « Rivista Militare Italiana », settembre, 1933). 

Id. — Contributo ad un confronto fra le spese militari della Francia, del- 
VItalia e della Germania. Torino, 1933. (Estr. « La Riforma Sociale », 
settembre-ottobre, 1933). 

Bartoli M. — Questioni linguisHche e diritti nazionali. Discorso alia R. Uni- 
versitk degli Studi di Torino per Pinaugurazlone delPanno accademico. 
Torino, 1934. 

Battara P. — Le osservazioni antropometriche eseguite dal Prof. Aldobran- 
dino Mochi in Eritrea, (Missione scientiiica eritrea : 1905). Firenze. 1934. 

Id. — Confronti seriali fra i gruppi umani deWAfrica nord-orientale e gli 
arabi dello Yemen. Firenze, 1935. (Atti del II Congresso di Studi 
Coloniali). 

Id. — La popolazione di Firenze alia metd del \300. Firenze, 1935. 

Id. — Le curve della natalitd nei paesi agricoli ed industrials (Estr. « Eco- 
nomia », n. 3, 1935). 



Battara P. — Le indagivi congetturali sulla popolazione di Firenze fino 
al ’300 (Estr. « Archivio Storico Italiano », Vol. I, Disp. 2), Firenze, 
1935 - 

Bertani L. — II pensiero economico di Benito Mussolini, Roma, 1934. 

Bodoni G. — Alcune osservazioni intorno alia assicurazione complementare 
per Vesonero del pagamento dei premi vita in caso dHnvaliditd totale. 
(Atti del X Congresso Internazionale degli Attuari), 1934. 

Bodoni G. e Crosato P. — Sulla possibilitd di sostituire, nel calcolo del 
totale dei premi e delle riserve, ad una tavoid selezionata una tavola 
compatta. (Atti dell’Istituto Nazionale delle Assicurazioni. Vol. VII). 
Cittk di Castello, 1935. 

Boldrini M. — Statisiica in compendio ad uso delle Scuole, Como, 1935. 

Bonferroni C. — Sulla validitd della media nel calcolo integrale. (Estr. 
« Bollettino deirUnione Matematica Italiana », Ann. XIII. n. 4). 
Bologna. 1934- 

Bortkiewicz L. — Bibliografia. 

Bortolotto G. — Diritto corporativo. Milano 1934. 

Brun M. — Corso di economia sociale, Lione, 1932. 

Buzano P. — Sistenii di due equazioni di Laplace per una funzione di tre 
variabili e loro varietd rappresentative. Milano. 1935. 

Capodaglio G. — II credito di accettazione. (Estr. « Annali di Economia 
deirUniversita Bocconi »>. Vol. IX), Padova, 1934 

Id. — Rischio e profitto in economia corporativu, Roma, s. d. 

Id. — Contributo ad una teoriu economica del patrimonio. Roma, 1935. 

Capra G. — II paese della gioia perenne : la Birmania. (Estr. « Le Vie 
d’ltalia e del Mondo m). Milano, 1934. 

Id. — Un'ardua impresa di civiltd : La ferrovia tra la Cina e il Tonchino, 
(Estr. « Le Vie d'ltalia e del Mondo »). Milano, 1935. 

Casagrandi O., Celli A., Celli-Fraentzel A., Escalar G., Di Tucci F. 
e Sepulcki P. — La Malaria, (Trattato Italiano d'lgiene. Parte 6 * ). 
Torino, 1934. 

CaSSA MUTUA PARITETICA PROVINCIALE DI MALATTIA — UdINE. — Atti del- 
Vassembled generate ordinaria del 22 aprile 1934-Ar//. Udine, 1934. 

Cassa nazionale malattie per gli addetti al commercio. — Uassicu- 
razione per i prestatori d'opera del commercio durante Vanno 1933- 
Relazioni, Bilancio, Statistiche, Roma, s. d. 

Cesaro a. — Santuari Islamici nel secolo XVII in Tripolitania, Tri¬ 
poli, 1933. 

CiANCi E. — Prezzi delle merci agricole e potere di acquisto degli agricol- 
tori, (Estr. « Rassegna Economica del Banco di Napoli ». novem- 
bre, 1934). 

Id. — II potere di acquisto della moneta in Italia, (Estr. « Rassegna Eco¬ 
nomica del Banco di Napoli », Maggio, i 935 )* 

Id. — La lunga crisi del 1874-1896 e la crisi odierna, Torino, 1935 * 

Cipriani L. — Viaggio fra gli Hutzuli, (Estr. « L’Uni verso ». Anno XV, 
n. 6). 1934. 

Id. — Viaggio antropometrico nell*Europa centrale, (Estr. « Biologia 
Vol. XVI). 
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CoLLORiDi F. — 11 tipo costiUizionale nelle donne portatrici di fibromani 
interni. (Estr. « Annali di Ostetricia e Ginecologia ». Anno LVl, 
Fasc. VIII). Fidenza, 1934. 

In. — La donna media lombarda come campione antropometrico per le 
indagini ostetrico-ginecologiche in Lombardia, (Estr. « Annali di Oste¬ 
tricia e Ginecologia ». Anno LVl, fasc. Vll), Fidenza, 1934. 

Id. — Le complicazioni morhose della gravidanza muUipla, (Estr. « Annali 
di Ostetricia e Ginecologia ». Anno LVl I, fasc. VI), Fidenza. 1935. 

COMMISSIONE NAZIONALE ItALIANA PER LA COOPERAZIONE InTELLETTUALE. 

— Lo Stato e la vita economica, (Estr. « Annali di Economia «, Vol. IX). 
Padova 1934. 

Id. - Lo Stato e la vita economica. Relazioni presentate alia 2» Conferenza 
internazionale di studi su lo Stato e la vita economica. Padova, 1934. 

CoNFEDERAZiONE Nazionale Fascista DEL CoMMERCio. — Numeri indict 
dei prezzi normali alVingrosso ed al minuto di alcuni consumi domestici 
in Italia in base alle qualitd di piu largo consumo (indici Veronese) 1929- 
1933. Roma. 1934. 

CoNsiGLio Nazionale delle rickrche. — Attivitd del Comitato nazionale 
per la Geogvafia nel 1933-A'/. Pisa, 1933. 

CoNSIGLlO E I'FFICIO PrOVINCIALE UELL’EcONOMIA CORPORATIVA DI Ml- 
LANo. — Rassegna di Borsa per Vanno 1933. Milano, 1933. 

Id. — Rassegna di Borsa per Vanno 1934. Milano. 1933. 

ContiNI G. — Saggio di una edizione criiica di Bonvesin da la Riva, Mi¬ 
lano. 1933. 

CosTANZA M. — Rsisienza e strnmenialiid dei sopraredditi fondiari. (Estr. 
<• Rivista Internazionale di Scienze Sociali »), Luglio, 1934. 

Id. — Car alter i e fimzioni della rendita fisiocratica. Torino, 1934. 

Credito Fondiakio della Cassa di Risparmio i^elle Provincie Lom- 
BARDE IN Milano. — Bilancio consuntivo delVanno 1933. Milano, 1934. 

Crosato P. — Sulla variazione delle rendite al variare del tasso d'interesse, 
(Estr. <» Giornale dellTstituto Italiano degli Attuari »). (iennaio, 1934. 

CuRATO G. — Saggi di demografia. Portici. 1926. 

D’Abundio E. - Sul rilievo statistico della morte improvvisa. (Estr. « Athe¬ 
na »), Roma. 1934. 

Da Empoli a. — Di un sistema di tasse per Vistruzione proporzionale del 
reddito, Roma, 1935. 

Id. — Di un sistema iributario piu equo ed efficiente, Roma, 1935. 

Dalla Volta R. — Scritii vari di economia e finanza, Firenze, 1931. 

De Berardinis L. — Le cause di natimortali'td in Italia nel 1931. (XXll 
Sessione dellTstituto Internazionale di Statistica, Londra), La Ha- 
ye. 1934 - 

De Castro D. — Alcune lezioni di statistica della criminalitd. Torino, 1934. 

Id. — La decrescente applicazione della condanna condizionale, (Estr.« Scuo- 
la Positiva », A. XIV, Fasc. 7-8), Milano, 1934. 

Id. — Saggio di statistica, Torino, 1934. 

De Franchis M. — A proposito della precedente nota del Prof, Bruno De 
Finetti e in risposta ad un libello del Sig, Insolera, (Estr. « Rendiconti 
del Seminario Matematico di Palermo ». Tomo LVl IT), Palermo, T934. 
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De Gennaro M. — / debiti dello Siaio nel Regno d'ltalia (1861-1932). 
Napoli. 1934 - 

Del Cappio I. — La distribuzione dei gruppi sanguigni nella provincia di 
Catania, (Estr. « Bollettino della Societa Italiana di Biologia Speri- 
mentale », Vol. IV, Fasc. 6). Milano, 1929. 

Id. — La distribuzione dei gruppi sanguigni nella provincia di La Spezia. 

(Estr. « Bollettino della Societk Italiana di Biologia Sperimentale », Vol. V, 
Fasc. 2), Milano. 1930. 

Del Giudice R. — Numero e distribuzione dei lavoralnri del commercio, 
(Estr. « 11 Lavoro Fascista ». A. XIII). 

De Lisi L. — Osservazioni e siudi sulla Irnsmissione creditaria delVatrofia 
muscolare progressiva tipo Charcot-Marie. (Estr. « Rivista di Patologia 
Nervosa e Mentale », luglio-agosto, i92f»). 

Del Vecchio G. — Diriito ed economia. (Kstr. « Rivista Intcrnazionale di 
Filosofia del Diritto ». Fasc. V^l, 1935). 

De Mandato M. — I.a primiiivitd nelV abitare a memo. Torino, 1933. 

Id. — Osservazioni etnologiche sul complesso dei villuggi delVest della re- 
gione pontina. UnHsola di primitivitd nelbacino del Mediterraneo. (Estr. 
(f Atti della Societa Italiana per il Progresso dellc Scienze », XXI 
riunione). Pavia. 1933. 

De Maria G. — Osservazioni sulla teoria staiistica delle serie dinamiche. 
(Estr. « Giornale degli Economisti c Rivista di Statistica ». Dicem- 
bre 1935). 

De Meo G. -- Alcune caraiteristiche demogruftche di Ban nel 1753. (Estr. 
« Rivista Italiana di Statistica, Economia e Finanza », Anno VI, 
n, 2), Bologna, 1934. 

De Polzer a. -- Problemi rnrali alia luce delle cifre. Padova. 1934- 

De Vergottini G. — II « popolo » di Vicenza nella cronaca ezzeliniana di 
Gerardo Maurisio, (Estr. << Studi in memoria di Umberto Ratti »). 
Milano, 1934. 

Id. — Lineamenti storici della costituzione politica dell’lstria durante il 
Medio Evo, 2 voll., Roma. 1925-1934. 

Di Fenizio F. — Questioni monetarie. Milano. 1934. 

Donato B. — La critica del Muratori alia giurisprudenza. Modena. i 934 - 

Einaudi L. — La condotta economica e gli effetti scciali della guerra italiana. 
Bari, 1933. 

Id. — La inclusione del debito pubbhco nelle valutazioni della ricchezza delle 
nazioni, (XXII Sessione delT Istituto Tnternazionalc di Statistica, 
Londra), La Haye. 1934. 

Eyraud H. — Correiazione e causalitd. (Estr. « Giornale dellTstituto Ita- 
liano degli Attuari », gennaio. 1935.) 

Id. — Valori osservati di una variabile casuale e loro perequazione, (ibidem, 
luglio, 1935). 

Falcone P. — Una * Relazione di Malta » sulla fine del cinquecetno. (Estr. 
« Archivio storico di Malta », Anno IV. Vol. IV, Fasc. 1 ). Modena, s. d. 

Fanfani a. — Le origini dello spirito capitalistico in Italia. Milano, 1933 - 

Id. — Cattolicesimo e protestantesimo nella formazione siorica del capita- 
lismo. Milano, 1934. 



Fanfani a. — La distrihuzione nelVeconomia corporativa, (Estr. « Rivista 
Internazionale di Scienze Sociali ». novembre. 1935)- 

Fasolis G. — Scienza delle finanze e diritto finanziario. Padova, 1933. 

Federazione Nazionale Fascista delle Imprese Assicuratrici. — 
Annuario italiano delle imprese assicuratrici : 1933-A'/. Milano, 1933. 

Federazione Nazionale Fascista dell’Industria dei Prodotti per 
L*Agricoltura. — Annuario statistico dei prodotti chimici per I’Agri- 
coltura. Anno 1932, Vol. III. Roma, 1933. 

Federazione Nazionale Fascista della PropietA Edilizia. — llmer- 
cato edilizio : Dati statistici 2« quadrimesire 1933-AT/. Roma, 1933. 

Id. — II mercato edilizio : Dati statistici i® quadrimestre 1934-A'//. Ro¬ 
ma, 1934. 

Federazione Nazionale Fascista dei Proprietari di Fabbricati. — 
II mercato edilizio : Dati statistici 2° quadrimestre 1934. Roma, 1934. 

Id. — II mercato edilizio : Dati statistici y quadrimestre 1934. Roma, 1935. 

Id. — II mercato edilizio : Dati riassuntivi sulVandamento del mercato 
edilizio nel 1934. Roma. 1935. 

Feroci V. — Giustizia e grazia. Milano, 1935. 

Ferrari G. — II primo catasto forestale italiano. (Estr. « Rivista Interna¬ 
zionale di Scienze Sociali ». Anno LXII, Fasc. i*^), Milano. 1934. 

Fornasari Di Verge E. — Esami di Stato 1929-32. (Estr. « L'Universita 
Italiana », Anno XXIX, n. 10), 1933. 

Fortunati P. — II problema ferrarese. (Estr. « Rivista di Ferrara «, Anno 
III, n. 3), Ferrara, 1934. 

Frassetto F. — Ricerche e dubbi di una scienza giovajie. (Estr.« 11 Comune di 
Bologna », n. 11-1932), Bologna. 

Id. — Rapporti fra la statura, peso e perimetro toracico nei soldati italiani. 
(Estr.« Endocrinologia e Patologia Costituzionale », Vol. VIII, Fasc. i), 
Bologna, 1933. 

Id. — Formule di normalitd fra statura, peso e perimetro toracico nei sol¬ 
dati italiani delle classi recenti con speciale riguardo alVarma di caval- 
leria. (Estr. « Giornale di Medicina Militare », Fasc. IX-1933), Roma. 

Id. — Dantis ossa : La forma corporea di Dante. Bologna, 1933. 

Id. — Formule di normalitd e tabelle in antropometria militare. (Estr. « Gior¬ 
nale di Medicina Militare », Fasc. 12-1933), Roma. 

Frisella-Vella G. — Gli orizzonti scientifici della cosiddetta « Questione 
meridionale ». Catania, 1934. 

Galvani L. — Diminuzione della mortalitd in alcuni Stati. (Estr. « Atti 
del Congresso Internazionale per gli studi sulla popolazione »), Ro¬ 
ma, 1932. 

Id. — / centri del terriiorio e della popolazione italiana (1931) e quelli della 
popolazione industriale e commerciale (1927). (Estr. « Compendio Sta¬ 
tistico »), Roma, 1933. 

Id. — Le tavole di mortalitd della popolazione italiana distinta per sesso e 
per stato civile, costruite dalVIstituto Centrale di Statistica. Roma, 1935. 

Garino-Canina a. — Indirizzi di pensiero poliiico-economico nel Risorgi- 
mento italiano. (Estr. « Giornale degli Economisti »), Cittk di Ga¬ 
stello, 1933. 
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Gemelli a. — La « sterilizzazione coattiva e preventiva » nelVinsegnamento 
degli studiosi italianu (Estr. « L’Economia Italiana », Anno XVIII, 
n. ii>i2), Roma, 1933. 

Id. — Compiti e speranze delVUniversiid Catiolica del S. Cuore nelVora 
presente, Milano, 1935. 

Genna G. — Nuove vedute per la standardizzazione della fotografia come 
documento antropometrico, {Estr. « S.A.S., Bulletin du Comit6 inter¬ 
national pour la standardisation anthropologique synth^tique », 
Vol. I, n. 3), Bologna, 1933. 

Id. — Congresso internazionale di Scienze Antropologiche et Etnologiche, 
(Estr. « La Ricerca Scientifica », Vol. I, n. i), Roma, 1935. 

Id. — Nuove prospettive della fotografia antropometrica. (Estr. « Rivista 
di Antropologia >». Vol. XXX), Roma, 1935. 

Ghigi a. — Costituzione e fertilitd, (Estr. « Atti del Congresso Internazionale 
per gli studi sulla popolazione »), Roma. 1932. 

Giannini a. — La politica estera holscevica. (Estr. <( Civilta Fascista », 
Anno I), Firenze. 1934. 

Gini C. — Di alcune circostanze che nei tempi moderni tendono a far apparire 
Vincremento del reddito nazionale maggiore del vero, (XXII sessione del- 
ristituto Internazionale di Statistica, Londra), La Haye, 1934. 

Id. — Su lacurv a della feconditd matrimoniale della donna secondo /’e/ii(ibidem). 

Giovannucci F. S. — La Germania di Hitler e VItalia, Roma, 1933. 

Id. — II problema austriaco e VItalia, Roma, 1934. 

Giusti U. — Di alcuni aspetti dello sviluppo demografico italiuno con qualche 
confronto internazionale e con particolare riguardo alle car alter istiche 
sociali della popolazione, (XXII Sessione delLIstituto Internazionale 
di Statistica. Londra). La Haye, 1934. 

Id. — Lo spopolamento montano nelle Alpi Trentine : Note introduttive e 
riassuntive, Roma, 1933. 

Golzio S. e Battara P. — Indagini sulla feconditd dei matrimoni contratti 
con rito civile, (Estr. « Economia ». Vol. XIL N. 6 ). Roma, 1934- 

Gonella G. — Le esercitazioni di filosofia del diritto nella R, Universitd di 
Roma nelVanno 1932-33. (Estr. « Rivista Internazionale di Filosofia 
del Diritto ». Anno XIV, Fasc. 2-4). Roma, i 934 - 

Gorgolini P. — Italica : Prose e poesie della Terza Italia, Torino, 1928. 

Govi M. — Etica rinnovata su basi scientifiche. Parte I*: Etica generate, 
Firenze. 1935. 

Id. — Preludi filosofici e politici, Milano, 1935* 

Gumbel E. J. — Le piii alte etd in Svezia, (Estr. « Giornale dellTstituto 
Italiano degli Attuari », n. 4-1935). 

Insolera F. — Parallelo ftnanziario fra assicurazione privata e assicura- 
zione sociale, (Estr. « Giornale degli Economisti e Rivista di Statistica », 
marzo, 1934). 

IsTiTUTO Centrale DI STATISTICA DEL Regno dTtalia. — Statistica degli 
ospedali e degli altri Istituti pubblici e privati di assistenza sanitaria ospu 
taliera nelVanno 1932-A”/. Roma, 1934- 

Id. — Statistica delle migrazioni da e per Vesiero : Anni 1928, 1929 e 193 ^ 
con confronti dal 1921 al 1927. Roma, I 934 - 



IsTiTUTO Economico Giuridico della R. QniversitA di Cagliari. — 
Studi econotnico-gitiridici puhblicati a cur a della Facoltd di Giurispru- 
denza, Cagliari, IQ34. 

Id. — Idem, Cagliari, 1935. 

IsTiTUTo Internazionale DI Agricoltura. — Relazioue sulla organizza- 
ziofte del lavoro slatistico-economico relativo alia legislazione effeftuata 
dalVIstituto Ifiternazionale di Agricoltura. Roma, 1934. 

IsTiTUTo Nazionale delle Assicuraziont. -- Atti . Vol. VI, Roma, 1934. 

Id. — - Relazioni del Consiglio di Amministruzione e del Collegia dei Sindaci 
sui Biuincio 1933. Roma, 1934. 

Id. -- Atti : Vol. VII. Roma. 1933. 

Istituto nazionale di Economia Agraria. Annuli dell'Osservatorio 
di Economia Agraria per VEmilia. Vol. Ill, Faenza, 1933. 

Istituto Nazionale Fascista per gli scambi con l’Kstero. — Relazione 
sxilVaitivitd delVI.S.E, presentata al Consiglio gencrale nelVadunanza 
deh 10 giugno i935- Roma. 1935. 

Istituto Nazionale Svizzero di Assicurazioni contro gli Infortuni. — 
Relazione annuale c conti del 1933. 

Id. — Idem 1934. 

Istituto di scienzk kconomiche e commercial! di Genpva. — Annali di 
staiistica e di economia. Anno I. Vol. I, Genova. 1933. 

Istituto di Statistica della R. Universita di Padova. — Primi linea- 
menti di staiistica corporativa. Padova, 193.^. 

Istituto Superiore di scienze sociali k politiche « Cesare Alfiert »>. — 
Atti del I Congresso di Studi Coloniali. 7^' vol. Firenze. 1931* 

Jacobitti L. — Aumefiti salariali come rimedio alia crisi. Napoli, 1934* 

Jordan C. — Problema delle prove ripetute a piu variabili indipendenti. 
(Estr. <( Giornale dell’lstituto Italiano degli Attuari ». Anno IV, 
n. 3), Roma. 1933* 

Id. — Inversione della lormula di Bernoulli relativa al problema delle prove 
ripetute a piu variabili. (ibidem, Anno IV, n. 4) Roma, 1933. 

Id. — Teoria della perequazione e delVapprossimazione. (ibidem. Anno V, 
n. i) Roma, 1934. 

Jucci C. — Studi di genetica sui hachi da seta : I - ll colore del bozzolo, 
Roma, 1934. 

Kawan L. — Gli vsodi e le carestic in Europa a Ur aver so il tempo. Roma, 1932. 

Koeppler H. — Equazioni alle derivate parziali della teoria delle probabilild 
che intervengono anche nella teoria del calore. (Estr. « Giornale dell’Isti- 
tuto Italiano degli Attnari »>, Anno IV. n. 2). Roma, 1933. 

Lapalorcia F. — lo voglio ! Manuale teorico pratico per lo sviluppo 
della volontd. Torino, 1934. 

Lasorsa G. — La staiistica dei salari industriali in Italia. Padova, 1931. 

Id. — Variazioni stagionali dei fenomeni economici. (Estr. <( Economia », 
Vol. XIV, n. i), Roma, 1934. 

Id. — Statistica demografica. Padova, 1934. 

Id. — Fertilitd e feconditd della donna secondo Vetd. (Estr. « Journal de la 
Soci6t6 Hongroise de Statistique », n. 1-2, 1935)^ 

L'Eltore G. P. — La tubercolosi non si eredita, si contrae. Siracusa, 1934- 



137 

L*Eltore G. P. — La mortalUd tubercolare a Roma nel 1932. (Estr. «Lotta 
contro la Tubercolosi »), Roma, 1934. 

Lenti Iv. — Analisi di statistica economica, Milano, 1934. 

Livi L. — La previsione delle cvisi e la disciplina delVattivitd produttiva. 
Firenze, 1934. 

Id. — La disciplina della produzione ed i nuovi compiti della statistica 
nelVofdinamento corporativo. (Estr. « Economia », Vol. XV", n. i), 
Roma. 1934. 

Lodolini a. — Un quinquennio di vita dcmograftca nella pnrrocchia di 
Santa Susanna : 1592-1609. (Estr. « Atti del 111 Conf?resso Nazionale 
Studi Romani ». Vol. II). 

Loria a. - Una scienza nuoua : Veugenica, {Estr. " La Parola ■<), Torino, 
1920. 

Lupetti R. — Contfibuto alia ieoria economica del costo di produzione. 
Firenze, 1933. 

Luzzatto-Fegiz P. — Variazioni della struttura delle popolazioni. (Estr. 
« Atti del 2« Congresso Nazionale di Scienza delle Assicurazioni », 
V'ol. ill), Roma, 1933. 

Id. — Sulla struttura professionale della popolazione. (Estr. « Aiinali di 
Economia », vol. X). Padova, 1935. 

Mato E. —- II metodo statistico in meteorologia. Applicazione al calcolo della 
temperatura dell’aria nel mese di febbraio in Napoh. (Estr. La Meteoro¬ 
logia Pratica )>. Anno XIV, n. 2). Perugia IQ33. 

Maridakis. — Divorzio dcgli stranieri in Grecia. 1933. 

Mariotti O. — La permanenza media del turisla. (Estr. Exhi e Commenti », 
n. 23-1034). 

Martinotti P. — Progressioni composie applicate al calcolo di cendite e di 
ammortamenti, (Estr. « Rivista Internazionale di Scienze Sociali e 
Discipline Ausiliarie », Anno XL, Fasc. V). Milano. 1932. 

Id. — Sul calcolo delle probabilild di sopravvivenza dei gruppi. (l\str. Gior- 
nale di Matematica Finanziaria •». A. X\l, Serie II. \’oL IV. n. i). 
Torino, 1934. 

Id. — Contributi alia teoria dei fenomeni demografici. (Estr. k Rivista 
Internazionale di Scienze Sociali », Anno l.XI I, fasc. II). Milano. 1934* 

Id. — Pfoblemi di probabilitd riguardanti le lotterie. (Estr. « Rivista Inter¬ 
nazionale di Scienze Sociali »>, Anno XLIL Fasc. I\'). Milano. 1Q34. 

Id. — SulVammontare progressivo dei prestiti. (ibidem). 

Id. - - Inter polazione e serie trigonometric he. Milano, 1934. 

Id. — Metodo per il calcolo dei saggi di eliminazione. Milano, 1934* 

Masci G. — • Alcuni aspetti odierni delVorganizzazione e delle trasformazioni 
industriali. (Estr. « Organizzazione industriale deila Xuo\’a Collana 

di Economisti», Vol. VII). Torino 1934. 

Mazzei J. — Politica doganale differenziale e claiisola della nazione piu 
favorita, Firenze, 1930. 

Id. — Paritd e preferenza doganale nel dopo-guerra. Eirenzc. 1033. 

Id. — ] progelti di preferenza doganale ai cereali degli Stati delVEtiropa 
centro-orientale, (Estr. « Atti della R. Accademia dei Georgofili w 
Serie V, Vol. XXX), Firenze, 1933. 



Mazzei J. — La conferenza di Stfesa e il memorandum italiano, (Estr. 
« Rivista, Internazionale di Scienze Sociali e Discipline Ausiliarie ». 
Anno XLI Ease. VI), Milano, 1933. 

Id. — L'oro nel pensiero dei mercantilisti. (Estr. « Economia », Vol. XI 
n. 2), Roma. 1933. 

Mazzitelli M. — II miele nelValimentazione, Napoli, 1935. 

Mazzocchi-Alemanni N. — Lc case rurali. (Estr. « Atti della R. Accademia 
dei Georgofili •>, Serie V, Vol. XXXI). Firenze, 1934. 

Id. — Ruralitd e politica fino al Risorgimento. (Estr. « La Stirpe », Anno 
XXI, n. 4), Roma, 1934. 

Id. — Commento ai primi risultati del nuovo catasto agrario. (Estr. « Bol- 
lettino Mensile di Statistica Agraria e Forestale », gennaio 1934). 

Mazzola V. — Ricerche sui gruppi sanguigni degli arabi. (Estr. « Giornale 
di Medicina Militare 0, fasc. 12-1929). 

Mengarelli C. — Un’opera recente di statistica corporativa, (Estr. « Rivista 
Internazionale di Scienze Sociali ». Anno XLII, Fasc. IV), Milano, 1934 - 

Id. — La popolazione di Pesaro dal 1628 al 1839. (ibidem, Fasc. V), Mi¬ 
lano. 1934. 

Id. — La costituzione nelle aristocrazie italiane, Milano, 1935. 

Michels R. — II probhma dei rapporti ira economia e religione nella luce 
sociologico-giuridica. (Estr. « Rivista Internazionale di Filosofia del 
Diritto A. XV. Fasc. II). Roma, 1935- 

Milone F. — L'Australia e Vemigrazione italiana. (Estr. « Giornale degli 
Economisti ». ottobre 1934). 

Ministero dell’Agricoltura e delle Foreste. — Bollettino dei Monti 
di Pietd di 2» categoria : Situazione al 31-12-1933. Roma, 1934. 

Ministero dell’Aeronautica. — Statistica delle linee aeree civili italiane 
(1932-A/). Roma, 1933 - 

Ministero delle Comunicazioni. — Dati siatistici per gli anni 1931. 1932 
1933. I : Ferrovie concesse alVindustria privata. Roma, 1935. 

Ministero delle Corporazioni. — Annuario per le Industrie chimiche e 
farmaceutiche : 1932-33. Roma, 1934. 

Id. — Congresso internazionale degli Atiuari : Gli Istituti e le Impress 
di assicurazione in Italia, Roma, 1934. 

Ministero dell'Educazione Nazionale. — Mostra delle biblioteche ita¬ 
liane, Roma, 1934. 

Ministero delle Finanze. — Movimento commerciale del Regno d*Italia 
nelVanno 1931. Roma, 1931. 

Id. — Movimento della navigazione del Regno d*Italia nelVanno 1930. 
(2® vol.). Roma, 1933. 

Id. — Idem per Vanno 1931 (2® vol.) Roma, 1934. 

Id. — Movimento commerciale del Regno d*Italia nelVanno 1931, Parte L 
Roma, 1934. 

Id. — Idem, Parte II, Vol. i® e 2®. Roma, 1934. 

Id. — Statistica delle imposts di fabbricazione dal i® luglio 1932 al 30 giu- 
gno 1933. Roma, 1934. 

Id. — - Movimento della navigazione del Regno d*Italia nelVanno 1932. 
(2® vol.), Roma, 1935. 
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Ministero delle Finanze. — Movimento commerciale del Regno d’Italia 
nelVanno 1932. Vol. II. parte 2*. Roma, 1935. 

Id. — Relazione ddlo stato e delVandamento del lavori catasiali dal 1-7-1933 
al 30-6-1934 e sui lavori svolti dagli uffici tecnici di finanza durante Veser- 
cizio 1933-34* Roma, 1935* 

Id. — Statistica delle imposte di jabbricazione dal 1-7-1933 ul 30-6-1934. 
Roma, 1935. 

Id. — Provvedimenti in materia di tasse sugli affari. Istriizioni ministeriali. 
Roma, 1935. 

Ministero di Grazia e Giustizia. — Statistica della criminalitd per Vayino 
‘ 1928. Roma, 1935. 

Ministero della Guerra. — Della leva di terra sui giovani nati nelVanno 
1902. Roma, 1933. 

Id. — Della leva di terra sui giovani nati nelVanno 1903. Roma. 1934. 

Id. — Relazione medico-statistica delle condizioni sanitarie del R. Esercito 
nelVanno 1930. Roma. 1934. 

Id. — Idem per Vanno 1931, Roma. 1935. 

Id. — Della leva di terra sui giovani nati nelVanno 1904. Roma, 1935. 

Ministero dei Lavori Pubblici. — Le opere pubbliche at 31 dicembre 
1932. Roma, 1934. 

Id. — Idem al dicembre 1933. Roma. 1934. 

Ministero della Marina. — Statistica sanitaria delVarmata per gli anni 
1915. 1917. 191B, 1919. Roma. 1934. 

Id. — Idem per gli anni 1931 e 1932. Roma, 1934. 

Molinari-Pietra M. — Crepuscolo. Udine, 1935. 

Momaroni P. — Contabilitd statistica selecto^fotografica [procedimenti Mo 
maroni), Perugia,. 1934. 

Monteiro a. — Ricostriizione delVImpero. Lisbona, 1934. 

Moramarco G. — Correlazione tra il comportamento del piano urbitrale di 
Simon e Vangolo facciale, Vindice cranico e Vindice facciale superiore, 
(Estr. « Annali di Clinica Odontoiatrica »). 

Mortara G. — Suite disuguaglianze statistiche, (XXII Scssione dell’Istituto 
Internazionale di Statistica, Londra), La Haye, 1934. 

Id. — Prospettive Economiche. Milano, 1934. 

Moulik M. M. — I problemi delta Federazione Indiana. (Estr. Bollcttino 
deiristituto Italiano per il Medio ed Estremo Oriente »>, aprile 1935)- 

Orestano F. — Riassunto generate e conclusioni del « Convegno Volta ’>. 
Roma, 1932. 

Id. — Revisione filosoftca, (Atti deirvill Congresso Nazionale di Filosofia 
della Societk Filosoiica Italiana, 1933). Roma. i934* 

Id. — Giandomenico Romagnosi. Roma, 1935. 

Pagani L. — Commento alia legislazione italiana sui credito agricolo, Ve¬ 
nezia, 1935. 

Panunzio S. — Il concetto dello Stato-Partito. (Estr. « Atti deiristituto Na¬ 
zionale delle Assicurazioni », Vol. VI), Roma, i 933 * 

Id. — Popolo, Nazione, Stato. Firenze, 1933- 

Id. — Il BPancio. (Estr. « Lo Stato », maggio i 934 )* Roma. 

Id. —. La corporazione. (Estr. «La Giustizia del Lavoro», Fasc. i®-i 934 )» Bari. 



140 


Panunzio S. La Facoltd Fascisia nei primi 6 anni di vita, Perugia, 
1934 - 

Id. — 11 concetto economico-giuridico di « esecuzione produttiva » {A pro- 
posito delh corporazioni). Roma, 1935. 

Papi G. U. — Un principio teorico delVeconomia corporativa. (Estr. « Gior- 
nale degli Ecoiiomisti e Rivista di Statistica », maggio 1934). 

Jd. La nozione di costo nelVatiivitd assicurativa. (ibidem, ottobre 1934). 

Id. — I principi direttivi della economia corporativa, Milano, 1934. 

PiETRA G. — Intorno alia discordanza fra gli indici di variabilitd e di con- 
centrazione, (XXII Sessione dell’Istituto Internazionale di Statistica, 
Londra), La Haye. 1934. • 

PiETRA G.. Fortunati P. e De Polzkr a. — Primi lineamenti di siatisiica 
corporativa . II problema demografico-agrario del Veneto e del Ferrarese. 
Padova, 1935. 

PiNGHiNi C. — La morbiliid ed i movimenti a ritmo determinato, (Estr. 
« Giortiale dell’lstituto Italiano degli Attuari ». aprile 1935). 

Id. — 'La Cassa Nazionale Malaitie per gli Addeiti al Commercio e le inda- 
gini statistiche snlla morhilitd, (Estr. « Baromotro Economico », luglio, 
IQ 35 )- 

PiNTUs G. -- Sulla trasmissione del tremore essenziale. (Estr. « Ri vista di 
Patologia nervosa e mentale », genn.-fcbb. 1932). 

PoRRO C. — Dal Pizzo dei Tre Signori al Monte Pontedarmia (Alpi berga- 
masche, valtellinesi), Milano. 1933. 

Presidenza del Consiglio DEI Ministri. -- Le migrazioni interne in Italia 
nelVanno 1932. Roma, 1933. 

Id. — Idem nelVanno 1933. Roiiia. 1935. 

Quinta VALLE A. — Famiglia, economia, letter alur a nella Russia Sovieticn, 
Roma, s. d. 

Repaci F. a. - Finanza e riforma dei Consigli Provinciali delVEconomia 
Corporativa, (Estr. « La Riforma Sociale », n. 6-1933). 

Id. — I pensionati dello Stato, (ibidem, n. 1-1934). 

Id. — La finanza italiana nel ventennio 1913-1932. I'orino, 1934. 

Ricci F. / nostri trafjici maritiimi e ferroviari con particolare riguardo 
alia valuta, Roma, 1935. 

Reidel L. — L'impianto tecnico delVassicurazione addizionale d'invaliditd 
tolale abbinata alVassicurazione vita, (Estr, « Atti del 2® Congresso Na¬ 
zionale di Scienza delle Assicurazioni », Vol. Ill), Roma, 1933. 

Id. — L*assicurazione addizionale dHnvaliditd abbinata alVassicurazione 
vita in Italia, (Estr. « Atti del X” Congresso Internazionale degli At¬ 
tuari »), Roma, 1934. 

Rocco A. — Discorso pvonunciato per V in augur azione delVanno accademico 
1933-34* Roma, 1933. 

Romero G. — Delle obbligazioni con oggetto illecito, secondo il diritto romano 
e confronto col diritto patrio, Catania, 1933. 

Id. — Vamministratore dei beni ereditari nominato dalVautoritd giudiziaria 
i egli a reputarsi terzo ai fini delV art, 561 P, C, ? (Estr. « Rassegna 
Giudiziaria » genn.-febb., 1935). Catania. 

Rossi L. — SulVimposta progressiva, Firenze, 1933. 



Rossi L. — Economia e finanza (Estr. « Ri vista Italiana di Statistica, Eco- 
nomia e Finanza », Anno VI, n. i), Bologna, 1934. 

Id. — JJunitd giuridica del Sindacato in rapporto ai principi generali delle 
persone collettive, (Estr. « Ri vista di Diritto Pubblico », agosto 1934). 

Id. — Gli effetti economici immediati delle imposte. (Estr. « Rivista 
Italiana di Scienze Economiche >», maggio-giugno. 1935). 

Id. — La ripartizione delVimposta e la legge di distvibuzione dei redditi, 
(Estr. « Giornale degli Economisti ». luglio, 1935). 

Sandulescu-Godoni C. — II movimento pedagogico aWUniversitd di Bu- 
carest. (Estr. « Pedagogia », Anno XXVII. Ease. 1 \^), Milano. 1933. 

Satta-Dessolis a. — Dati e consider a zioni sul problema demografico in 
Sardegna. Siena, 1933. 

Id. — La Sardegna e Aiiilio Deffenu. (Estr. « Mediterranea >>, A. VIII, n. 2). 
Siena. 1934. 

SCARIN E. — Cenni sidle risorse economiche del Fezzan. Firenze. 1933. 

Seghetti (r. — Fisiologia sociale deliascismoe delcorporaiivismo. Potenza,i935. 

Senato del Regno. — Gli stipendi degli impiegati. (Discorso del Sen. Ricci) 
Roma, 1934. 

Id. — Osservazioni sui bilanci preventivi per Vesercizio 1934-35 delle Co- 
municazioni e delle Finanze. (Discorso del Sen. Ricci), Roma. 1934. 

Serpteri a. — La guerru e le classi rurali italiane. Bari. 1930. 

In. - Introduzione alia discussione sulla disciplina corporativa della pro- 
duzione con particolare riguardo alVagricoltnra. (Estr. « Atti della 
R. Accademia dei Georgofili », Serie Vol. XXXl), Firenze, 1934. 

SiLVESTRi G. — Prezza in on ore del Prof. F. S. Giovannucci. Prezza. 1934. 

Sindacato della Borsa Merci di Milano. — II mercato dei cereali di 
Milano. Milano, 1934. 

SiTTA P. — La popolazione della Proinncia di Ferrara secondo il VII cen- 
simenlo generale del 21 aprile 1931. Ferrara. 1933. 

Id, “ II niiovo catasto agrario e forestale in Italia. (XXII Sessione del- 
ristituto Internazionale di Statistica, Londra). l.a Have, 1934. 

SocietA Italiana per il progresso dflle .-^cienze. — Piogramma de- 
fnitivo della XXI Riunione. Tivoli, s. d. 

Id. -- Corr^zioni ed aggiunte al progrannna depnitivo della XXI Riunione. 
Roma, s. d. 

Id. — XXI Riunione. Tivoli, s. d. 

Id. — Sunti delle comunicazioni scientipche : XXI Riunione. Tivoli, s. d. 

Id. — Atti della XXII Riunione. Roma, 1934. 

Id. — Escursioni ; Brevi note illustrative. Tivoli, s. d. 

Id. — Annuario 1934. Tivoli. 1934. 

SPAVENTA R. — Le misure restrittive al movimento della moneta e dei capitali 
prima e dopo la guerra. (Estr. « Annali di Economia Vol. IX. n. 2), 
Padova, 1934- t 

Id. — Poliiica ed economia programmatiche. (Estr. « Rivista Italiana di 
Statistica Economia e Finanza ». n. 3-1934). Bologna. 

Spitzer I.. e Riedel L. — Comunicazioni $u Vinfluenza degli infortuni di 
qualunque specie sulla mortality degli assicurati vita. (X Congresso 
Internazionale degli Attuari), Trieste, 1934. 



142 

Taddia L. — Ricerche sui gruppi sanguigni negli indigeni della Marmarica 
orientale, (Estr. «Archivio Italiano di Scienze Mediche Coloniali », 
Ease. VIII, 1930). Bologna. 

Tagliacarne G. -- Sttl calcolo della permanenza media dei turisti slranieri 
in Iiaiia. (Estr. « Giornale degli Economisti e Rivista di Statistica », 
settembre, 1935), Cittk di Gastello. 

Tedeschi C, — Ricerche sui gruppi sanguigni fra le popolazioni indigene 
della Barca e della Marmarica. s. d. 

Id. — Osservazioni sui soma delle popolazioni indigene della Barca orien- 
tale secondo i concetti costituzionalistici, Cairo, 1932. 

Tenderini D. — Sulla legge di distribuzione della superficie delle aziende 
agrarie. (Estr. « Rivista Italiana di Statistica, Economia e Finanza 
Anno VI, n. i), Bologna 1934. 

Id. — II significato teorico e pratico degli indici dei prezzi. (ibidem, Fasc. 
aprile-agosto, 1934)* Bologna. 

TizzaV^o a. — Sulla profilassi della difterite. (Estr. « Studium ». Anno XXV, 
n. 8-9). 1935 - 

Unione Nazionale Fascista Industrie Elettriche. — La produzione 
delVenergia in Italia nelVannata 1933. Milano, 1934. 

Id. — I consunii delVenergia elettrica in Italia durante Vanno 1932. Mi¬ 
lano. 1934. 

Id. — Idem per Vanno 1933. Milano, 1935. 

UniversitA Cattolica del S. Cuore, Milano. — Contributi del Labora- 
torio di Statistica, Serie 3*. Milano, 1934. 

Id. — Contributi del Laboratorio di Psicologia. Serie VI*. Milano, 1935. 

Id. — Problemi fondameniali dello stato corporativo. Milano, 1935. 

Id. — Economia corporativa. Contribiito dell’Tstituto di Scienze Giuridiche. 
Milano. I 935 - 

UniversitA degli studi « Benito Mussolini di Bari. — Annali 
delVIstituto di Statistica. (Vol. IV, V, VI e VII), Bari, 1934, 1935. 

UniversitA di Camerino. — Annali. Vol. VT. Padova, 1932. 

Id. — Annali. Vol. VII. Padova. 1934- 

Id. — Annali della Facoltd di Giurisprudenza. Napoli, s. d. 

Vallenilla-Lanz L. — Cesarismo demografico. Roma, 1934. 

Veronese G. — Su alcune applicazioni della formula interpolatoria di La¬ 
grange. Roma, 1931. 

Vito F. — I nuovi indirizzi della politica economica negli S. U. A, (Estr. 

« Rivista Internazionale di Scienze Social! », Anno XLII, Fasc. Ill), 
Milano, 1934. 

Id. — La concezione biologica delVeconomia. Considerazioni sui sistema 
del Marshall. Milano, 1934. 

Id. — L*economia corporativa nazionale nelVamhito del mercato mondiale^ 
(Estr. « Problemi fondamentali dello stato corporativo »), Milano, 1935. 

Wallace H. A. — Nuovi orizzonti. Torino, i935- 

Wisniewski J. — La curva logaritmica e le sue applicazioni. s. d. 

Id. — Distribuzione dei redditi secondo Vammontare. Varsavia, 1934. 

Wold H. — Sulla correzione di Sheppard. (Estr. « Giornale dellTstituto 
Italiano degli Attuari », Anno V, n. 2-3), Roma, 1934- 
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Aebischer P. — Les pluriels analogues en ora dans les Charles latines de 
Vltalie, Torino, 1934. (Estr. « Bulletin du Cange », Tome VIII). 
AlcalA-Zamora N. — Le pouvoir juridique sur ce qui est au deld de la vie, 
Paris, 1934. 

Andr£ad±s a. — Le montani du budget d‘Alexandre le Grand, (XXII Ses¬ 
sion de ITnstitut International de Statistique, Londres), La Ha ye, 

1934. 

Auerham J.— Utilisation de Vanthropomitrie militaire, (ibidem), La Haye 
1934 - 

Banco DE LA Nacion Argentina. — Rapport et bilan gSniral de Vexercice 
1932. Buenos Ayres, 1933. 

Id. — Rapport et bilan de Vexercice 1933. Buenos Ayres, 1934. 

Bank Voor Handel en Scheepvaart N. V. — Rapport annuel sur le 
i5^me exercice : 1933. Rotterdam, 1934. 

Id. — Rapport annuel sur le exercice : 1934. Rotterdam, 1935. 

Banque Nation ale de Gr^:ce. — Compte-rendu des opirations de VannSe 
1933 - Athdnes, 1934. 

Id. — Idem pour Vannie 1934. Ath^nes, 1935. 

Basilesco N. — Le devenir du peuple roumain. La question paysanne et 
la rtf or me agraire en Roumanie. (Conferences a rUniversit6 de Rome. 
24-27 fdvrier 1934). Nice, 1934. 

Blanchard R. — La gtographie de Vindiistrie, Montreal, 1934. 

Bohac A. — Thtorie de Vaccroissement de la population et sa mesure, (Estr, 
« Revue Statistique Tchecoslovaque »), Praha, s. d. 

Bonvoisin G. — institution frangaise des allocations familiales. Paris, s. d. 
Bourgin G. — Les archives nationales de France, Roma, 1935. 
Bousquet G. H, — Cours d'tconomie pure. Paris, 1928. 

Brenier H. — Le suicide progressif de VEurope. (Estr. « La plus grande 
famille », n. 85). Besan9on, 1934. 

Bu;^le H. — Comparaison internationale des agglomtrations urbaines. 
(XXII Session de ITnstitut International de Statistique. Londres). 
La Haye, 1934. 

Bureau Central de Statistique de Finlandk. — Annuaire statistique. 

Nouvelle s6rie. Ann^e 1934. Helsinki. 1934. 

Id. — Annuaire statistique 1935. Helsinki, 1935. 

Bureau Central de Statistique — La Have — Annuaire statistique 
des Pays Bas 1933. La Haye, 1934. 

Id. — Idem. Annte, 1934. La Haye, 1935. 
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153 

Norges officielle Statistikk. — Uindustfie laitUre de la Norvige en 
1933- Oslo, 1935- 

Id. — Idem pour Vannie 1934. Oslo, 1935. 

Id. — Recensement du d^cembre 1930 : VIII. — Apergu principal de la 
statistique des professions. La population r 6 partie par les professions, 
Vdge et V^tat civil. Oslo, 1935. 

Id. — Idem : X. — Statistique d*habitation. Oslo, 1935. 

Id. — Service vtUrinaire civil 1933. Oslo, 1935. 

Id. —• SociiUs d*assurances 1934. Rapport du Conseil d'assurances. Oslo, 
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ville litre de Dantzig (premiire et deuxiime partie). Varsovie, 1935. 

Id. — Balance des paiements de la Pologne : 1931 et 1932. Varsovie, 1935 - 

Id. — Idem : 1933. Varsovie, 1935. 

Id. — Compte-rendu des opirations de la Bank Polski pendant Vannie 1934 
prisenti d VAssemblie Ginirale des Actionnaires du 26/2/1935. Var¬ 
sovie, 1935. 

Id. — Conventions collectives dans Vindustrie de transformation en Pologne, 
1933. Varsovie, 1935. 

Id. — Deuxiime recensement giniral de la population du 9/12/1931 : Les 
immeubles et les hdtiments dans les villes. Varsovie, 1935. 
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Id. — Apergu general du commerce mondial : 1933. Gendve, 1934. 
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les travaux de la 53^“®, 54^^^ 57 ^^^, 58^“^, 59^“^, et 60^*“^ Session 

du ComitS . Geneve, 1934 et 1935. 

Soci^iT^ des Nations - Comit 6 Fiscal. — Rapport au Conseil sur les 
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Id. — Mouvement des prix depuis la stabilisation du franc. Paris, 1934. 
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Id. '— Economic conditions in the Argentina Republic. I-ondon, 1931. 

Cobb W. M. — Human materials in American institutions available for 
anthropological study. (Estr. «American Journal of Physical Anthro¬ 
pology Vol. XVII, n. 4), 1933. 

Committee of the Privy Council for Medical Research. — Report 
of the Medical Research Council for the year 1932-33. London, 1934. 

Id. — Report of the Medical Research Council for the year 1933-34. 
don. 1935 - 

Committee on emigration from India. — Report of the Committee on 
emigration from India to the crown colonies and protectorates. London, 
1910. 

Conference of British Commonwealth Statisticians 1935 

Ottawa. Canada, from September 13^*^ to October 9th, 1935. Ottawa, 1935. 

Cosenza M. E. — Thirteenth annual report school year 1933-34. Brooklyn 
College. 

Covello L. — The Casa Italiana Educational Bureau. Its purpose and pro¬ 
gram. New York, s. d. 

Id. — The Italians in America. New York, s. d. 

Craig J. I. — An extension of Newton*s method to the calculation of the 
complex roots of an algebraic equation. (Estr. « Bulletin de Tlnstitut 
d’Egypte)>, T. XV), Le Caire, 1933. 

Cramer H. and Wold H. — On the development of the mortality of the adult 
Swedish population since 1800. (Estr. « Nordic Statistical Journals), 
Stockholm, 1934. 

Id — Mortality variations in Sweden. A study in graduation and forecasting. 
(« Skandinavisk Aktuarietodskrift»), Uppsala, 1935. 

Crum W. L. — The effect of size on corporate earnings and condition. Bo¬ 
ston, 1934. 

Cunningham W. — The use and abuse of money. London, 1891. 

D’Alesandre J. J. — Occupational trends of Italians in New York City. 
(Estr. «Bull. n. 8 - Casa Italiana - Educational Bureau >►), 1935. 

Dalton M. — Mortality in New York City a century and a quarter ago. 
(Estr. « Human Biology », Vol. 6, n. i), Baltimore, 1934. 



Davenport C. B. — On the need of checking in anthropometry. (Estr. <t Scien¬ 
tific papers of the third International Congress of Eugenics), 1932. 

Id. — Presidential address : The development of eugenics. (Ibidem). 

Id. — Heredity and disease. ( Estr. « The Scientific Monthly February, 
1932). 

Id. — The thoracic index. (Estr. « Human Biology », Vol. 6. n. i), Balti¬ 
more, 1934. 

Id. — How early in ontogeny do human racial characters show themselves ? 
(Estr. « Eugen Fischer Festband - Zeitschrift fiir Morphologic und 
AnthropologicBd. XXXIV), 1934. 

Department of Health of Palestine. — Annual report for the year 1934. 
Jerusalem, s. d. 

Department van Economische Zaken. — Census of 1930 in the Nether¬ 
lands Indies. (Voll. II, III e VII). Batavia, 1934 ^ ^ 935 - 

De Simone L. — Increasing mechanisation and the working class. Geneve, 1935. 

Id. — The industrial transformation of London as a result of technical pro¬ 
gress. Geneve, 1935. 

De Tomasi J. A. and Sharp P. F. — Increase in non-lactic acidity in raw 
cream and its control. Cornell, 1933. 

Dominion Bureau of Statistics. — Prices and price indexes : 1913-1932. 
Ottawa, 1934. 

Doull J. a. and Gafafer W. M. — Stability of resistance to the common 
cold. (Estr. « The American Journal of Hygiene », Vol. XVIII, n. 3), 
Lancaster, 1933. 

Id — A note on the stability of resistences to colds. (Estr. « Science », Vol. -^8, 
n. 2023). 1933. 

Doull J. A,, Herman N, B. and Gafafer W. M. — Minor respiratory 
diseases in a selected adult group : prevalence 1928-1932, and clinical, 
characteristics as observed in 1929-1930. (Estr. « The American Journal 
of Hygiene », Vol. XVII, n. 3), Lancaster, 1933. 

Doull J. A., Volkenburgh V. A., Herman N. B. and Gafafer W. M. — 
Relationship of abnormalities of the upper respiratory tract to minor 
respiratory diseases, (ibidem), Lancaster, 1933. 

Id. — Abnormalities of the upper respiratory tract and minor respiratory 
diseases. (Estr. «Annals of Otology, Rhinology and Laryngology )>, 
Vol. XLII, n. 3), Baltimore, 1933. 

Dublin L. I. and Lotka A. J. — The history of longevity in the United 
States. (Estr. « Human Biology», Vol. 6, n. i), Baltimore, 1934- 

Duncan D. — Sex ratios and marital condition of adult populations of different 
types of communities in the United States in relation to population 
changes. (Estr. « Social Forces Vol. XII, n. 2), 1933 * 

.Duncan O. D. — Population trends in Oklahoma. Oklahoma, 1935. 

Duncan O. D., McGuire J. H., Salisbury J. and Simmons E. H. — The 
factor of age in marriage. (Estr, « The American Journal of Sociology ♦, 
Vol. XXXTX. n. 4), 1934. 

Eaton O. N.. McPhee H. C. and Wright S. — Heredity variations of the 
Guinea Pig. (Estr. « Proceedings of the Sixth International Congress 
of Genetic® *), Washington, 1932. 
n 
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Edge G. P. — Vital statistics in tropical territories, (XXII Session de Tln- 
stitut International de Statistique, Londres), La Haye, I 934 - 

Einaudi M. M. — Pareto as I knew him. (Estr. « Atlantic Monthly Sep¬ 
tember, i 935 )‘ 

Fiala G. F. — Preparation of hair for cross-section examination. (Estr. 
« American Journal of Physical Anthropology Vol. XIV, n. i), 1930 - 

Fields J. Ch. — Abituary notice : 1863-1932. (Estr. « Abituary notice of 
Fellows of the Royal Society»), London, 1933 - 

Fisher I. — The debt-deflation theory of great depressions. (XXI Session de 
I'Institut International de Statistique, Mexico), Mexico, 1933 - 

Ip, — Are booms and depressions transmitted internationally through mo¬ 
netary standards ? (Ibidem, XXII Session, Londres), New Haven, 
1934 - 

Fisker R. a. — The contributions of Rothamsted to the development of the 
science of statistics. 1933. 

Ip, __ Selection in the production of the ev er spot ting stocks. « Annals 

of Botany ». Vol. XLVII. N. 188) Oxford. 1933. 

Ip, — Tioo new properties on mathematical likelihood. (Estr. « Proceedings 
of the Royal Society ^>, Vol. 144), London, 1934. 

Id. — Probability, likelihood and quantity of information in the logic of un¬ 
certain inference. (Estr. « Proceedings of the Royal Society », Vol. 146) ; 
London, 1934. 

In. - Crest and herma in fowls due to a single gene without dominance. 
(Estr. « Science », Vol. 80, n. 2074), 1934. 

Id. — The amount of information supplied by records of families as a func¬ 
tion of the linkage in the population sampled. The use of simultaneous 
estimation in the evaluation of linkage. (Estr. « Annals of Eugenics 
Vol. VI. Part I). 1934- 

Id. — The effect of methods of ascertainment upon the estimation of frequen¬ 
cies. (Ibidem). 

Id. — Randomisation and an old enigma of card play. (Estr. « Mathema¬ 
tical Gazettes, Vol. XVIII, n. 231), 1934. 

Id. — The logic of inductive inference : With discussion. (Estr. « Journal 
of the Royal Society j^, Vol. XCVIII, Part I), 193,5. 

Fisher R A. and Yates F. — The 6x6 latin squares. (Estr. « Proceedings 
of the Cambridge Philosophical Society », Vol. XXX, Part 4), Cam¬ 
bridge, 1934. 

Flux A. W. — The measurement of price changes : retrospect and prospect. 
(Estr. « Journal of the Royal Statistical Society Vol.XCVI, Part 
IV), 1933 - 

Id — Industrial productivity in Great Britain and the United States. (Estr, 
« The Quarterly Journal of Economics Vol. XLVIII), Copenhagen, 
1933 - 

Fox W. — Report on the ivages and earnings of agricultural labourers in 
the United Kingdom with statistical tables and charts. London, 1900. 

Id. — Second report on the wages earnings and conditions of employment 
of agricultural labourers in the United Kingdom with statistical tables 
and charts. London, 1905. 
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Frankel E. — Social statistics and research in the welfare field. (Estr. « The 
Social Service ReviewVoL VIII, n. 4), 1934. 

Frets G. P. — Eugenics and education. (Estr. « A Decade of Progress in 
Eugenics, Scientific Papers of the Third International Congress of 
Eugenics, 1932). 

Id. — Heredity in Psychoses. (Ibidem). 

Frisch R. — Statistical confluence analysis hy means of complete regression 
systems. Oslo. 1934. 

Fuller B. — Studies of indian life and sentiment. London, 1910. 
Gafafer W. M. — Kenelm Digby, seventeenth century psychotherapist. 

(Estr. « Human Biology‘>. Vol. 5, n. 3), Baltimore, 1933. 

Id. — John Forbe’s british and foreign medical review (1836-1847) and its 
relation to medical statistics. (Ibidem, December, 1934). 

Id. — Bibliographical biography of Peter Ludvig Panum (1820-1885), 
epidemiologist and physiologist. (Estr. « Bulletin of the Institute of 
the History of Medicine Vol. II, n. 4. June, 1934). 

Gayster a., Kraval I. A., Ronin S- L. and Obolensky-Ossinsky V. V 
— Social Economic planning in the Unio }7 of Soviet Socialist Republics. 
New York, 1931. 

Giffrn R. — The progress of the working classes in the last half century. 
London, 1884. 

Id. — The case against bimetallism. London, 1892. 

Gooch M. — An analysis of the time change in milk production in indivi^ 
dual lactations. (Estr. <v Journal of Agricultural Science, January, 
1935), Cambridge. 

GoveriVment OF Health of Palestine. — Annual Report for the year 
1933. Jerusalem, s. d. 

Government of Northern Ireland. — The registrar generals review 
of vital statistics of Northern Ireland and life tables (1926). Belfast, 1931. 
Gover M., Reed L. L. and Collins S. D. — Time distribution of common 
colds and its relation to corresponding weather conditions. Washington, 
1934 - 

CiOWEN J. W. — Genetic criteria of breeding worth in dairy sires-. (Estr. 
«The International Dairy Congress », 1931, session), Copenhagen, 

1931- 

Id. — On the genetic constitution of Jersey cattle as influenced hy inherit 
tance and environment. (Estr. «GeneticsSeptember, 1933). 

Gowen J. W. and Schott R. G, — Genetic predisposition to bacillus pili- 
formis infection among mice. (Estr. « Journal of Hygiene August, 

1933). 

Grattan Doyle H. — The importance of the study of the italian language. 
(Estr. «Casa Italiana Educational Bureau, Bulletinn. 5), New 
Ycurk, s. d. 

Graves W. W. — Observations on age changes in the scapula : A preliminary 
note. (Estr. « American Journal of Physical Anthropology Vol. V, 
n. I), 1922. 

Grenwood a. — The health and physique of school children. London. 
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Grenwood M. — The statistical aspects of the problem of national nutrition. 
(XXII Session dc Tlnstitut International de Statistique, Londres). 
La Haye, i 934 - 

Gregory J. W. and others. •— Front meteorite to man : the evolution of the 
earth. London, 1930. 

Grimk6 a. E. — Slavery in America : A reprint of an appeal to the Christian 
women of the slave states of America. Edinburg, 1837. 

Haider C. — The meaning and signifiance of fascism. (Estr. « Political 
Science Quarterly », Vol. XLVIII, n. 4), New York, 1933. 

Hambloch E. — Report of the economic and financial conditions in Brazil : 
1925-1926. London. 1925-27. 

Hamilton C. H. — Rural urban migration in North Carolina. (Estr. << The 
Agricultural Experiment Station, Bulletin », n. 295), 1934- 

Harmaja L. — Effects of the %mr on economic and social life in Finland. 
New Haven. 1033. 

H4RPER R. M. — Statistical differences between castes in India'. (Estr. 

Eugcnical News». Vol. XIX, n. 5). 1934- 

Id. — Some factors influencing sex ratios in the human race. (Estr. « Journal 
of Alabama Academy of Science. Vol. VI), 1935• 

Id. — Civilization of sand mountain. Alabama. (Estr. « Eugenical News », 
Vol. XIX. July-August. 1935). 

Id. — Present conditions in Germany. Alabama, 1935. 

Hedrich a. W. — The need of an index statisticus. (Estr. « American 
Journal of Public Health >\ Vol. XXIII, n. ii), New York, 1933. 

Id. — Safeguards in the publicity use of vital statistics. (Ibidem, Vol. XXIV, 
n. 4), New York, 1934. 

Henderson A. — Labour's foreign policy. London, 1933. 

Id. — Foundations for the world's new age of plenty. London, 1933. 

Henzel T. — The central african pygmies. L^opol, 1934. 

Hill J. A. — The census of distribution in the United States. (XXI Session 
de ITnstitut International de Statistique, Mexico). Mexico, 1933. 

Himes N. E. — The vital revolution. (Estr. « Survey Graphic », April, 1935). 

His Majesty’s Stationery Office. — Statistical abstract for the several 
British Oversea Dominions and Protectorates in each year from 1907 to 
1921. London, 1924. 

Id. — Statistical abstract for the United Kingdom : 1895 lo 1909. 1912 to 
1926, T913 and 1915 to 1928. (3 voll.), London 1910-1928-1930. 

Id. — Statistical abstract for the British Empire for each of the years 1913 
and 1924 to 1929 and 1924 to 1930 (2 voll.). London, 1931-1932. 

Id. The ulster year book 1932. Belfast, 1932. 

Id. — Report by His Britannic Majesty's Government to the Council of the 
League of Nations on the Administration of Palestine and Transjordan 
for the years 1927, 1929, 1931, 1932. (4. voll.). London, 1928-30- 

32-33. 

Id. — Report by His Majesty's Government in the United Kingdom of Great 
Britain and Northern Ireland to the Council of the League of Nations 
on the Administration of the Camerooms under British mandate for the 
years 1929. 1931 and 1932. (3 voll.). London 1930-33. 



Hobson J. A. — The evolution of modern capitalism : A study of machine 
production. London, 1894. 

Hoffmann F. — The suicide record for 1933. (Estr. «The Spectator 
July, 1934 )- 

Hoffmann F. L. — Cancer statistics of the Republic of Mexico : 1922-30. 
(XXI Session de TJnstitut International de Statistique. Mexico), 
Mexico, 1933. 

Id. — San Francisco cancer survey - Ninth and final report. Newark, 1934. 

Howlett F. S. — Self and cross pollination studies of apple varieties, par- 
ticularlv Rome beauty and Gallia beauty. (Estr. « Journal of Agricultural 
Research 0, Vol. 47, n. 7), Washington, 1933. 

Humprey a. W. — International socialism and the v'ar. I.ondon, 1915. 

Hunt H. and Mixter R. -- Anemia in the flexed tailed mouse, mus musculus. 
(Estr. « Genetics », July, 1933). 

Hunt H., Permak D. and Mixter R. — Flexed in the mouse, mus musculus. 
(Ibidem). 

Insley J. K. — Forty-second annual report of Labor and Statistics of Mary¬ 
land 1933. Baltimore, s. d. 

Id. — Forty-third annual report of the Commissioner of Labor and Stati¬ 
stics of Maryland 1934. Baltimore, s. d. 

International Bureau of the American Republics. — Bolivia : 
Geographical sketch, natural resources, economic conditions, actual de-- 
velopment, prospects of future growth. 1904. Washington. 1904* 

Institute for social Sciences of Stockholm University. — Wage, 
cost of living and national income in Sweden : 1860-1930. London, 1935- 

Irving S. G. — Financial, commercial and economic conditions in Brazil : 
1928. London, 1929. 

Irwin J. O. — Independence of the constituent items in the analysis of 
variance. (Estr. « Supplement to the Journal of the Royal Statistical 
Society », Vol. I, n. 2), 1934. 

Id. — Recent advances in mathematical statistics (1932). (Estr. « The Jour¬ 
nal of the Royal Statistical Society », Vol. XCVII, Part I), London, 
1934 - 

Id. — Statistical methods in psychology : 1 he present position of the theory 
of two factors. (XXII Session de ITnstitut International de Statistique, 
Londres), La Haye, 1934. 

Id. — Recent advances in mathematical statistics. (Estr. « Journal of the 
Royal Statistical SocietyVol. XCVIII, Part. I, London, I935- 

Irwin J. O., Macblemont J. and Mattick A. I. R. ~ The plate count 
of milk. (Estr. « The Journal of Dairy Research », Vol. VI, n. 2), Cam¬ 
bridge, 1935. 

IssERLis L. — Classification of steam and motor shipping owned in the Uni¬ 
ted Kingdom. (XXII Session de ITnstitut International de Statistique, 
Londres), La Haye, 1934. 

Jaffin G. H. — Prologue to nomostatistics. (Estr. « Columbia Law Review 
Vol. XXXV, n. I), New York, 1935. 

James W. — Human immortality : Two supposed objections to the doctrine. 
Boston, 1898. 
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Jenss R. M.— Age variations of systolic blood pressure in United States 
army officers. (Estr. « American Journal of Hygiene November, 1934). 

Johnson E. A. — Bulletins and articles published by Bureau of Labor Sta- 
tistics : A selected list of references. Washington, 1935. 

Jones D. F. — Dioecious Maize. (Estr. « Science », Vol. 73, n. 1894), 1931* 

Id. — I'he similarity between fasciations in plants and tumors in animals 
and their genetic basis. (Ibidem, Vol. 81, n. 2090), 1934. 

Id. — Somatic segregation due to Hemizygous and missing genes and its 
bearing on the problem of atypical growth. (Estr. « Proceedings of the 
National Academy of Science », Vol. 21, n. 2), 1935- 

Jones D. F. and Huntington E. — The adaptation of corn to climate. 
(Estr. «Journal of the American Society of AgronomyVol. 27, 
n. 4 ). 1935 - 

Jones D. F., Singleton W. R. and Curtis L. C. — The correlation between 
tillering and productiveness in szoeet corn crosses. (Ibidem, Vol. 27, 
n. 2), 1935. 

Jones D. T., Duncan J. F., ('onacher H. M. and Scott W. R. — Rural 
Scotland during the nw. New Haven, 1926. 

Jordan C. — Interpolation without printed differences, in the case of two 
or three independent variables. (Estr. « Journal of the London Mathe¬ 
matical SocietyVol. 8, Part 3), 1933. 

Id. — On Stirling's numbers. (Estr. « The Tohoku Mathematical Journal», 
Vol. 37), Sendai, 1933. 

JosLYN C. S. and Taussig F. W. — American business leaders. New York, 

1932- 

Kendall M. and Rowntree B. S. — Hoxv the labourer live : A study of 
the rural labour problem. I.ondon, s. d. 

Kerr R. B. — Is Britain over-populated ? London, 1927. 

Keyes J. E. L. — Observation on four thousand optic foramina in human 
skulls of known origin. (Estr. « Archives of Ophthalmology », Vol. 13), 
Chicago, 1935. 

Knibbs G. H. — The private wealth of Australia and its growth as ascertained 
by various methods together unth a report of the war census of 1915. 
Melbourne, s. d. 

Kohn S. — The cost of the war to Russia. New Haven, 1932. 

Krichewsky S. — A method of curve fitting. Cairo, 1933. 

Kuczynski R. R. — British demographers opinion on fertility 1660-1760. 
(Estr. «Annals of Eugenics», Vol. VI, Part II), Cambridge, s. d. 

Labour Office Government of Bombay. — General wage census. Part I: 
Perennial factories. Bombay, 1935. 

Laughlin H. H. — The general formula of Heredity. (Estr. « Proceedings 
of the National Academy of Sciences », Vol. 19, n. 8), 1933. 

League of Nations. — Financial position of Austria in the third and 
fourth quarter of 1933. Gendve, 30/12/33, 15/2/1934. 

Id. — Idem for the first, second, third and fourth quarter of 1934. Oen^ve, 
25/4/1934* 17/7/1934* 12/11/1934* 29/12/1934. 

Id. — Idem for the first, second and third quarter of 1935. Geneve, 18/4/ 

I935» 26/7/1935* 31/10/1935- 
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League of Nations. — Financial position of Hungary in the third and 
fourth quarter of 1933. Geneve, 8/11/1933, 30/12/1933. 

Id. — Idem for the first, second, third and fourth quarter of 1934. Gendve, 

25/4/1934.5/8/1934. 13/10/1934.29/12/1934. 

Id. — Idem for the first, second and third quarter of 1935. L»eneve, 18/4/ 

1935. 13/7/1935.30/10/1935. 

Lee I. — The problem of international propaganda. 1934. 

Lepawsky a. — The judicial system of metropolitan Chicago. Chicago, 1932. 

Lepawsky a., Parratt S. D. and Merkiam C. E. — The government of 
the metropolitan region of Chicago. Chicago, 1933. 

Lieu D. K. — The silk reeling industry in Shanghai. Shanghai, 1933. 

Lomax J. G. — Economic conditions in Brazil : 1930. London, 1931. 

Lorge I. -- American agricultural villages : 1930 - An analysis of census 
data. New York, 1933. 

Lotka a. J. — Contribution to the mathematical theory of capture - I : Con¬ 
ditions for capture. (Estr. « Proceedings of the National Academy 
of Sciences », Vol. 18, n. 2), New ^"ork, 1932. 

Id. — The growth of mixed population: two species competing for a common 
food supply. (Estr. « Journal of the Washington Academy of Sciences 
Vol. 22, n. 16-17). New York, 1933. 

Id. — Industrial replacement. (Estr. « Skandinavisk Aktuarictidschrift »), 
Uppsala, 1933, 

Loveday a. — Geneva as a centre of economic information. (Estr. « Svcnska 
Handelsbanken’s Index », Vol. IX. n. 105), Stockholm, 1934. 

Malthus T. R. — An essay on the principle of population. London, 1878. 

Manchester Statistical Society. — Sessions 1930-31, 1931-32, 1932-33, 
I933’34- Manchester. 

Mariotti a. — Touring in Italy, Roma, 1933. 

Maurice and Laura Falk Found.\tion. — America's capacity to produce 
and America's capacity to consume. Pittsburgh, 1934. 

Mayo-Smith R. — Statistics and economics. New York, 1899. 

McClintack E. — On the effects of selection. New York, 1892. 

Medical Research Council. — The chemistry of flesh foods and their 
losses on cooking. London, 1933. 

Id. — Tuberculous infection in Milk : A report by the Department of Health 
for Scotland, London, 1933. 

Id. — Diet and the teeth : An experimental study. Part III : The effect 
of diet on dental structure and desease. London, 1934 - 

Id. — Dissecting aneurysms. London. 1934. 

Id. — Housing conditions and respiratory desease - Morbidity in a poor- 
class quarter and in a rehousing area in Glasgow. London, i 934 - 

Id. — Medical uses of radium : Summary of reports from research centres 
for 1933 - London, 1934. 

Id. — Idem for 1934. 

Id. — The inheritance of resistance to bacterial infection in animal species. 
London, 1934. 

Id. — Characteristics of dichromatic vision - With an appendix on anoma¬ 
lous trichromatic vision. London, 1935 * 
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Medical Research Council. — Physical methods for the estimation of 
the dust hazard in industry, London, 1935. 

Id. — The bacteriological grading of milk. London, 1935. 

Id. — The determination of jodine in biological substances. London, 1935. 
Id. — The pathogenic aerobic organism of the actinomyces group. Lon¬ 
don, 1935 - 

Id. — The source of infection in puerperal fever due to haemolytic strepto¬ 
cocci. London, 1935. 

Id. — The standardisation and estimation of vitamin. London, 1935. 
Merrell M. — On certain relationship between Pj and p,, for the point bino¬ 
mial. (Estr. «The Annals of Mathematical Statistics »), Ann Arbor, 1933. 
Metropolitan Life Insurance Company. — The mortality from cancer : 
A study of the experience among the industrial policyholders of the Me¬ 
tropolitan Life Insurance Company 1911 to 1930. New York, s. d. 
Id. — The mortality from tuberculosis. New York, 1933. 
Milicer-Gruzewska H. — The precision of the weighted average. (Estr. 

.«Annals of Mathematical Statistics»), Ann Arbor, 1933. 

Mitchell W. C. — National Bureau of Economic Research incorporated. 
1933 - 34 - 

Id. — The international pattern in business cycles. (XXII Session de I’ln- 
slitut International de Statistique, Londres), La Haye, 1934. 

Mjoen J. a. — Genius and criminal as a biological problem. Uppsala, 1931. 
Morgan Research Council. — Determination of the sensitiveness of the 
eye to differences in the saturation of colours. London, 1933. 

Moulik M. — The insurance and finance year book and directory. Calcutta, 

1934. 

Moulton H. G. — Economic progress ivithout economic revolution. (Estr. 
« Fortune », Vol. XIT, n. 5), 1935. 

National Bureau of Economic Research. — Annual report of the Di¬ 
rector of Research : 1934-35. New York, 1935. 

Netherlands - India, — Census of 1930 in Netherlands India. Batavia, 

1933. 

Id. — Indian report 1933. - II. Statistical abstract for n. i. Batavia, 1933. 
Id. — Netherlands Indian report year 1934. - II. Statistical abstract for the 
year 1933. Batavia, 1934. 

Id. — Census of 1930 in the Netherlands India. Vol. IV : Native popula¬ 
tion in Sumatra. Batavia. 1935. 

Id. — Netherlands Indian Report 1935. ' Statistical abstract for the 
year 1934. Batavia, 1935. 

Newsholme a — International studies. London, 1931. 

Norman Wait Harris Memorial Foundation. — An American foreign 
policy. Toward international stability. Chicago, s. d. 

Notestein F. W. and Sydenstricker E. — Some recent studies on diffe¬ 
rential fertility in the United States. (XXII Session de I’lnstitut Inter¬ 
national de Statistique, Londres), La Haye, 1934. 

Odum H. W. — Social and mental traits of the negro. New York, 1910. 
Orchard D. J. and May G. — Moneylending in Great Britain. New York, 

1933- 



Palmer C. E. — Variation of growth in weight of elementary school children 
1921-28. (Estr. « Public Health Reports Vol. 48, n. 33), Washington, 

1933 - 

Id. — Temporal cycles of growth. (Estr. « School Physicians' Bulletin », 
Vol. 3), 1933. 

Id. — Growth and the economic depression : A study of the weight of ele- 
mentary school children in 1921-27 and in 1933. (Estr. « Public Health 
Reports Vol. 48, n. 42), Washington, 1934. 

Id. — Note on the statistical signifiance of the difference of two series of 
comparable means. (Estr. « Human Biology », Vol. 6, n. 2), Baltimore, 

1934 - 

Id. — Age changes in the physical resemblance of siblings. (Estr. «Child 
DevelopmentDecember, 1934). 

Id. — Further studies in growth and the economic depression. Washington, 

1935 - 

Parr L. W. — Taste blindness and race. (Estr. « Journal of Heredity 
Vol. XXV, n. 5), Washington, 1934- 

Pearl R. — On the frequency of the use of contraceptive methods and their 
effectiveness as used by a sample of american women. (XXI Session de 
rinstitut International de Statistique, Mexico), Mexico, 1933. 

Pearson E. S. — Sampling problems in industry. 

Penrose E. F. — Food supply and raw materials in Japan. Chicago, 1929. 

Id. — Mental defect. London, 1933. 

Petty W. — Essays on mankind and political arithmetic. London, 
1888. 

Pribram K. — Equilibrium concept and business cycle statistics. (XXII Ses¬ 
sion de rinstitut International de Statistique, T.ondres), La Haye, 
1934 - 

Przyborowski J. and Wu.enski H. — 0)2 the use of correlation between 
yeld and others measurable characters of Single Plots in reducing results 
of Field Experiments. (Estr. « Roezniki Nauk Rolniczych i Lesnych 
Tom XXXIV), Poznan, 1935. 

Id. — Statistical principles of routine work in testing clover seed for dodder, 
(Estr. « Biometrika », Vol. XXVII, Parts III-IV), Cambridge, 1935. 

Rasin a. — Financial policy of Czecoslovakia during the first year of its 
history. Oxford, 1923. 

Report of an enquiry by the Board of Trade into the earnings and hours 
of labour of work people of the United Kingdom. London, 1909-13. 

Report of an enquiry by the Board of Trade into working class rents and retail 
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Lundborg H. — Bevolkerungsfragen, Bauerntum und Rassenhygiene. Ber¬ 
lin, 1934 - " 

Manoilesco M. — Zusammenarbeit zvnschen Ost und Wesieuropa auf 
neuer Grundlage. (Estr. « Weltwirtschaftliches Archiv », Bd, 41, H. 2), 
Jena, 1935. 

Id. — Arbeitsproduktivitdt und Aussenhandel : Ein neuer Beitrag zur 
Theorie des internationalen Handels. (Ibidem, Bd. 42, H. i), Jena, 1935. 

Meerwarth R. — Uber die reprdsentative Methode. (Estr. « Zeitschrift 
des Preuss. Stat. Land. », 72 Jahr). 

Meerwarth R,, Gunther A. und Zimmermann W. — Dte Einvnrkung 
des Krieges auf Bevdlkerungsbewegung, Einkommen und Lebenshaltung 
in Deutschland. New Haven, 1932. 

Meyer M. H. L. — Die Volkswirtschaftliche und Betriehsivirtschaftliche 
Statistik. (XXII Session de Tlnstitiit International de Statistique, 
Londres), La Haye, 1934. 

Mj6en C. G. — Rassenhiologie und Rassenhygiene in Norwegen 1908-33. 
Berlin, 1933. 
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MjdEN J. A. — Lehensdienliche und lebensferne Wissenschaft, (Estr. « Zeit- 
schrift fiir Morphologies, Bd. XXXIV), 1934. 

Mombbrt P. — Bevolkerungsentwicklung und Wiytschaftsgestaltung zur 
Frage der Ahnahne des Volkswachstums. Leipzig, 1932. 

Mukermann H. — Eugenik. (Estr. « Berichten iiber die gesamte Gyno- 
kologie und Geburtshilfe sowie deren Grenzgebiete », Bd, 24, H. 1-2), 
Berlin, s. d. 

Peller S. — Uher die weihliche Selbstmordhandlung. (Estr. «Archivfur Frau- 
enkund und Konstitutionsforschung », Bd. 18, H. 1-2), Leipzig, 1932. 

Id. — Zur Statistik der Selbstmordhandlung. (Estr. « Allgemeines StatL 
stisches Archiv», Bd. 22), Jena, 1932. 

Id. — Die sdkulare Krebskurve. (Estr. « Zeitschrift fiir Krebsforschung s, 
Bd. 40, H. 5), Berlin, 1935. 

Id. — Gehdrende und Neugeborene bei Juden verschiedener Abstammung 
in Paldstina. (Estr. « Folia Medica Orientala s. Vol. I, Fasc. 3-4), 
Hierosolymis. 1935. 

PiKLER E. — Theorie der automatischen Transferfdhigkeit. (Estr. « Unga- 
rischen Volkswirtschaftlichen Rundschau s), Budapest, 1934. 

PiNDOR R. — Die Materialwirtschaft im Steinkohlenbergbau. Biihl-Baden, 
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Reichardt W. — Der statistische Dienst in Deutschland. (Estr. « Revue 
Internationale des Sciences Adtninistratives s). 1935. 

Reichel H. — Welches sind heute die dringlichsten Forderunge^i der Rassen- 
hygiene. (Estr. « Wiener klinischen Wochenschrift », n. 23-24), s. d. 

Id. — Biologische Grundlagen der Vererbung. (Estr. ♦ Wiener medizinischen 
Wochenschrift»), 1935. 

Id. — Die Stellung der Rassenhygiene zur Hygiene und Medezin. (Estr. 
« Wiener klinischen Wochenschrift s), 1935. 
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Analyse. 

Roth O. — Wachstumsversuche an Batten. Ein Beitrag zur Frage der Ent- 
stehung der Schddelform. (Estr. « Zeitschrift fur Morphol. und Anthro- 
poLs. Bd. XXXIII. H. 3). 

Rosza G. — Die neuen auslaendischen statistischen Grundgesetze. Budapest, 
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SicHSiscHES StaTistisches Landesamt. — Zeitschrift des Sdchsischen 
Statistischen Landesamtes. Jahr. 77, 1931. Dresden, s. d. 

Id. — Idem. Jahr 78 und 79. Dresden, 1933. 

Id. — Statistisches Jahrbuch fiir das Land Sachsen : 1931-34. Dresden, 1935. 

ScHiNZEL A. — Die Bevdlkerungspolitische Lage Oesterreichs. (Estr. « Wie¬ 
ner klinischen Wochenschrift ♦), 1935. 

ScHULTNESs H. — Volterra* sche Integralgleichungen in der Versickerungs- 
mathematik. Zurich, 1935. 

Schultz H. — Theoretische Sozialdhonomik und theoretische Statistik. 
(Estr. « Weltwirtschaftliches Archive, Bd. 37), Jena, 1933 - 

Id. — i)ber eine Methode zur Berechnung der Elastizitdt der Nachfrage 
und Kritik durch Amoroso. (Estr. « Zeitschrift fur Nationaldkonoxnie 
Bd. V, H 2), Wien, 1934. 

12 * 
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fall statistik dev dritten funfjdhrtgen Beobachiungsperiode 1928-32. 

Sipos A. — Ungarns Siellung in der Weltivirtschaftshrise. Budapest, 1933. 

SoMARi F. — IVandlungen der Weltwirtschaft sett dem Kriege. Tubingen, 

1929. 

Statistisches amt DER Stadt Berlin. — Kleines Berliner Taschenhuch 
Berlin in Bahlen. Neiigabe, 1933. 

Id. — Statistisches Jahrbuch der Stadt Berlin : 9 Jahr. Berlin, 1933. 

Statistik der Stadt Zurich. — Ziircher Steuerstatistik : 1929. Zurich, 
1934 - 

Statistik des Deutschen Reichs. - Amtliches Genieindeverzeichnis fiir 
das Deutsche Reich auf Grund der Volkszdhlung 1933. Berlin, 1934. 

Strigl R. — Lohnfonds und GeldkapitaL (Estr. « Zcitschiift fiir Nationalo- 
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Id. — Ueber mutterliche Vererbung bei Drosophila, (Estr. « Die Natur- 
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Weinberg W. — Das Wurttembergische Kataster der Geisteskranken als 
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Gesellschaftsbiologie )>, Bd. 27, H. i), Miinchen, 1932. 
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Veinberg W. — Zv)illingsenisiekung und Gehurtenfolge nebst hurzer 
Stelhingnahme zu anderen Fragen der Zwillingslehre, (Estr. ♦ Zeitschrift 
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(Estr, « Zeitschrift fiir Nationalokonomie »). Wien, 1935. 
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fiir Morphol. und Anthropol. ». Bd. XXXIII, H. 3), 1935. 
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sta de Ciencias Econdmicas Mayo de 1933). 
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BAfJos O. F. — Determinacion y estudio de una curva de frecuencia, 
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Bidabehere F. a. — Camaras Compensadoras Argentinas. Buenos Ayres, 
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Bojorquez j. y Alan is PatiiJg E. — La clasificacidn cultural en las 
estadisticas del movimiento de la pohlacion de los paises de la Amirica 
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Bojorquez J. y Loyo G. — Sobre las estadisticas de la reforma agraria 
mexicana (Ibidem). 
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cienda correspondiente al ano 1933. Buenos Ayres, 1934. 

Departamento del Trabajo. — Directorio de Asociaciones Sindicales 
de la Reptiblica. Mexico, 1935; 
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Departamento Nacional de Trabajo. — La desocupacidn en la Argen¬ 
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De Sousa da Camara A. — Efeitos dos Raios X nos cromosomas do Triticum 
monococcum. Sua analise na apreciacdo de filogenia do Trigo. (Estr. 
« Anais do Istituto Superior de Agronomia Vol. VII, n. i), Lis¬ 
boa. 1935. 

Direccion de Pensiones Civ^iles de Rktiro. — Segundo censo de em- 
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Direccion del Instituto geogkafico, catastral y de estadistica. — 
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Direccion General de Estadistica. — Sinonimias populares mexica- 
nas de las enfermedades. Mexico, 1933. 

Direccion General del Instituto geografico, catastral y de esta¬ 
distica. — Estadistica del movimiento de huques y pasaieros por mar 
con el exterior, Afto 1930. Madrid, 1933. 

Direccion General de Sanidad. — Resumen de natalidad y mortalidad 
de Espana en el ano 1933. Madrid, 1934. 

Id. — Resumen de natalidad y mortalidad de EspaHa en el ano 1934. 
drid, 1935 - 

Direccion Nacional de estadistica. — Extracto estadistica y censo 
electoral de la Republica, Lima. 1933. 

Diretoria de estadistica, industria e coMMEKCio. — Estadistica do 
Estado de S. Paulo, Ado de 1932. S. Paulo, 1934. 
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Fernandez F. R. — Historia de la estadistica agricola en Mixico (XXI 
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1933 - 
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de r Institut International de Statistique, Mexico). Mexico, 1933- 
Id. — La vida^Salvadorefia a travis de las cifras estadisticas correspondien- 
tes a 1932 (XXI Session de I’lnstitut International de Statistique, 
Mexico). Mexico, 1933. 

Id. — Necesidad de informar los sistemas de exposicidn estadistica (XXI 
Session de TInstitut International de Statistique. Mexico). Mexico, 
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Institut d’Investigacions Economiques. — La seva actuacion utilitat 
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Loyo G. y Zamora A. — En Hespana-America, no seguro de desocupacion 
involuntaria, sino medidas preventivas de ella. Mexico, I935- 
Merz C, — Compendia estadistica. Demagrafia, comercio internacional y 
finanzas de Costa Rica. I Tomo : Estadistica vital. San Jos6, 1932. 
Milicer-Gruzewska H. — Zagadnienie rozkladn cen ziemi na ceny jej 
skladawych gatunkow. (Estr. « Revue Trimestrielle de Statistique de la 
R^publique Polonaise», Annee 1934. Tome XI, Fasc. i). 

Ministerio das Financias. — Movimento financeiro de Portugal. Lisbona, 

1934 - 

Ministerio de Agricultura. — Anuario estadistico de las producciones 
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Id. — Tres estudios economicos. ApSndice al Anuario estadistico de las 
producciones agricalas. Ano 1933. Madrid, 1934. 

Ministerio de Hacienda y Agricultura de la Nacion. — El plan 
de accion econdmica ante el Congreso Nacional. Buenos AYres, 1934. 
Ministerio de Hacienda y Comercio. — Extracto estadistico del Peru : 
1931, 1932, 1933. Preparado por la Direcidn Nacional de Estadistica, 
Lima, 1935. 

Ministerio de Trabajo, Sanidad y Prevision. — Estadistica de los 
accidentes del trabajo ocurridos en los atios 1931 y 1932. Madrid, 

1931. 

Mj5en J. a. — Del nor she program for raschygiene. Oslo, 1932. 

Id. — Biologisk kontroll med inuvandringen. (Vern Landegrensen Frem- 
mede Forbrytere). ('»slo, 1933. ‘ 

Moldovan I. — Igiena natiunei. Chij, 1925. 

Id. Biopolitica, Chij, 1926. 

Moszynski K. — Kultura ludowa slowia'h. CzeU II - Kultura Duchowa, 
Krakdw, 1934. 

Mydlarski J. M. — Budowa Fizyezna. Mlodziezy Meskiej Rocznikdw 1906 
do 1909 w Svnatlo Materjalow Komisyj Pobofowych, Warszawa, 1933. 



Mydlarski J. i Mieczyslawa Brunowa. — Badania Antropologiczno — 
Psy chi airy czne RodzH AlkohoHkdw. (Estr. « Roczmka Psychjatrycz- 
nego»). 1934 - ^ 

Mydlarski J. i Wiazowski K. — Badania dntropologiczne przestepcdw. 
(Estr. Archiwum Kryminologicznego », Tom I, zeszyt 2). s. d. 

Ortiz M. C. F. — Sugestiones para que la eugenesia, ohstetricia y puZricultura 
favorezcan a la mujer y al nino indigenas. Mexico, 1935. 

Pascua M. — Moftalidad especifica en Espana, Madrid, 1935. 

PiNEDO F. — Los frigorificos, el impuesto a los rSdilos y el control de camhios, 
Buenos Ayres. 1935 - 

Id. — Los proyectos financieros ante la honorable Cdmara de Diputados. 
Buenos Ayres, 1935 * 

Id. — Los proyetos financieros ante el honorable Senado. Buenos Ayres, 1935. 

Pinero Garcia P. P. — Mortalidad infantil de o a 10 anos en Rosario 
(1900-1925). (Estr, « La Semana M^dica n. 36). Buenos Ayres, X933. 

Presidencia del Consejo de Ministros. — Anuario estadistico de Espana, 
Ano XVII, 1931. Madrid, 1933. 

Id. — Idem, 1932-1933. Madrid. 1934 - 

Id. — Censo de la poblacidn de Espana. Region de Aragon. Madrid, 1935. 

Id. — Extranjeros inscritos en el censo de poblacidn de 1930, clasificados por 
los paises de su nacionalidad en combinacidn con el sexo, estado civil, 
edad y profesion. Madrid. 1935. 

Id. — La demografia espanola en el decenio 1921-1930. Madrid, 1935. 

PuiG J. M, y Vasquez G. V. — Siptima conferencia internacional americana 
de Montevideo. Un congreso de indigenistas americanos. M6xico, 1934 

Racovita E. G. — Evolutia si problemele ei. Cluj, 1929. 

Ramirez R. — Formacion y capacidad de los maestros rurales para hacer 
eficaz la accion de la escuela en los pueblos indigenas. Mexico, 1935. 

Reboza j. C. — El estudio de Sitio y la ley histdrica del desborde institucional. 
La Plata, 1935. 

Rosset E. — Prawa Demograficzne Woiny. L6df, 1933. 

Secretaria da Agric, Ind. e Comm, do Estado de S. Paulo. — Estati- 
stica industrial do Estado de S. Paulo. Afto de 1933. S. Paulo, 1935. 

Secretaria de Hacienda y Credito Publico. — La crisis econdmica en 
Mixico y la legislacidn sobre la moneda y el cridito. Mexico, 1933. 

Secretaria de la Economia Nacional (Estados Unidos Mexicanos). — 
Quinto censo de poblacidn. 1930, i8 Fasc. Mexico, 1932. 1933. 1934 * 

Id. — Sinonimias populares mexicanas de las enfermedades. M6xico, 1933. 

Id. — Mexico en cifras (Atlas estadistico 1934). 

SociEDAD Mexicana de Eugenesia. — Para nuestros hifos cuando tengan 
18 anos. Consejos de un medico. Mexico, 1933. 

SociEDAD Mexicana de Geografia y Estadistica. — Primer centenario 
de la Sociedad Mexicana de Geografia y Estadistica, 1833-1933. Tomos I 
y II. Mexico, 1933- 

Statistiek van Nederland. — Volkstelling. 31 December 1930. S. Graven- 
hage, 1934. 

Tamagnini E. — On antigos habitantes das Canarias. (Contribui^oes para o 
estudio da antropologia portuguesa, Vol. 11 . Fasc. 8), Coimbra, 1932. 
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Tamagnini E, — Sobre a distribupao geojs^rafica de* alguns ^cafi ^0 
fundamentals populapdo partuguesa. Part« I y II (ibidem 
y ro), Coimbra, 1932. * 

Themido a. a. — 0 indite orhitario nos portugueses^ (ibidem, 3) 

Coimbra, 1931. . * ' * 

In. — Sobre algunos caracteres . antropometrice^ da populapao poriiig^^sa 
(ibidem. Ease, 9), Coimbra, 1933* ^ V ' * 

Universidad Nacional del Litoral. — Estadisfica c^sal y eitadfejHch 
administrativa argentina. Rosario, 1935. * H 

Vasquez G. V. — Indios de MSxico, Mexico, 1935. ^^ 

Vasquez G. V. Y Loyo G. — Las encuestas sobre^ el costo^de la vida^ ba'se, 
para la polUica de previsidn social. Nveesidad de unipj^r y 
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